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"V"orwort. 

Das  Werk?  welches  icli  hiermit  der  Offentlichkeit  iibergebe,  hat 
semen  Ursprimg  m  einem  Zyklus  von  acht  Vorlesungen,  welche  ich 
im  Sommer  1901  bei  der  Jahresversamrnlung  der  American  Mathe- 
matical Society  in  Ithaca,  N.  Y.  gehalteu  babe,  und  welche  den  Zweck 
hatten,  ein  ausfuhrlichea,  histonsch-kritisches  Referat  tiber  die  Fort- 
schritte  der  Variationsrechnung  wahrend  der  letzten  Jahrzehnte  zu 
geben.  Meine  Lectures  on  the  Calculus  of  Variations  (Chicago,  1904) 
sind  im  wesentliehen  erne  Wiedergabe  dieser  Vorlesungen  mit  solchen 
Erweiterungen  und  Modifikationen;  wie  sie  notig  waren,  darnit  das 
Buch  zugleich  als  Lehrbuch  dienen  konnte. 

Bald  nach  Erscheinen  der  ??Lectures"  wurde  ich  von  der  Teubner- 
schen  Verlagsbuchhandlimg  aufgefordert^  eine  deutsche  Bearbeitung 
dei*selben  vor/Aibereiten;  ich  bin  dieser  Aufforderuiig  um  so  lieber 
nachgekoramen,  -als  mir  dadurch  Gelegenheit  geboten  wurde?  nicht  nur 
meinen  ;?Lectures^  in  verbesserter  Form  eine  weitere  Verbreitung  zn 
geben;  sondern  ancli  die  Kahlreichen  Untersuchungen  fiber  Variations- 
rcchnnng  ans  den  letzten  Jahren  mit  zn  verarbeiten  und  zugleich  die 
Darstellung  anf  allgemeinere  Probleme  der  Variationsrechnung  aus- 
zudehiion. 

Dieaer  Entstehungsweise  entsprechend  hat  mir  bei  der  Abfassung 
aueh  der  deutschen  Ansgabe  eine  Vereinigung  von  Lehrbuch  und 
Bn^yklopadie  als  Ziel  vorgeschwebt.  Zugleich  geht  aus  dem  Gesagten 
hervor?  daB  das  vorliegende  Werk;  wie  schon  der  Name  andeuten  soll3 
nicht  deu  Anspruch  erhebt,  ein  die  gesamte  Variationsrechnung  urn- 
fassendcs  Lehrbuch  KU  sem;  cs  will  vielmehr  nur  die  spezifisch  mod  erne 
Variaiionsrechnung;  wie  sie  sich  in  den  letzten  dreijBig  bis  vierzig 
Jahren  unter  der  Einwirkung  dor  kritischen  Eichtung  m  der  Infinitesimal- 
reclmung,  vor  allem  abor  unter  dem  EinfluB  der  epochemadienden  Ent- 
deckungon  von  WBIBUSTRASS  entwickelt  hafc,  zur  Darstellung  bringen. 

Dabei  habe  ich  bei  dem  einfachsten  Typus  von  Variationsproblemen, 
bei  welchem  die  unter  dem  Integral  stehende  Funktion  von  einer  ebenen 
Kurve  abhangt  und  nur  erste  Ableitungen  enthalt;  eine  gewisse  Vollstandig- 
keitangestrebt;  dagegenmuBte  ich  mieh  bei  den  allgememerenProblemen; 
die  ja  tiberhaupt  noch  nicht  zu  einem  ahnlichen  AbschluB  gelangt  sind, 


£Y  Vorwort 

auf  die  Behandlung  von  ausgewahlten  Kapiteln  beschrankeu ,  wenii 
ich  melt  die  Feitigstellung  des  Granzen  ad  calendas  graecas  vertageu 
wollte. 

Obgleici.  zahlreiche  Airwendungen  der  Vanationsrechnung  auf 
Geometric  und  Mechanik  in  Form  von  Beispielen  und  Ubungsaufgaben 
behandelt  warden,  so  liegt  dock  der  Hauptnachdruck  durchweg  auf 
Seiten  der  Theorie.  Dementsprechend  babe  ich.  nueli  besonders  beruiiht, 
Mare  Definitionen  der  Grrundbegriffe  und  sclaarfe  Formulierungen  der 
Probleme  zu  geben  und  an  die  Beweise  denselben  MaBstab  der  Strenge 
anzulegen,  der  auf  anderen  Gebieten  der  Infinitesimalrecbnung  jetzt 
aEgemein  tiblich  ist.  Dazu  war  es  notig^  beim  Laser  cine  Bekaunt- 
schaft  mit  den  Haupts'atzen  der  Theorie  der  reellen  Funktionen  reeller 
Variabler  vorauszusetzen  Urn  aber  das  Buch  einem  weiteren  Leser- 
kreis  zuganglich.  zu  niaclien,  babe  icb  in  einem  Anbang  (als  A.  zitiert) 
samtlicbe  im  Text  benutzten  Satze  der  reellen  Funktionentbeorie  roit 
ausfubrlicben  Literaturangaben  zusammengestellt.  Aus  demselben 
Grunde  babe  icb  die  Darstellung,  wenigstens  in  den  ersten  Kapiteln, 
eleinentarer  gehalten  als  in  der  engliscben  Ausgabe7  und  mblreicbe 
Ubungaaufgaben  am  Ende  der  verscbiedenen  Kapitel  hinzugeftigt. 

Einige  Beinerkungen  smd  notig  liber  meine  Stellung  zu  den  Vor- 
lesungen  von  WEIERSTKASS  iiber  Variationsrecbnung.  Dieselben  diirfen 
beutzutage  als  allgemein  bekannt  betracbtet  werden,  teils  durcb  Disser- 
tationen  und  andere  Publikationen  von  Scbulern  von  WeierstraB, 
teils  durch  KNESEB'S  Lchrbuch  Her  Variationsrechmmg  (Braunschweig 
1900),  teils  durtib.  Ausarbeitungen,  die  in  Matbematikerkreisen  zirkw- 
lieren;  und  von  denen  Exernplare  in  der  Bibliotbek  des  Mathematischen 
Veretns  in  Berlin,  sowie  im  matbematiscben  Lesezimmer  der  Got- 
tinger  Universitat  jedermann  zugiinglich  sind;  teils  endlicb  durcb  die 
Lectures  on  the  Calculus  of  Variations  von  HANCOCK  (Cincinnati,  1904). 

Unter  diesen  TJmst'anden  babe  ich  kerne  Bedenken  getrageu?  von 
den  WeierstraB'scben  Vorlesungen  ganz  ebenso  (Jebraucli  zn  Jtiacheny 
als  ob  sie  publiziert  vorl'agen.  Dabei  babe  icb  mich  der  HauptsaclK* 
nach  an  die  Vorlesung  voin  Sommer  1879  gebalten,  wolche  ich  das 
Gliick  batte,  seinerzeit  als  Student  zu  horen,  und  von  welcher  ich 
daxnals  eine  sorgfaltige  Ausarbeitung  angefertigt  babe. 

ScblieBlich  moebte  ich  alien  denen,  welche  mir  in,  irgentl  einer 
Weise  bei  dern  Zustandekommen  meiner  Arbeit  behilflich  gewesen  sinclr 
memen  herzlicbsten  Dank  aussprechen:  emer  fieihe  von  Kollegen  teiln 
ftir  bereitwiEige  Auskunffc  tiber  ISfachbargebiete,  teib  for  Litonitut*- 
augaben,  teils  fur  Berichtigungen;  ebenso  einer  Anzabl  von  frtihoron 
Zuhorern  fttr  die  Durcharbeitung  von  tTbungsaufgaben;  der  VerlagH- 


Vorwort. 


bucbhandlung  ftir  bereitwilliges  Eingehen  auf  meine  zaklreicben  Wiin- 
sclie  in  Bezug  auf  Typographic  und  Drueklegung. 

Zu  ganz  besonderem  Danke  aber  bin  icli  HerrnLiNDEBEEa  rerpfliehtet 
fur  die  Uberlassung  des  Manuskriptes  seiner  inzwischen.  in  den  Mathe- 
matischen  Aonalen  erschienenen  Arbeit:  Uler  einige  Fragen  der  Varia- 
tionsrechnuny,  wodurch  es  mir  moghcli  gemaclit  wurde,  die  Theorie  der 
isoperimetrischenProbleme  m  wesentlich  verbesserter  Form  yorzutragen 

Auch  den  Beholden  der  Universitat  Cliicago  bin  ich  zu  grolem 
Dank  yerpflichtet  ftir  mebrfacb.  in  zuyorkommendster  Weise  gewatrten 
langeren  Urlaub,  olme  welcben  mir  die  FertigsteUung  des  Bucbes  kaum 
moglich  gewesen  ware. 

Ein  letzes  Dankeswort  gilt  einem;  der  nicht  mebr  nnter  den 
Lebenden  weilt,  clem  uin  die  Variationsrechnung  so  hock  verdienten 
ADOLF  MAYBE;  seinem  freundlicben  Interesse  an  der  englischen  Aus- 
gabe  meines  Bucbes  ist  es  in  erster  Lime  zuzuschreiben,  daB  die  Firma 
B.  G.  Tenbner  mich  zur  Bearbeitung  einer  deutschen  Ausgabe  aufforderte. 

Freiburg  i  B.;  den  8.  September  1909. 

Oskar  Bolza. 
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Erstes  Kapitel. 
Die  erste  Variation  bei  der  einfachsteii  Klasse  YOU  Aufgaben. 

§  1.     Vorlaufige   Orientierung   uber   die   wiclitigsten   Probleme    der 

Variationsrecliimng. 

Die  Variationsreckrmng  beschaftigt  sich  mit  Aufgaben  des  Maxi- 
mums  wid  Minimums,  die  jedoch  von  wesentlich.  komplizierterer  Natur 
sind  als  diejenigen,  welche  in  der  aus  der  Differentialrecbnung  be- 
kannten  Tbeorie  der  gewohnlichen  Maxima  und  Minima  bebaudelt 
werden.  Wahrend  es  sich  namlicli  dort  darum  handelt^  diejenigen 
Werte  einer  oder  mehrerer  Variabeln  zu  bestimmen?  ftir  welcne  eine 
gegebene  Punktion  dieser  Variabeln  den  groBten  oder  kleinsten  Wert 
annimmt,  bat  es  die  Variationsreclinung  mit  Aufgaben  zu  tun,  bei 
denen  eine  oder  mebrere  unbekannte  Funktionen  so  zu  bestimmen 
sind;  da6  em  gegebenes;  Ton  der  Wahl  dieser  Funktionen  abhangiges 
bestimmtes  Integral  semen  groBten  oder  kleinsten  Wert  annimmt 

Dies  soil  zunacbst  durch  Besprechung  einiger  typischer  Beispiele 
naher  erliiutert  werden 

Seispiel  I:  In  einer  Ehene  sind  zwd  PunJde  P±,  P%  und  eine 
Crerade  S  gegeben.  Es  wird  rerlangt,  unter  alien  Kurven,  welche  ^n 
dieser  Ebene  von  P1  nach  P2  gezogen  werden  Jconnen,  diejenige  &u  'be- 
stimmen, welche  durch  ihre  Rotation  um  die  Gerade  S  die  Flache  von 
Jdeinstem  Inhalt  erzeugt. 

Wir  w'ablen  die  Gerade  S  zur  <r~Acb.se  eines  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystems  und  bezeictnen  die  Koordmaten  der  beiden  gegebenen 
Punkte  mit  n?t,  y±  und  #27  ya.  1st  dann 

S:  y=*y($) 

Bolza,  "V  anaiaoasrecluaiuag.  1 


2    Erstes  Kapitel.    Die  erste  Variation  bei  der  einfachsten  Klasse  yon  Aufgaben. 

irgend  erne  die  beiden  Punkte  P1  und  P2  yerbindende  Kurve,  so  wird 
der  fragliche  Flaeheninhalt  durch  das  bestimmte  Integral1) 


ausgedruekt,  wenn  y  die  Ableitung  der  Funktion  y(x)  bedeutet.  Der 
Wert  des  Integrals  J  hangt  yon  der  Walil  der  JKnrve  E7  d.  h.  der 
Funktion  j/(#)  ab,  und  unsere  Aufgabe  lautet  also  analytisch2):  Unter 
alien  Funktionen  y(%),  welche  ftir  x  ~  x^  und  x  *=  o?2  die  yorgescliiie- 
benen  Werte  y±,  bzw.  y%,  anneltinen,  diejemge  zu  bestimmen^  fiir  welclie 
das  Integral  J"  semen  kleinsten  Wert  annimmt. 

Dieses  Beispiel  ist  em  Reprasentant  der  einfaclisten  Slasse  von 
Aufgaben  der  Variationsreclinung,  bei  denen  es  sicli  darum  haiidelt^ 
ein  Integral  von  der  Form 

x,y,y')dx,       y'-^,  (1) 

durcb.  passende  Wahl  der  unbekannten  Funktion  y  zu  einem  Extremum  3) 
zu  maclien.  Mit  dieser  einfachsten  Klasse  yon  Aufgaben;  die  zugleich 
Ton  grundlegender  Bedeutung  ist;  werden  wir  nns  in  den  drei  ersten 
Kapiteln  beschaftigen. 

Wir  haben  der  EinfadbJieit  lialber  bei  der  analytiscben  Formu- 
Herung  yon  Beispiel  I  die  zu  betracbtenden  Kuryen  in  der  Form: 
y  =  y(x)  angenommen^  unter  y(x)  eine  eindeutige  Funktion  yerstanden; 
d.  hi.  wir  baben  yorausgesetzt;  da6  jede  der  ^/-Achse  parallele  Gerade 
die  betreffende  Kurve  hochstens  in  einem  Punkte  trifft.  Dies  ist 
jedocli  eine  Beselirankung;  die  durchaus  nicht  in  der  Natur  der  Anf- 
gabe  liegt.  Wir  konnen  uns  yon  derselben  befreien;  indem  wir  samt- 
Hebe  Kuryen  in  Parameterdarstellung  ansetzen: 


J)  Wir  werden  in  der  Polge  die  positive  Quadratwurael  ans  einer  reellen 
positiveu  GroBe  a  stets  mit  ya\  bezeichnen,  walirend  die  Bexeichnung  ]/a  an- 
deuten  soil,  dajB  das  Vorzeicien  unbestimmt  bleibt. 

2)  Die  in  diesem  Paragraphen  gegebene  Fonmilierung  der  verscliiedeneji 
Probleme  ist  nur  als  eine  vorLiufige  zu  betrachten  und  bedarf  nach  verschiedetien 
Bichtnngen  hin  einer  scharferen  Prazdsierung 

s)  Das  "Wort  ,3J£xtrein<u,m"  wird  nach  dera  Vorgang  von  Du  BOI»-BJBYMONI> 
(Ma  tli  em  at  isc  he  AnnalenT  Bd.  15  (1879),  p  5G4)  in  gleicher  Weise  fur  ?,Maxi- 
muma  und  ,,Mmimumu  gebraucht  in  solchen  Fallen,  wo  es  nicht  notig  ist,  zwiacheri 
beiden  zu  nnterseheiden 


§  1      Vorlattfige  Orientiercmg  uber  die  wichtigsten  Probleme  usw. 
Unser  bestimmtes  Integral  geht  dann  iiber  in: 


wo  jetzt  xfj  yr  die  Ableitungen  von  x  und  y  naeh  t  bedeuten. 

Allgemeiner  nimmt  das  Integral  (1)  bei  Parameterdarstellung  die 
Form  an: 

h 

wobei  F  in  bezug  auf  xr,  y  homogen  von  der  ersten  Dimension  ist. 
Das  Problem,  ein  Integral  von  der  Form  (2)  zu  einem  Extremum  zu 
machen,  bildet  die,  einfachste  Klasse  von  Variationsprollemen  in 
Parameterdarstellung.  Wir  werden.  diese  Klasse  von  Problemen,  die 
fur  geometrische  Anwendungen  von  grofiter  Wiclatigkeit  ist;  und  deren 
Theorie  am  eingehendsten  ausgebildet  worden  ist,  in  Kap.  V — IX 
behandeln 

Einen  Typus  von  wesentlich  anderer  Art  reprasentiert  das  folgende 

Sci spiel  II1):  Unter  alien  Kurven  von  vorgeschriebener  Lange  I, 
welehe  0wel  gegdbme  Purikte  Ply  P%  verbinden,  diejenige  zu  ~bestimmen, 
welche  gusammen  mit  der  Sehne  P±P2  den  grofiten  Flacheninhalt  ein- 


Wahlen  wir  die  Gerade  durch  die  beiden  Punkte  PI(XI}  y^)  und 
P2(^2?  2/2)  zur  iC-Aclise  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  und 
bepchr'anken  nns  der  Einfachlieit  halber  auf  Kurven,  die  in  der  Form 

y  —  y(®) 

darstellbar  sind;  so  lautet  die  Aufgabe  in  analytischer  Formulierung: 
Unter  alien  Funktionen:  y  =  y(x\  welehe  den  Anfangsbedingungen 

2/CO  -  0,         yfa)  =  0, 
und  iiberdies  der  Bedingung 


diejenige  zu  finden,  welcte  dem  Integral 


*)  Zxierst  vorgelegt  von  JACOB  BERNOULLI  1697,  sielie  StACKEL's  tibersetzung 
in  N"r,  46  von  OSTWALD'S  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften ,  p.  19  und  An- 
merkung  19)  auf  p,  189;  weitere  Literatur  bei  PASCAL,  Die  Yariationsrecfmimcf 
(Leipzig,  1899),  pp  127,  128. 
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I  ydx 

*i 
den  grofiten  Wert  erteilt. 

Das  charakteristisch  Neue  besteht  hier  also  darin,  da8  den  zum 
Vergleich  herangezogenen  Kurven  auBer  den  Anfangsbedingungen  noch 
die  weitere  Besehr'ankung  auferlegt  wird,  dafi  sie  einem  gewissen  be- 
stimmten  Integral  einen  vorgeschriebenen  Wert  erteilen  sollen. 

Unser  Beispiel  ist  also  em  spezieller  Fall  der  Aufgabe,  ein  In- 
tegral von  der  Form 


zu  einem  Ejctremum  zu  machen,  wahrend  gleichzeitig  die  zulassigen 
Kuryen  einem  zweiten  Integral 

,  y,  y'}dx  (3) 

einen  vorgeschriebenen  Wert  I  erteilen  sollen. 

Aufgaben  dieser  Art  heiJBen  ^isoperimetrische  Probleme"-,  wir  werden 
dieselben  in  Kapitel  X  betrachten,  und  zwar,  im  Hinblick  auf  die  vielen 
geometrisclien  Aufgaben  dieser  Art,  m  Parameterdarstellung. 

Die  nackstliegende  Verallgemeinernng  besteht  darin?  daB  man  be- 
stimmte  Integrale  betrachtet,  in  denen  die  Funktion  unter  dem  Integral 
nicitt  nnr  die  erste;  sondern  auch.  hohere  Ableitungen  der  unbekannten 
Funktion  y  enthalt,  also  Integrale  der  Form 

/',    -vy(l0)^.  (4) 

Diese  Klasse  von  Aufgaben  hat  in  der  Greschichte  der  Variations- 
rechnung  eine  gewisse  Eolle  gespielt;  ist  jedoch  gegenwartig^  wo  die 
rein  formalen  Fragen  mehr  in  den  Hintergrund  getreten  sind;  von 
geringerem  Interesse;  teils  weil  sie  in  einer  weiter  unten  zu  betrach- 
tenden  allgemeineren  Klasse  als  Spezialfall  enthalten  ist,  teils  weil 
kaum  irgendwelche  interessante  geometrisehe  oder  mechaiiische  Probleme 
zu  dieser  Kategorie  gehoren.1) 

J)  Wu  geben  am  Ende  yon  Kap.  HI  einige  Ande-atungen  tber  Aufgaben 
dieser  Art;  im  \ibrigen  verweisen  wir  auf  PASCAL,  loc  cit,  §§  2—7,  16,  19—22, 
und  ZERMELO,  Vntersueliungen  zur  VariaUonsrechnungj  Dissertation  (Berlin  1894), 
sowie  §§  1,  4,  6,  12,  13,  14  in  KNESER'S  Artikel  uber  Yariationsreclinung  in  der 
EncyMopadie  der  mathematischen  Wissenschaften,  II  A  S,  nnd  KNESEB,  Lehrttuch 
der  Variationsrechnung  (Braunschweig,  1900),  6  Abschnitt. 
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Weit  wichtiger  ist  eine  zweite  VeraHgemeinerung,  bei  welclier 
mehr&re  unbekannte  FunMionen  unter  dem  bestimmten  Integral  vor- 
kommen. 

Besonders  interessant  werden  die  Aufgaben  dieser  Art,  wenn 
zwischen  den  unbekannten  Funktionen  Relationen  vorgeschrieben  sind. 
Hierher  gehort  das  folgende 

Seispiel  III:  Die  kurzeste  Lime  m  bestimmen,  welche  auf  ein&r 
in  der  Form 


gegebenen  Fldche  zwischen  0wei  auf  der  Fldche  gegebenen  Punkten  ge- 
zogen  tverden  Jcann. 

Nimint  man  die  zulassigen  Kurven  in  der  Form 

y-.y(as),         *->*($ 
darstellbar  an,,  so  hat  man  unter  alien  der  Bedingung 

<p(x,  y(x},  *(#))  —  0 


gentigenden  Kurven,  welche  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gelien; 
diejenige  zu  bestimmen,  flir  welche  das  Integral 


J  -/l  +     *  +  /»\  dx 


den  kleinsten  Wert  aimimmt. 

Hier  haben  wir  also  zwei  tmbekannte  Funktionen  von  x  zu  be- 
stimmen,  welche  durch  eine  endliche  G-leicJiung  verbunden  sind. 

Die  vorgeschriebenen  Relationen  zwischen  den  unbekannten 
Funktionen  konnen  aber  auch  die  Form  von  Differentialgleichungen 
haben,  wie  das  folgende,  schon  von  EuLER1)  und  LAGRANG-E  2)  be- 
handelte  Beispiel  zeigt 

Bei  spiel  IV:  Die  Srachistocfirone  im  wid&rsteJienden  Medium. 
Unter  alien  Raumkurven;  welche  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  Pl 
und  P2  gezogen  werden  konuen;  soil  diejenige  bestimmt  werden,  ent- 
lang  welcher  ein  schwerer  materieller  Punkt  in  der  kiirzesten  Zeit 
von  Pa  nach  P2  gelangt,  wenn  er  den  Punkt  P±  mit  einer  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeit  v^  verlaBt.  Die  Reibung  soil  vernachlassigt 


J)  ^gl»  MeHhodus  mveniendi  Uneas  curvas  maximi  minwmve  proprtetate  gau- 
denies  (Lausanne,  1744),  pp.  126,  214. 

a)  Vgl  (Euvres,  Bd  10,  p.  440;  vgl.  ferner  LINDELOEP-MOIGNO,  Calcul  des 
Variations  (Pane,  1861),  p.  308,  niid  KNKSER,  Lehrbuch,  p  248 
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warden,    dagegen    soil    der   Widerstand   des   Mediums   beriicksiditigfc 
werden. 

Die  positive  ^-Achse  eines  reehtwmkligen  Koordmatensystems 
werde  vertikal  nach.  unten  gewahlt  und  die  Masse  des  matenellen 
Punktes  gleicii  1  angenommen;  v  bezeichne  die  &eschwiudigkeit;  g  die 
Konstante  der  Schwere.  Der  Widerstand  sei  erne  gegebene  Funktion 
der  Gresckwindigkeit,  E(o)  sei  der  absolute  Wert  derselben.  Dann 
eri'alt  man  aus  dem  Pnnzip  der  lebendigen  Kraft1): 


Nehmen  wir  daher  der  Einfachkeit  Halber  x  als  unabhangige 
Variable;  so  lautet  die  Aufgabe  m  analytischer  Fassung:  Unter  alien 
Funktionensystemen 


welclie  den  Anfangsbedingungen 


und  der  Differentialgleichung 


gentigen,  dasjenige  zu  bestimmen,  welches  das  Integral 


zu  einem  Minimum  macht. 

Wir  haben  tier  also  drei  uribeJcannte  Funktionen,  welohe  durch 
eine  Differentialgleichung  v&rbunden  smd 

li.  naturgernaBer  Verallgemeinerung  gelangt  man  so  schlieBlich 
zu  folgender;  gewohnlicb.  als  Lagrange'sches  Problem  bezeickneter  Auf- 
gabe: Unter  alien  Funktionensystemen  yly  y^  .  .  .,  yn  emer  unabbangigen 
Variabeln  $,  welcKe  gewissen  Anfangsbedingungen  und  auBerdem  einer 
Anzakl  von  Nebenbedingungen  von  der  Form 


m, 


*)  Vgl    z.  B    APPEIX,   Trcnte  de  Mecamgue  ration&lle,  Bd  I,   Nr.  220,  251 
und  STURM,  Cows  de  Mtcamgue  (5*  6d.),  Bd.  I,  Kr  274 


§  1      Vorlaufige  Oiientierang  uber  die  wiehtigsten  Probleme  tisw. 
genugen;  dasjenige  zu  bestimmen^  fiir  welches  das  Integral 


seinen  kleinsten  oder  grofiten  Wert  annimmt. 

Dabei  soil  cler  Fall  m  =  0  mit  mbegnffen  sem  und  ebenso  der 
Fall,  in  welchem  einige  der  Funktionen  <pK,  oder  alle,  die  Ableitnngen 
yiy  y*i  -9  yi  nicllt  enthalten. 

Dieses  Problem  ist  von  ganz  besonderer  Wicbtigkeit,  einmal  well 
es  das  allgemeinste  Variationsproblem  fur  einfache  bestimmte  Integrate 
darstellt;  insofexn  alle  andern  sich  auf  dieses  reduzieren  lassen,  sodann 
well  die  allgememen  Variationsprmzipien  der  Mecbanik;  wie  das 
Hamilton'sche  Prinzip  nnd  das  Prmzip  der  kleinsten  Aktion  auf 
Probleme  dieser  Art  fiikren.  Diese  Klasse  ron  Aufgaben  werden  wir 
im  XI  und  XII.  Kapitel  beLandeln. 

Bndlich  kann  man  auct.  mehrfache  Integrate  in  den  Kreis  der 
Betrachtung  ziehen.  Ein  klassisches  Beispiel  dieser  Art  ist  das  Pro- 
blem der  Mmimalflaclien: 

Beispiel  V:  Unter  alien  Fltichen,  welclie  von  emer  gegebenen  ge- 
schlossenen  BaumJcurve  S  begrentzt  werden,  diejenige  m  bestimmen,  welche 
den  Meinsten  Flaclieninhalt  besitet, 

Beschranken  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  Flachen,  welche, 
bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem?  in  der  Form 


darstellbar  sind7  und  bezeichnen  wir  mit  of  den  Bereich  der  x,  y~Ebene? 
welcher  yon  der  Projektion  fi'  der  Kurve  S  begrenzt  wird,  so  lautet 
die  Aufgabe  in  analytischer  Formulierung:  TInter  alien  Funktionen 
yon  zwei  unabhangigen  Variabeln 

0  -*  AX  y)  > 

welehe  entlang  der  KurYe  S'  vorgeschriebene,  sich  stetig  aneinander- 
reihende  Werte  annehmen,  diejenige  zu  bestinimen;  fur  welche  das 
Doppelmtegral 


den  kleinsten  Wer^  annimmt. 

Da  beim  tJbergang  zu  mehrfachen,  Integralen  die  Schwierigkeiten 
ganz  erheblich  zunehmen,  und  da  die  Theorie  hier  noch  nicht  zu-ein^m 
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ahnlichen  AbschluB  gekommen  ist  wie  bei  den  einfachen  Integralen, 
so  warden  wir  urn  bei  der  Behandlung  dieser  Klasse  yon  Aufgabeu 
auf  die  Entwieklung  der  einfachsten  Satze  beschranken.  — 

Nach  dieser  allgemeinen  Ubersicht  wenden  wir  uns  jetzt  zur 
naheren  Betrachtung  der  einfachsten  Klasse  von  Variationsproblemen, 
wobei  es  sich  zunachst  um  eine  genaue  Formulierung  der  Aufgabe 
handeln  wird. 


§  2.    Definitionen    und    Satze    iiber    ^gewblmliclie**    Maxima    trnd 


Bei  der  fondamentalen  Rolle?  welche  die  Begrifife  des  Maximums 
und  Minimums  in  der  Variationsrechnung  spielen^  empfiehlt  es  sich, 
die  wichtigsten  Definitionen  nnd  Satze  iiber  ,?gew6hnliche"  Maxima 
und  Minima  vorauszuschicken, 

a)  Maximum  und  Minimum  einer  lineareu  Punktmenge  : 
Unter  einer  endlichen  Anzahl   von  Werten  einer  unabhangigen 
Variabeln  x  gibt  es  stets  mindestens  ein  Maximum^  d.  h.  einen  Wert, 
der  grofier  oder  wenigstens  nicht   klemer  ist   als  alle  iibrigen;   nnd 
ebenso  ein  Minimum. 

Gfanz  anders  verhalt  es  sich  dagegen  bei  Mengen  von  unendlicli 
vielen  Werten  (sogenannten  nnendliehen  Wertmengen  oder  linearen 
Punktmengen).  Hier  kann  es  zunachst  vorkommen,  da6  ein  Maximum 
deshalb  nicht  existiert,  weil  es  unter  den  Werten  der  Menge  solche 
gibt,  die  jede  vorgegebene  Zahl  ubersteigen.  Dies  ist  z.  B.  der  Pall 
bei  der  aus  der  Gesamtheit  aller  positiven  ganzen  Zahlen  gebildeten 
Menge.  Man  sagt  in  diesem  Fall;  die  Menge  sei  nach  oben  nicht 
beschrankt.  Aber  auch  wenn  die  Menge  nach  oben  beschrankt  ist 
(borne  superienrement  *))  d.  h.  wenn  samtliche  Werte  der  Menge  unter- 
halb  einer  festen  GroBe  (;;Schranke")  L  liegen,  so  braucht  es  deshalb 
doch  keinen  grofiten  Wert  der  Menge  zu  geben.  So  ist  z.  B.  die 
nnendliclie  Menge 

nil3  !Lnl 

?        ?        >        ?  '  *  *;  >  '  *  * 


nach  oben  besctrankt,  da  samtliche  Werte  der  Mengen  klemer  als 
z.  B.  2  smd;  trotzdem  gibt  es  unter  den  Werten  dieser  Menge 
keinen  grofiten. 

J)  Ygl.  A  I  2  ;  die  AbktrzTmg  A  bedeutet  stets  den  Anhang  am  Ende  deB 
Bnckes. 
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Dagegen  gilt  der  Satz1),  daB  jede  nach  oben  begrenzte  Wert- 
menge  (lineare  Punktmenge)  erne  obere  Grense  besitzt,  d.  h.  es  gibt 
eme  (und  nur  erne)  GroBe  G,  welche  folgende  beiden  charakteristischen 
Eigenschaften  hat: 

1.  jeder  Wert  p  der  Menge  ist  <;  (r; 

2.  wie  klein  auch  die  positive  GroBe  e  gewahlt  seiB  mag,  so  gibt 
eft  stets  rnindestens  einen  Wert  p    der  Menge  fiir  welchen  p'  >  (?  —  B. 

Diese  obere  Grenze  G  gehort  nun  entweder  selbst  zur  Menge 
und  heiBt  alsdann  das  Maximum  der  Menge  oder  aber  sie  gehort 
nicht  zur  Menge;  in  diesem  Fall  sagt  man,  die  Menge  besitzt  kein 
Maximum.  Die  entsprechenden  Definitionen  und  Satze  gelten  fiir  die 
untere  Grenise  und  das  Minimum  emer  Menge. 

Fiir  das  obige  Beispiel  ist  die  obere  Grenze  1,  dieselbe  gehort 
selbst  nicht  zur  Menge;  dagegen  gehort  die  untere  Grenze  0  zur  Menge 
\ind  ist  daher  zugleich  das  Minimum. 

Der  Gleichformigkeit  halber  pflegt  man  von  einer  nach  oben 
(xmten)  nicht  beschrankten  Menge  zu  sagen  ihre  obere  (untere)  Grenze 
sei  +  oo  (—  oo). 

Bei  diesem  Sprachgebrauch?  welchem  wir  folgen  werden?  besitzt 
also  jede  lineare  Punktmenge  eine  obere  Grenze  und  eme  untere  Grenze. 

b)  Absolutes  Maximum  und  Minimum  einer  Punktion  in  einem 
Intervall:2) 

Bs  sei  jetzt 

y-fW 

eme  reelle  Funktion  emer  reellen  Variabeln;  definiert  in  einem  Inter- 
vail8)  [a  6].  Die  dem  Intervall  [aZ>]  von  x  entspreehenden  Werte 
von  y  bilden  eine  lineare  Punktmenge ;  die  wir  mit  Y  bezeichneu. 
Diese  Punktmenge  hat  nach  dem  vongen  stets  eine  obere  Grenze  G 
utid  eine  untere  Grenze  K,  welche  die  obere,  resp.  untere;  Grenze 
der  Funktion  f(x)  in  dem  Intervall  [a&]  genannt  werden. 

Sind  G  und  K  beide  endlich,  so  heiBt  die  Funktion  f(x]  end- 
licli  im  Intervall  fat]. 

')  Vgl.  A  I  3. 

2)  Hierzu  die  Ubungsaufgaben  lff,  16,  lc  am  Ende  von  Kap   III. 

s)  d.h  fiir  allege,  far  welche  a  <^x<^  5,  (falls  a  <  6),  a^x^b,  (falls  a>  ft); 
im  allgemeinen  soil  mit  der  Bezeichmmg  [a  5]  die  Annahme  a  <  &  verbunden 
sein.  Fiir  eine  Funktion,  welche  nicht  far  em  stetiges  Intervall,  sondern  fiir  eine 
beliebige  Punktmenge  JSTim  Gebiet  der  Yariabeln  x  definieit  ist,  (vgl.  jBncyclopadie, 
II  A,  p.  11  und  JORDAN,  Cours  dj Analyse  (Paris,  1893),  I,  Nr  41),  ersetze  man  in  den 
folgenden  Definitionen  uberall  das  Intervall  [afe]  durch  die  Menge  X. 
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Gehort  die  obere  Ghrenze  Q-  zur  Menge  Y  d  h.  gibt  es  wenigstens 
emen  Wert  c  des  Intervalls  [aZQ,  so  da6:  f(c)  =*  G-,  wakrend  gleich- 
zeitig:  f(x)<G  fur  jedes  x  in  [&&],  so  heiBt1)  Or  das  absolute 
Maximum  der  Funktion  f(x)  im  Intervall  [ah].  Gehort  dagegen 
6r  nicht  zu  Z,  so  besitzt  die  Funktion  /*(#)  im  Intervall  [a&]  kein 
absolutes  Maximum;  letzteres  ist  stets  der  Fall,  wenn  (•?==  +  oo;  da 
jedes  einzelne  y  als  endlich  yorausgesetzt  wird. 

Analoge  Definitionen  gelten  fiir  das  absolute  Minimum. 

Fur  stettge  Funktionen  gilt  der  Satz2):  Ist  f(oc)  stetig  im  Inter- 
vall [a  6],  so  ist  sowohl  die  obere  als  die  untere  Grrenze  endlich  und 
beide  werden  wirklich  erreicht.,  d.  h  f(x)  besitzt  m  [a  6]  ein  absolutes 
Maximum  und  ein  absolutes  Minimum. 

Die  oben  gegebenen  Definitionen  lassen  sich  oLne  weiteres  auf 
Funktionen  mehrerer  Yariabeln  ausdehnen. 

c)  Relatives  Maximum  und  Minimum  einer  Punktion: 
Von  dem  absoluten  Extremuin  ist  das  relative*}  zu  unterscneiden, 
Man  sagt  eine  Funktion  f(x),  welche  in  einem  Intervall  [a  6]  definiert 
ist?  besitzt  em  relatives  Minimum   an  einer  Stelle  x  =  %$  des  Inter- 
valls [aV]f  wenn  eine  positive  GrroBe  d  existiert,  derart,  daB 


fur  jedes  x  des  Intervalls  [a&],  fiir  welcnes  |  x  •—  x^  \  <  d]  oder,  wie 
wir  auch  sehreiben  konnen, 

f(x*  +  K)-f(xJ^Q  (7) 

far  jedes  fi,  fur  welcnes  |  h  \  <  d  und   x§  +  Ji   in   [a&] 

Nach  STOLZ4)  tintersclxeidet  man  dabei  das  eigenthche  von  dem 
uneigentliclien  Minimum:  Bei  dem.  eigentlich&ii  Minimum  lafit 
sich  d  so  klein  wahlen,  daB 

f(x0  +  A)  -  f(xj  >  0  (8) 

fur  alle  angegebenen  Werte  von  h  auBer  h  «=  0;  bei  dem  uneigent- 
liclien gibt  es,  wie  klein  auch  d  gewahlt  sein  mag?  immer  noch  von 
Null  verschiedene  Werte  //,  fur  welche 


*)  Ygl   Encyclopttdie^  II  A,  p,  80. 

9)  Vgl   A  IH  3. 

8)  Ich  folge  der  Termmologie  von  Voss  in  Encyclopadw,  II  A,  p.  81;  viel- 
tach  wird  ,,relatives  Extremumu  f&r,,Extrenmm  mit  Nebenbedingungeixu  gebraucht; 
ygl  unten,  Kap.  X 

4)  Grrundzuge  der  Differential-  und  Integralreehnung ,  (Leipzig,  1893), 
Bd  I,  p  199 
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f(^0  +  /0-/K)  =  o;    \v\<d. 

Analoge  Definitionen  gelten  fur  das  relative  Maximum 
Beispiele  von  uneigentlichen  Extremen 

a)  Die  Funktion:  y  =  Jcoyist  hat  m  jedem  Punkte  em  iineigentliches  Maximum 
und  zugleich  ein  uneigentliches  Minimum 

b)  Die  Funktion  l) 

(  tsc  sin  i  )       fur    x  4=  0 

y  =  M  a?/  < 

I        0  fur     £=0 

hat  fur  #==0  em  uneigentlicb.es  relatives  Minimum     Denn  liaer  ist 

f(%)>f(Q),    fin  jedes     #; 

zug-leick   gibt   es   in  jeder  Naue    der   Stelle  #  =  0    Werte   von  a;,    fur  -welcne 
jf(^)  =  /*(0),  namlich  die  Werte  js—L^jc,  wo  ji  erne  gauze  Zahl. 

Besitzt  die  Funktion  f(x)  ini  Punkt  x  ==  rr0  erne  Ableitung  /'(#o)> 
so  gilt  der  Satz^: 

Fiir  das  Eintreten  eines  relativen  Extrenmms  ^n  emem  innern 
Punkt  xQ  des  Intervals  [abj  ^st  notwend^g,  dafi 

rw-o  w 

Derm  Bach  der  Definition  der  Ableitung  hat  man  in  diesem  Fall: 

f(<*»  +  '0  -  /XO  =  A  [/'  (*0)  +  (A)]  ,  (10) 

wo  (A)?   wie    stets    in   der  Folge,   in  WeierstraB'sciier  Bezeickaung 
eine  unendlich  kleine  Funktion  von  li  bezeichnet,  d   h, 


Ware  nun  f(x^)  =h  0,  so  konnte  man  eine  positive  G-roBe  S  angeben, 
so  dafi  |  (A)  <  |  /"  '  (o;0)  (  ?  und  daher  f  (a?0)  +  (7i)  von  deinselber? 
Zeichen  wie  f(a?0)  ware  fur  alle  |  li  \  <  8.  Fiir  solcte  Werte  von  fc 

x)  Ygl   Encydopadie,  II  A,  p.  81 

2)  Tgl,  Emyelopadie,  II  A,  p  82  5  JORDAN,  Cotws  d*  Analyse,  I,  Nr  394; 
PK^NO,  Differentialrechnwng  und  Grwidzuge  dei  Integralrechnung  (Leipzig,  1899), 
Nr.  131  ;  unter  aligemeineren  Vorauasetzungen  bei  STOLZ^  Grundzuge,  I,  pp.  203, 
204,  207.  Ist  die  Funktion  f(x)  regular  im  Punkt  ic0,  d.  h  nacli  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x  —  XQ  entwickelbar,  so  kann  man  die  obigen  Ilesultate 
aueh  mittels  des  Satzes  beweiaen  •  Fur  hinreichend  kleine  "Werte  von  |  h  \  hat 
die  Potenzreihe 


daaselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Grlied  ak  hk,  vgl.  STOLZ,  Grundzuge,  I,  p  205 
Lehrbuch,  §  7. 
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hatte  dalaer  f(x0  +  h)  —  f(#0)  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  wie  /"(^o);  jenachdem  h  positiv  oder  negativ  Es  konnte 
also  weder  em  Maximum  noeh  em  Minimum  stattfinden. 

Derselbe  SchluB  lafit  sich  nicfrt  anwenden,  wenn  #0  mit  einem 
der  Endpunkte  des  Interyalls  [ab]  zusammenfallt  Nehrnen  wir  an, 
dafi  a  <  6,  so  kann  li  fur  x0  «==  a  nur  positive^  fur  %0  =*  &  nur  nega- 
tiye  Werte  annehmen.  Daher  folgt  aus  (10):  Pur  das  Eintreten  eines 

relatiyen  Maximums  (Minimums)  im  unteren  Endpunkt  a  des   Inter- 

+  '     _      _ 

vails  [at]  ist  notwendig  daB  /(^)^0(>0)^  im  oberen  Endpunkt  &: 
-.'  _  _  -j-/  —  ' 

/*(&)  >  0  (^  0)  ,   wobei  f  und  f  die   vordere   und   hintere   Derivierte 

bedeuten.  1) 

Wenn  in  einer  gewissen  Umgebung  eines  inneren  Punktes  #0  die 
n  erstea  Ableitungen  von  f(x)  existieren  und  stetig  sind,  so  gilt  der 
Wenn 


50  lesititi  die  Funktion  f($}  fur  x  =  ir0  fcein  Eatremum,  wenn  n  un- 
gerade;  dagegen  besitzt  s^e  ein  relatives  lExtremum^  falls  n  gerade  ist, 
und  wvar  em  eigentliclies  Minwiuyn^  wenn  /^(a;0)  >  0^  ein  eigentliclies 
Maximum,  wenn  fn  (^0)  <  0. 

Denn  unter  den  gemaclifcen  Annahmen  laBt  sich  der  Taylor'sclie 
Satz  anwenden,  uacli  welch  em 

f(Xt+1£)-f(xJ-£f(*(Xs  +  eK),    Q<0<1,          (11) 

woraus  unter  Zuziehung  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f^(x)  der 
Satz  unmittelbar  folgt. 

Ftir  die  Endpunkte  ist  der  Satz  wieder  ahnlich  wie  oben  zu 
modifizieren. 

Aus  den  oben  gegebenen  Definitionen  folgt  unmittelbar:  Besitzt  die 
Punktion  f(x)  fur  x  «*  a?0  ein  absolutes  Maximum  (Minimum)  in  bezug 
auf  ein  den  Punkt  #0  enthaltendes  Intervall  [aft],  so  besitzt  sie  a  fortiori 
auch  ein  relatives  Maximum  (Minimum)  fur  x  —  #0.  Hierdurcb.  reduziert 
sich  die  Bestimmung  der  absoluten  Extrema  auf  die  der  relatives. 
Hat  man  letztere  gefunden  und  weifi  man  a  priori,  dafi  die  Funktion  f(x) 
im  Intervall  [a&]  ein  absolutes  Maximum  (Minimum)  besitzt,  iso  hat 
man  nur  unter  den  relativen  Maximalwerten  (Mimmalwerten)  den 

J)  Vgl.  A  IV  1 

a)  Ygl.  p  11,  FuBnote  *) 
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groBten  (kleinsten)  auszusucken.  ]STeue  Schwierigkeiten  treten  nur 
dann  auf,  wenn  die  Funktion  unendlieK  viele  Maxima  und  Minima 
besitzt. l) 

§  3,     Definition  des  Maximums  und  Minirrmms   eines  bestimmten 

Integrals. 2) 

Granz  analoge  Begriffsbildungen  treten  nun  auch.  bei  der  Definition 
des  Maximums  und  Minimums  eines  bestimmten  Integrals  auf. 

Wir  werden  uns  dabei  (sowie  stets  in  der  Folge)  der  folgenden 
abgekurzten  Ausdrucksweise  bedienen:  Indem  wir  unter  einer  Funktion 
stets  eine  eindeutige,  reelle  Funktion  einer  oder  mehrerer  reetter  Va- 
riabeln  verstehen,  sagen  wir,  eine  Funktion  f(x)  einer  Variabeln  x, 
welche  in  einem  Intervall  [a  &]  definiert  ist;  sei  in  diesem  Intervall 
von  der  Klasse  C',  wenn  sie  in3)  [aft]  stetig  ist  und  eine  stetige 
erste  Ableitung  fr(%)  besitzt;  von  der  Klasse  C" ,  wenn  aufierdein 
die  zweite  Ableitung  f'(x)  existiert  und  stetig  ist  in  [aft],  und  so  fort, 
wobei  man  beachte,  daB  die  Klasse  C(w  +  1>  in  der  Klasse  CW  ent- 
lialten  ist. 

Ebenso  soil  die  Kurue 


x)  Hierzu  ffbungsaufgabe  ld,  am  Ende  von  Kap.  III. 

s)  Bis  in  das  letzte  Dnttel  des  vorigen  Jahrhunderts  hat  allgemein  grofie 
Unklarheit  liber  die  Grundlagen  der  Variationsrechnung  geherrscht.  Das  giofite 
Verdienst  nm  die  Klarung  der  G-iundbegriife  und  um  eine  scharfe  Poimiilierung 
der  Anfgaben  haben:  Du  BOIS-£EYMOND,  9,2Srlawtenwgen,  su  den  Anfangsgrunden 
der  Variat'ionsrechnung",  MatLematiscne  Annalen,  Bd.  XV.  (1879),  p.  283; 
SCHEEFFEK:  ,,fTber  d'ie  Bedeutung  der  Begnffe  Maximum  und  Minimum  ^n  der 
Variationsrechnwig",  ibid.  Bd  XXYI  (1886),  p.  197;  und  vor  allem  WEIERSTEASS 
in  seinen  an  der  Berliner  Unrversita/fc  genaltenen  Vorleswigen  uber  Vanations- 
rechnung  (1865 — 1890).  Wertvolle  Beitrage  nach  dieser  K/ichtnng  haben  aucli 
geliefeit:  ZKEMELO,  Dissertation,  p  24;  KNESBR,  Lehrbuch,  §  17  und  OSG-OOD, 
^Sufficient  cond^t^ons  in  the  Calculus  of  Variations",  Annals  of  Mathematics 
(2),  Bd.  II  (1901),  p,  105. 

8)  Da  der  Begriff  der  Ableitung,  wie  ei  gewohnlich  definiert  wird,  nur  eine 
Bedeutung  hat  fur  innere  Punkte  des  Definitionsbereicb.es  einer  Funktion,  so 
ist  noch  eine  besondere  Festsetzung  beziiglicli  der  Endpunkte  a  und  &  notwendig 
Wir  wo  lien  dieselbe  dahin  formulieren,  daB  es  moglich  sem  soil,  die  Definition 
der  Funktion  f(x)  so  uber  clas  Intervall  [a 6]  hinaus  auszudehnen ,  daB  die  er- 
weiterte  Funktion  fur  a'  <^  x  <  &'  die  genannten  Eigenschaffcen  hat ,  wo  a  <  a , 
&'  ^>  "b  Dies  ist  gleichbedeutend  mit  der  Annahme ,  daB  die  betreffenden  Ab- 
leitungen  stetig  sein  sollen  im  Innern  des  Interyalls  [a&]  und  sich  bestimmten 
endlichen  Grenzen  nahern  sollen  bei  Annaherung  an  die  Endpunkte  (vgl.  A  IV  4), 
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von   der   Klasse   C',   resp.   C",  .<     heiBen,    wenn   f(x)   m    [aZ>] 
der  Klasse  Gf,  resp.  C"     .  .  1st. 

Endlich  sagen  wir  auch  von  emer  Funktion  von  m  Variabeln: 
/(at,  #2?  ...,  scj,  sie  sei  in  einein  Bereicli1)  <9C  im  Gebiet  der  Va- 
riabeln $1,  £2;  .  ..,  xm  ron  der  Klasse  C(n\  wenn  sie  selbst  samt 
iKren  partiellen  Ableitungen  bis  zur  w*6*  Oidnung  mklusive  stetig 
ist  in2)  €L. 

a)  Absolutes  Extremum  eines  bestimmten  Integrals: 

Es  sei  jetzt  emerseits  eine  Fnnktion  f(x,  y,  /)  der  drei  unab- 
hangigen  Variabeln  a:,  «/,  y'  gegeben,  welclie  reell  und  yon  der 
Klasse3)  Cf"  ist  in  einem  Bereicb  ^,  wdcher  aus  alien  Punkten 
(^  2/^  2/0  besteht,  far  welche  (a,  y)  einem  gewissen  Bereicli  91  der 
x,  y-Ebene  angehort,  -svahrend  y'  irgend  einen  endlichen  Wert  haben  kann. 

Andererseits  sei 


eine  ganz  im4)  Bereicli  91  gelegene  Kurve  der  Klasse  C' 
Alsdann  ist  die  Fnnktion 

f(x, 


l}  Unter  einem  ,,JBereicli"  soli  stets  eine  Punktmengc  verstanden  werden, 
welche  ,,mnere  Punkte1'  enthalt,  emerlei  von  welcber  Beschaifenheit  sie  sonst 
sein  mag  liber  die  Definition  ernes  mneren  Punktes  vg]  AIT 

2)  Dies  hat  eine  -unmittelbare  Bedeutung  wieder  ntir,  wenn  der  Bereich  <SL 
nur  inaere  Punkte  enthalfc  (oder,  wie  wir  sagen,  ein  ^etiger  Bereich,"  ist); 
enthalt  er  auch  Begrenzufrgspwikte  (d  h.  Punkte,  in  deren  jeder  N*ahe  ee 
Punkte  gibt,  welche  nicht  zu  <9L  geboren),  so  fugen  wir  noeh  die  Festsetssung 
hinzu,  da6  sich  die  Definition  von  f(xl,  0%,  .  .,  #,w)  BO  liber  den  Bereicli  61 
hmaus  auf  einen  stetigen,  den  Bereich  0C  enthaltenden  Bereich  S  fortsetxen 
lassen  soil,  daB  die  erweiterte  Funktion  die  angegebenen  Eigenscbaften  im  Be- 
reich &  besitzt. 

$)  Bei  den  geometnschen  und  mechanischen  Anwendungen  der  Variations- 
rechming  ist  die  Funktion  f(x,  y,  y]  meistens  eine  analytische  Funktiou 
einfachster  Art.  Es  ware  dahex  vollstandig  genugend,  die  Untersuchung  fur 
analytische  Funktionen  f  durehzufuhren ,  wie  es  WTSIEKSTRAS.S  und  KNKSKR  getan 
haben  Dagegen  mii0  man  gerade  auoh  vom  Standpnnkt  der  Anwendungen  bei 
den  meisten  Auf  gab  en  auch  nicht -anatyt^$che  Kurven  zulassen,  wenn  man 
die  Aufgabe  nicht  ganz  unnaturlich  emschranken  will  Wenn  man  ea  aber  doch 
einmal  nut  nicht-analytisohen  Punktionen  zu  tun  hat,  so  wird  die  Darstellung 
einheitlicber,  wenn  man  auch  die  Funktion  f  nicht  als  analytisdh  voxaussetat, 
wie  dies  auch  schon  PASCAL,  loc.  cit.  p  21  und  OS&OOD,  loc  cit  p  105  getan  haben. 

4)  Eine  Kurve  liegt  9}i,n  einem  fiereieh"  soil  stets  bedeuten:  jeder  Punkt 
der  Kurve  ist  zugleich  ein  Punkt  des  Bereichee,  nicht  notwendig  ein  innerer  Punkt. 
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nach  den  S'atzen  tiber  zusammengesetzte  Funktionen  (A  IV  9)  eine 
im  Intervall  \x±  x^\  stetige  Funktion  yon  x,  und  dalier  hat  das  Integral 

P 
J~Jf(x,  y(a?),  y(x})dx  (12) 

*i 

emen  bestimmten  endlichen  Wert.  Wir  nennen  dieses  Integral  das 
Integral  der  FunUion  f(x,  y,  ?/')  genommen  entlang  der  Kurve  S  und 
bezeichnen  dasselbe  mit 


y> 

IS 

oder  kurzer  mit  J^. 

Es  seien  jetzt  im  Bereich  SI  zwei  Punkte  PX(^I?  y^  und  P2(^2,  ya) 
gegeben,  wobei  wir  stets  x^  <  #2  voraussetzen  ;  wir  betrachten  die 
Gesamtheit  9TL  aller  Kurven,  welche  folgende  Bedmgungen  erfiillen: 

1.    Sie  gehen  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  Pl  und  P2. 

2     Sie  sind  in  der  Form 


darstellbar;  wo  y(x)  eine  eindeutige  Funktion  von  x  bedeutet;  d  h.  geo- 
metnsch,  jede  Kurye  wird  YOU  jeder  Geraden  parallel  der  ^/-Acnse: 
x  ==  c  in  einem  und  nur  einem  Punkt  geschnitten;  wenn  $i^c<^  %2. 

3.  Sie  sind  Yon  der  Klasse  C',  d.  h.  geometriscli,  sie  sind  stetig 
und  besitzen  in  jedena  Punkt  eine  Tangente,  deren  Gefalle1)  sict  stetig 
andert;  und  die  nie  mit  der  ^/-Achse  parallel  ist. 

4  Sie  liegen  ganz  ini  Bereich  31.  .  Wir  nennen  diese  Kurven  die 
y,#ulassigen  Kurven"  oder  auch  die  ;;Vergleicliskurven" 

Jede  zulassige  Kurve  (£  liefert  emen  bestimmten  endlichen  Wert 
J^  fur  das  Integral  J.  Die  Menge  dieser  Integralwerte  f«7"g]  besitzt 
eine  untere  Grenze  K  und  eine  obere  Grenze  6f  (endlich.  oder  unend- 
lich)  Wenn  alsdann  die  untere  (obere)  Grenze  endlich  ist  und  wirk- 
lich  erreicht  wird,  d.  h.  wenn  es  eine  zulassige  KurYe  S  gibt;  fur 
welche 

eTg^JJT,  (^  =  ^)>  (13) 

so  sagen  wir,  die  Kurve  ©  liefert  ein  absolutes  Minimum  (Maximum) 
filr  das  Integral  J  in  bezug  auf  die  Menge  9TI. 

x)  Unter  Gefalle  (slope)  einer  Geraden  verstehen  wir  die  tngonometrische 
Tangente  des  Wmkels,  welclien  die  Gerade  mit  dex  positiven  ^c-Achse  bildet 
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Far  jede  andere  zulassige  Kurve  @  hat  man  dann 


•and   diese  Ungleichung  kann  ebenfalls  zur  Definition   des  absoluten 
Minimums  (Maximums)  benutzt  warden. 

Die  Aufgabe  der  Vanahonsrechnung  in  ihrer  emfachsten 
Form  bestekb  nun  darm,  diejenige  oder  diejenigen  znlassigen  Kurven 
zu  bestimmen,  welche  in  diesem  Sinn  em  absolutes  Minimum  oder 
Maximum  fur  das  Integral  J  liefern.  x) 

Die  so  formulierte  Aufgabe  lafit  sich  auf  die  mannigfachste  Weise  modi- 
fizieren,  indem  man  den  zulassigen  Kurven  andere  Bedingungen  auferlegt.  Wir 
eiwahnen  die  wichtigsten  dieser  Modifikationen: 

1.  Statt  die  Endpunkte  vorzuschreiben,  kann  man  auch  nur  verlangen,  daB 
sie  auf  gegebenen  Kurven  liegen  sollen,  oder  sonst  in  vorgeschriebener  Weise 
yeranderlieh  sein  sollen  (vgl  §  7  und  Kap.  YI). 

2  Man  kann  die  Bedingung  fallen  lasaen,  daB  y  sich  ala  eindeutige  Funktion 
von  co  darstellen  lassen  soil,  indem  man  die  Kurven  in  Parameterdarstellung  an- 
nimmt  (vgl  Kap.  Y). 

3.  Endlich  kann  man  auch  die  ,,Blasseu  der  ztilassigen  Kurven  modifizieren, 
indem  man  z.  B  Kurven  mit  ,,Eckenu  zulaBt  (Kap.  YIU),  oder  blofi  die  Existenz 
der  rechtsseitigen  Tangente  verlangt  (vgl.  KNESER,  Lehrbuch,  §  17);  ja  man 
kann  die  Aufgabe  sog-ar  so  erweitern,  daB  nicht  einmal  die  Existenz  einer  ein- 
seitigen  Tangente  vorausgesetzt  wird  (vgl.  Kap.  IX).  Anderseits  kann  man  auch 
dem  Gefalle  gewiase  Beschrankungen  auferlegen,  z  B  bestandig  poaitiv  zu  sein 
(vgl  Kap  YIII),  oder  clem  absoluten  Wert  nach  eine  vorgegebene  Grenze  nicht 
zu  ubersckreiten  (vgl  §  19,  c). 

Wie  man  die  zulassigen  Kurven  am  beaten  zu  defmieren  hat,  das  hangt  in 
jedem  einzelnen  Fall  von  der  speziellen  JSTatur  des  vorgelegten  Problems  ab 
Abei  wie  man  auch  die  Aufgabe  formulieren  mag,  sie  mufi  stets  deii  beiden 
folgenden  Forderungen  geniigen,  wenn  sie  uberhaupt  einen  bestimmten  Sinn 
haben  soil:  1.  Die  Gesamtheit  der  als  zulassig  betrachteten  Kurven  mufl  genau 
defimert  werden;  %.  far  jede  zulassige  Kwve  mufl  das  Integral  J  ",  eventuell  nach 
geeigneter  Erwevterwig  seiner  Definition,  einen  bestimmten  endhchen  Wert  hcibm 

Was  den  Bereich  $(,  betrifft,  so  ist  derselbe  fur  jede  einzelne  Aufgabe  be- 
sonders  festzulegen;  er  kann  offen  oder  geschlossen,  endlich  oder  unendlich  sein? 
er  kann  auch.  die  ganze  x,  y-Ebene  umfassen 


x)  HILBEKT  hat  in  sein  en  Yorlesungen  (1904/1905)  em  allgemeines  Problem 
des  Maximums  und  Minimums  formuhert,  welches  sowohl  die  Aufgaben  der 
Yariationsrechnung,  als  die  der  Theorie  der  gewohnlichen  Maxima  und  Minima 
umfafit:  G-egeben  wt  eine  miendliche  Menge  ^rgend  welcJier  matheniatischer  Ob- 
jekte  tt,  bf  .  (ZaJilen,  Punkte,  Kurven,  Flachen  u$w.),  und  jedem  Individuum 
dieser  Menge  ^st  eine  reelle  Zatil  Ja,  Jb  .  .  zwgeoidnet  Es  soil  dasjenige  Indi- 
vtiktwm  der  Menge  bestimmt  iverden,  welchem  die  groftte  oder  Ideimte  Zahl  %u- 
geordnet  ist. 


§  3      Definition  des  Maximums  und  Mmimums  eines  bestimraten  Integrals.     17 
So  rauasen  z    B.  bei  der  Aufgabe,  das  Integral 


zu   einem  Minimum  zu  machen  (Brachistocbrone  ,    vgl    §  26,  b),   die  zulassigen 
Kurven  notwendig  auf  den  dtuch  die  Ungleickung 

y  -  2/1  +  &  >  o 

definierten  Bereick  bescbrankt  werden,  weil  sonst  die  Fanktion  f  entweder  un- 
stetig  oder  imagmar  werden  wdrde 

Bei  der  Aufgabe  der  Rotationsflache  von.  klemster  Oberiache,  wo 


man  die  zulasaigen  Kurven  auf  den  Bereicb. 


bescbranken,    weil   nur    dann    das   bestimmte    Integral  /  die    gewiinscbte  geo- 
metriscbe  Bedeutung  besitzt. 

ISTeben  solcben  ,,natiirlicbenu  Beacbrankungen,  die  sicb  aus  dem  Problem 
ro.it  Notwendigkeit  ergeben,  kann  man  aber  aucb  den  zulassigen  Kurven  ,,kunst- 
licbu  Beachrankungen  auf  einen  gewissen  Bereicb  auferlegen.  So  sind  z  B.  bei 
der  Aufgabe,  die  kurzeste  Linie  zwiscben  zwei  Punkten  zu  findenT  wo 


die  zulaaaigen  Kurven  keinerlei  derartigen  Beschrankung  unterworfen,  so  daB 
der  Bereicb  £Fl  die  ganze  x,  2/-Ebene  umfa6t.  Man  kann  aber  aucb.  die  Aufgabe 
dahin  moditiziO'ien,  unter  alien  Kurven,  welcne  in  einem  gewissen  gegebenen 
Bereicb  gelegen  smd,  die  kurzeste  Verbindungslinie  zweier  gegebener  Punkte  zu 
finden  (vgl.  Kap.  VIII);  Her  ist  dann  01  eben  dieser  vorgegebene  Bereicb. 

b)  Relatives  Extremum  eines  bestimmten  Integrals; 

Ganz  analog  wie  in  der  Theorie  der  gewokaliclien  Extrema  1'aBt 
sich  nun  auch  die  im  yorLergekenden  formulierte  Aufgabe  des  ab- 
soluten  Extremums  eines  bestimmten  Integrals,  (welche  das  eigentliclie 
Endziel  der  Vanationsrechnung  ist);  auf  diejenige  deis  reiativen  Ex- 
tremums zurackfuhren7  bei  welchem  die  gesuclite  Kurve  nur  mit 
sogenannten  ^benaclibarten"  Kurven  verglichen  wird?  und  welches 
folgendermafien  defimert  wird:  Eine  zulassige  Kurve  &:  y=*y(a&) 
liefert  ein  relatives  Minimum  (Maximum)  fur  das  Integral  J,  wenn 
eine  positive  Grrofie  Q  existiert,  derart,  daft 

Jk^Jv        (Ji^fy  (14) 

Bolza,  VariatiouLsrechixuiig  2 
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fur  jede  0ulassige  Kurve  (£ :  y  =====  y  (#) ;  fur  welche 

Diese  Ungleichung  bedeutet  geometnsch,  dafi  die  Kurve  &  (ab- 
gesehen  von  den  Endpunkten)  im  Innern  des  Streifens  liegfc,  welcher 
durch  die  beiden  Kurven 

y  *"*  y(%)  +  Q>      y  =  y($)  —  ^ 

einerseits  und  dureh  die  beiden  Greraden 


cc  •• 


x  •• 


)  +  9 


"Fig  1. 


anderseits  begrenzt  wird.  Diesen  Streifen  werden  wir  »die  Nac/ibar- 
schaft1)  (p)  der  Kurve  &"  nennen^  wobei  TOIL  der  Begrenzung  nur 
die  Punkte  P^  und  P2  als  mit  zur  JSTaclibarscliaft  (p)  gehdng  be~ 
traclitet  werden  sollen. 

Wir  nennen.  dann  wieder  das  relative  Minimum  (Maximum) 
ein  eigentliches,  wenn  Q  so  gewahlt  werden  kann;  daB  in  der 

TJngleieliung  (14)  das  Zeichen  >  (<} 
f£r  aiie  von  g  yersehiedenen  zu- 
Tassigen  Kurven  gilt.,  welche  in  der 
Nachbarsckaft  (p)  liegen;  dagegen 
uneigentlicliy  wenn  es,  wie  klein  auch. 
Q  gewahlt  sem  mag,  stets  mmdestens 
eine  von  ®  verschiedene  zulassige 
Kurve  S  gibt,  welche  ganz  in  der 
Nach.barsch.aft  (p)  liegt  und  fur 
welche:  «7i  =  /-. 

\!*,  \Q, 

Eine  Kurve?  welche  ein  absolutes  Extremum  liefert,  liefert  a  for- 
tiori auch  ein  relatives,  und  daher  reduziert2)  sich  die  urspriingliche 
Aufgabe  darauf,  alle  Kurven  m  finden,  welche  ein  relatives  Extremum 
fur  das  Integral  J  liefern^  and  in  dieser  Form  werden  wir  die  Aufgabe 
in  der  Folge  betrachten. 

Wir  werden  dabei  die  Worte  73Mimmmn?  Maximum"  stets  im 
Sinn  von  ;?relatives  Minimum,  Maximum"  gebrauchen  und  wir  werden 

*)  Vgl.  OSGOOD,  loc  cit.  p.  107.  Die  !N"ackbarscliaft  ($)  inklusive  ihrer  Be- 
grenzuiLg  "werden  wir  die  geschlossene  Naehbarschaft  [g]  von  (£  nennen, 

s)  Vgl.  die  entsprechenden  Bemerkungen  beim  gewdhnliehen  Extremum, 
§  2,  c).  Fur  eine  direJtte  Behandlung  des  absoluten  Extremxiins  vexgleiche  man 
BXDBERT'S  Existenzbeweia  (Kap.  IX),  DAHBOUX,  Theowe  des  S'urfaccs,  Bd  III, 
p.  89;  und  ZBRMBLO,  Jabresbericht  der  Deutachen  Mathematiker- 
VereinigniLg,  Bd.  XI  (1902)  p.  184 
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uns  auf  den  Fall  des  Mimmums  besehranken,  da  jede  Kurve,  welche 
ein  Minimum  fur  das  Integral  J  liefert,  zugleich  ein  Maximum  fur 
das  Integral  —  J  liefert,  und  rice  versa. 

§  4.    Verschwinden  der  ersten  Variation. 

Wir  setzen  jetzt  voraus;  wir  batten  eine  Kurve 


gefunden,  welche  das  Integral 


in  dem  im  vorigen  Paragraphen  erklarten  Sinn  zu  emem  Minimum 
macht.  Wir  nehmen  iiberdies  an;  dafi  die  Kurye  6  ganz  im  Innern1) 
des  Bereiches  SI  liegt. 

Aus  der  letzten  Annakme  folgt2),  da8  wir  Q  so  Mein  nelimen 
konnen,  daB  die  Naclibarscliaft  (9)  von  6  ebenfalls  ganz  im  Innern 
von  01  liegt. 

Wir  ^variieren"  nun  die  Kurve  S;  'd.  h.  wir  ersetzen  sie  durch 
eine  andere  zulassige  Kurve 

S:  »-?(«),         #i^^>2, 

welche  ganz  in  der  NachbarscBaft  (Q)  liegt.    Eine  solclie  Kurve  pflegt 
man  eine  der  Kurve  £  ,jbenactibarte  Kurve"  zu  nennen. 
Das  Inkrement 


welehes-  wir  mit  co  (oder  wenn  no  tig  CD  (a?))  bezeiclmeii8)?  wird  die 
,,w>Ust<wdige  Variation  von  y"  genannt.  Da  die  Kurve  S  in  der  Naeli- 
barschaft  ,(9)  liegt,  so  1st 

|  CD  (#)  |  <  Q  in  IX  Xs]  ;  (16) 

tiberdies  ist  im  Fall  fester  Endpunkte 

o>(aO-0,         o(«i)-0,  (17) 

da 


a)  Per  Fall,  wo  die  Kurve  Puakte  mit  der  Begrenzung  von  01  gemein  hat, 
wird  in  Kap.  VIIT  beliandelt  werden 

2)  Ygl.  §  21,  a);    die   Kuive  (£  ist   eine  begrenzte,    abgescalossene  Menge, 
nach  A  VII  1. 

R)  Bezeichnung  nach.  LAGRANGB^  (Euvres,  Bd  IX,  p.  296, 

2* 
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Das  entsprecliende  Inkrement  des  Integrals, 


die  ^ollstandige^}  Variation  des  Integrals  J".  Da  wir  die  End- 
punkte  als  fest  voraussetzen,  so  sind  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Integralen  dieselben  und  wir  konnen  daher  scfcreiben: 

A  J-f\f(x,  y  +  o,  /  +  a/)  -  f(x,  y,  </')]  dx  . 
*i 

Da  wir  anneh.men7    daB    die  Kurve  6   em  Minimum  liefert,    so 
mu8  nach  (14) 

(18) 


sein  far  alle  ?,benaclibarten"  Kurven?  vorausgesetzt?  da6  9  hinreichend 
klein  gewahlt  worden  ist 

Fiir  die  Jweitere  Diskussion  dieser  Ungleichung  betracliten  wir 
mit  LAGBAKGE2)  spezielle3)  Variationen  YOU  der  Form 

(D(0)-ei70r),  (19) 

wo  YI(X)  erne  beliebige  Punktion  der  Klasse  Gr  ist,  welche  in  x±  und  x% 
yersckwindet^  und  s  eine  Konstante,  deren  absoluter  Wert  so  klein 
gewaklt  ist,  daB  die  Bedingung  (16)  erfiillt  ist. 

Alsdann  geht  das  Integral  J  ==  J^  in  eine  Funktion  von  s  fiber, 
die  wir  mit  J(s)  bezeichnen  wollen.  Insbesondere  ist  dann  J(0)  =  e7"^  ? 
so  daB  wir  die  Ungleiclmng  (14)  schreiben  konnen 


fur  alle  hinreichend  kleinen  Werte  von  |  £  .      Das    heiBt    aber:    Die 
Funktion  J(s)  muB  fiir  £  ==  0  em  Minimum  besitzen,  und  daher  muB 

cT(0)-0,        ^(0)^0  (20) 


sein. 


J)  Nach  WEIEESTRASS^  Vorlesungen 

^  Tgl.  LAGRANGE,  (Euvres^  Bd  IX,  p  298,  die  hier  gegebene  Methode  be- 
niitzen  LINDBLOF-MOIGNO  (loc  cit.),  DIENGER,  G-ruwdrifi  der  Variattonsrechnwng 
(Braunschweig,  1867),  und  OSGOOD  (loc.  cit.). 

8)  Yariationen  dieser  speziellen  Art  werden  auch  schon  von  BULEE  erwiihnt, 
Instit  Calc.  Integr.,  Bd.  IV,  Supplem.  XI,  §  5  Solange  es  sich  nur  um  die  Her- 
leitung  notwendiger  Bedingungen.  haiidelt,  durfen  wir  die  Yariationen,  nach 
Belieben  spezialisieren;  ganz  anders  verhait  es  sich  bei  der  Herleitung  hin- 
reichender  Bedingungen,  vgl.  §  16. 


§  4.     Verschwinden  der  ersten  Variation.  21 

Ans  der  Definition  der  Ableitung  folgt,  daB 

A  </=  J(»  -  J(0)  -  £<7'(0)  +  «(a),  (21) 

wenn  (5)  wieder  eine  nnendlicb  Heine  ,Funktion  [von  s  bezeichnet, 
so  daB  also  sJ'(G)  das  Differential  der  Funbtion  J(s*)  nacb  s  bedeutet. 
Man  pflegt  dasselbe  nacb  LAGEANGB1)  mit  dJ  zu  bezeicbnen: 


und  die  erste  Variation  des  Integrals  J  zu  nennen.     Analog  definiert 
man  die  boberen  Variationen 


Unter  Benntzung  dieser  Bezeichnungsweise  konnen  wir  die  Bedmgungen 
(20)  also  aucb  so  aussprecben: 

Fur  ein  Minimum  des  Integrals  J  tst  notwendig,  daft  die  erste 
Variation  verschwindet2)  und  die  zwvite  Variation  niclit  negativ 
und  zwa/r  ftir  alle  zidassigen  FunMionen  ^: 


Q*  (22) 

Wir  baben  es  bier  zunacbst  nur  mit  der  ersten  Variation  zu  tun. 
Nacb  der  Regel4)  fiir  die  Differentiation  eines  bestimmten  Integrals 
nacb  emem  Parameter  findet  man: 

i  +  W**,  (23) 

wenn  wir?  wie  stets  in  der  Polge,  partielle  Ableitungen  einer  Funktion 
mebrerer  Variabeln  durcb  Suffixe  bezeicbnen: 


x)  Das  Symbol  ^  findet  sick  zum  eratenmal  (in  emem  Brief  von 
an  EULEB  vom  12.  Angnist  1755,  siene  LAG-BAN aE,  GSuvres,  Bd,  XIV,  p.  140 
2)  EULBR^  Methodus  ^nven^end^  6tc.(174A),  Kap.  I,  §  63. 
8)  H6here  Variationen  finden  sich  znerst  bei  LEGENDRE  (1786),  der  jedoch  den 

Faktor  — -  mit  zu  <y  J  hinzurecnnet. 
n\ 

4)  Vgl   A  V  7     Die  Hegel  ist  hier  anwendbar;  denn  aus  unseren  Annahmen 
liber  die  JFunktionen  f\  y?  r\  folgt  nach  A  IV  9,  daft  die  partielle  Ableitung 

j-  f(x ,  y  (x}  +  s  r\  (aj) ,  y  (x]  +  s  t\  (&)) 
eine  stetige  Funktion  Ton  x  und  s  ist  in  dem  Bereich 

®i<Z.to^x*>  s  |  <!  s0 , 

wofern  die  positive  GroBe  £0  hinreichend  Mem  gew'ablt  wird 
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f  ^K        f  ^1L 

urtd  ebenso  spater: 


Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Fur  ein  Extremum  des  Integrals  J  ist  es  notwendvg,  daft 


/Sr  alle  FunMionen  ij  $er  .fiTte^?  C",  wefc/ie  m  ^  w^d  #a  verschwinden. 
Dabei  eind  die  Argumente  von  /^,  /^  :  #,  y(fl?),  y'(a?)- 
Man   kann    dieses   Resultat    anch    dadurch    ableiten,     daB    man    auf  die 

Differenz 

f(a,  y  +  »,  /  +  »')  —  /(«>  y^  2/') 

den  Taylor"  schen  Satz  mit  Eestglied^  fur  w«2   aawendet  und  dana  zwisohen 
den  Grenzen  ^  und  #2  integriert.    Man  erh&lt  so 


wobei  die  Argumente  von  ^y,  /^y,,|  fyfy,  sind  a?,  y  (a?)  +  6  a  (x)  ,  y  («)  +  ^  »'(*)» 
nnter  ^  eine  Funktion  von  #  verstanden,  deren  Wert  beatandig  zwisclien  0  und 
1  liegt. 

"Wahlt  man  jetzt  wieder  fiir  w  eiae^  Funktion  der  speziellen  Form  (19),  so 
nimxat  der  Ausdruck  fiir  A  J"  die  Form  (21)  an7  woraus  mant  wie  in  §  2,  c), 
schliefit,  dafi  (24)  erfullt  seia  mu6, 

Wenn  /(a3,  T/,  i/')  eine  analytische  Funktiou  ist,  welche  in  dem  oben  mit  *£> 
bezeichneten  Bereich  regular  1st,  so  kann  man  statt  der  Taylor'schen  Formel  mit 
Bestglied  auch  die  Taylor'scJie  wnendUche  Rethe*)  in  Anwendung  bringen.  Man 
erhalt  dann  unter  der  Voraussetzung,  daB  gliedweise  Integration  erlaubt  ist, 
fiir  AJ  eine  fur  hinreichend  kleine  Werfce  von  |  o?  |  und  |  o'  |  konvergente 
Reihe. 


J)  Diese  Methode  wurde   zuerst  von   LAGRA^aE  gebraucht,   siehe 
Bd. IX,  p.  297.    Vgl  aucb  Du  BOIS~UEYMO:N:D,  Mathematisohe  Annalen,  Bd.  XT 
(1879),  p   292,  und  PASCAL,  loc.  cit.?  p.  22. 

*)  Diese  Metnode  bemitzen  WBIERSTRASS  ,  KNESBR  (^Lelvrbmk,  §§  2,  8)  und 
JoBx»A*r,  Oours  $  Analyse,  III,  Nr  350),  olme  jedoch  einen  strengen  Detailbeweis 
zu  geben,  der  frier  wesentlich  umst'andlicher  ausfallen  wiirde  als  bei  den  beiden 
anderen  Metnoden 


§  5     Die  Euler'sche  Differentialgleichung.  23 

'     + 


wobei  in  WeierstraB'scher  Bezeichnungsweise  (CD,  &\  erne  homogene  Funktion 
nter  Dimension  von  CD,  ca'  bedeutet 

Wahlt  man  dann  wieder  fur  co  erne  Funktion  von  der  speziellen  Form  (19), 
so  gent  diese  Reihe  in  eine  nach  Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihe  uber, 
auf  die  man  dann  das  auf  p.  11,  FuBnote  2)  erwahnte  Lemma  anzuwenden  hat. 
Yon  den  drei  angefuhrten  Methoden  liefert  unzweifelhaft  die  erste,  den 
einfachsten  atrengen  Beweis  fur  die  beiden  Bedingnngen  (20)  Man  hat  sogar 
lange  geglaubt,  dafi  diese  Methode  das  ganze  Problem  der  Variationsrechnung 
auf  ein  Problem  der  Theorie  der  gewohnkchen  Maxima  nnd  Minima  zuruckfuhrt 
Dem  ist  aber  niclit  so;  denn  wie  wir  spater  sehen  werden,  liefert  die  Methode 
nnr  notwendige  Bedingungen,  geniigt  aber  nicht  einmal  fur  ein  sogenanntes 
schw aches1)  Extremum  znr  Herleitnng  hmreichender  Bedingungen,  wahrend 
die  auf  die  Taylor'sche  Formel  basierte  Methode,  obgleich  weniger  elegant, 
wemgstens  fur  ein  schwaches  Extremum  hinreichende  Bedingungen  liefert, 


§  5.    Die  Euler'sch.©  Differentialgleicliuiig. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  tiber;  aus  der  Bedmgung  SJ~  0  weitere 
Polgerungen  zu  zielien. 

a)  Die  Lagrange'sclie  partielle  Integration: 

Zu  diesem  Zweck  pflegt  man  nach  dem  Vorgang  yon  LAG-RAN  aE  2) 
das  zweite  Glied  in  dem  Ansdruck  ftir  dJ'diircli  partielle  Integration 
umzuformen  und  erhalt  so: 


* 
wobei  von  der  Bezeichnung 

»(«t)  -  *(«i)  (26) 


Gebrauch  gemactt  ist. 

Da  1]  fur  x  ==  x^  und  x  =  x%  verschwindet,  so  ist  das  vom  Inte- 
gralzeichen  freie  Glied  gleich  Null,  und  die  Bedmgung  dJ*~Q  redu- 
ziert  sich.  auf 

^)  VgL  §  15,  b). 

2)  Zuerst  in  dem.  bereits  oben  eiwahnten  Brief  an  EULEK  vom  12  August 
1755.  ((Etwres  de  LAVKANGE,  Bd  XIV,  p  141). 
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Diese  Grleichung  mufi  erflillt  sem  fur  alle  Funktionen  ^;  welche  in  x± 
und  x%  verschwinden  und  in  [^a;2]  yon  der  Klasse  C"  smd 

Ans  der  WiUkiirlichkeit  yon  iq  schlieBt  *)  man,  dann;  daB  dies  nur 
inoglicn  ist,  wenn  der  Faktor  yon  y  unter  dem  Integralzeichen  fur 
sich  yerscliwmdet;  und  erk'alt  so  den 

Fundamentals  at  2  I:  Soil  die  FimUion 

y  =  y(x) 
das  Integral 


&u  emem  Maximum  oder  Minimum  maclien,  so  mttp  sie  der  Differential- 
gldchung  genugen:2) 


Wir  werden   diese   Differentialgleichung  nack  ikrem  Entdecker3)    die 
Euler'sche  Differentialgleichung  nennen. 

Man  beachte;  daB  die  Argumente  der  Funktionen  fy,  fyf  sind: 
x,  y(x),  y'(%),  tind  daB  die  Differentiation  tot  ale  Differentiation  nach 
x  bedeutet,  so  daB  die  Differentialgleicnimg  in  entwickelter  Form  lautet: 

fv-fy,*-y'fy.y~ffy,f^  (28) 

Die  obige  Ableitung  der  Euler'schen  Differentialgleichting  weist 
jedoch  zwei  erhebliche  Lticken  anf: 

Erstens4)    setzt    die    partielle   Integration    zum    mindesten   die 

Esistenz  der  Ableitung  -jr~fyi  yoraus?  und  da  wir  yon  der  Funktion  y(x) 

*)  Ygl   uEter  b). 

2)  Wegen  der  Ausdehming  dieses  Satzes  auf  allgemeinere  Variations- 
pro  bleme  vgl  die  Ubungsaiifgaben  N"r.  41  —  47  am  lOnde  yon  Kap.  Ill  sowie 
Kap.  XI  uad  XII 

s)  JBuLBR,  Methods  invemendt  etc  (1744),  Kap  II,  Art.  21;  in  STACKERS  tTber- 
BetssniLg  in.  OSTWALD'S  Klass.  Nr.  46,  p  54  Die  Diffetentialgleichung  ist  neuer- 
dings  \delfacla  die  i,Lagrange'$cheZ)tfferentmlgleichungugenaxiXii  word  en,  JJAOKANrOT 
selbst  schxeibt  sie  EULEB  zu,  vgl.  GSuvres,  Bd.  X,  p.  397:  ,,Cette  Equation  est 
celle  (^U'ETJI-ER  a  trcniYe'e  le  premier." 

4)  Dieser  Einwand  ist  zuerst  yon  Du  BOIS-BEYHOND  in  der  -wichtigen  Ab- 
handlung:  ,ffilwtermgen  zu  den  Anfangsgrunden  der  Variattonsrechnung" 
Mathematische  Annalen,  Bd.  TV  (1879),  p  283  erhoben  worden 
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nidhts  weiter  als  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  ersten  Ableitung 
vorausgesetzt  haben,  so  wissen  wir  von  der  Funktion  ff(x,  y(x),  y(%)) 
nur,  dafi  sie  stetig  ist,  mcht  aber,  ob  sie  eine  Ableitung  besitzt.^  Urn 
diesem  Einwand  zu  begegnen,  machen  wir  Yorlaufig  die  weitere  Annahmel\ 
dafi  auch  die  zweite  Ableitung  von  y(x)  existiert  und  stetig  ist  im  Inter- 
vail  [^^3].  Alsdann  besitzt  die  Funktion  fy,(x,  y(%),  y'(x}}  eine  Ab- 
leitung 2)?  die  (iberdies  stetig  ist  in  \_^x^\9  und  es  steht  nunnienr  der 
Anwendung  der  partiellen  Integration3)  nicnts  menr  im  Wege. 

b)  Das  Fundamentallemma  der  Variationsrecliiiuiig: 

Der  zweite  Einwand  bezieht  sicn  auf  den  SehluB;  da6  wegen 
der  Willkurlichkeit  von  ^  aus  der  Gleicnung  (27)  die  Differential- 
gleichung  (I)  folgt;  derselbe  ist  durcnaus  mcht  selbstrerstandlich,4) 
wie  nocn  bis  in  die  Mitte  des  19.  Janrnunderts  allgemein  angenommen 
wurde,  sondern  bedarf  eines  Beweises.  Letzterer  beruLt  auf  dem 
folgenden 

Lemma:  Ist  M  eine  Funktion  von  x,  welclie  stetig  ftst  in  [^^2] 
und  ist 

fr 

JlMax-*Q  (29) 

*i 

fllr  oMe  Funktionen  iq,  welcJie  in  x±  und  x>2  verschwinden  und  eine 
stetige  Ableitung  in  [^%]  besiteen,  so  t$t 

M^O  (30) 

in  [4?!^]. 

Denn5)      angenommen      es     sei     M.(x}*^Q,     z,  B.    >0?     in 

einem      Punkt     xf     des      Inter  valles      L^i^sl?      dann  konnen      wir 

1)  Von   diesei*  Annakme  werden  wir  uns  welter  unten,   siehe  c),  befreien. 

2)  IvTack  A  IT  9  3)  Nach  A  V  5. 

4)  Per  ScliluB  tritt  zuerst  bei  LAGRANGE  in  dem  oben  (p  21,  FuJSnote  *)), 
zitierten  Briefe  an  EULKB  auf  und  wird  dort  als  ganz  selbstverstandlieh  gegeben. 

®)  Per  Her  gegebene  Bewels  ruhrt  von  Du  BOIS-EEYMOND  her  (Matne- 
matische  Annalen,  Bd  XV  (1879),  pp  397,  300)  In  derselben  Arbeit  be- 
weist  Du  Bois-EiEYMOND,  daB  der  ScliluJB  M  .-.  0  gtiltig  bleibt,  selbst  "wenn  man 
nur  weifi,  daB  die  G-leichung  (29)  bestelit 

1.  fur  alle  in  xl  und  rc2  verschwmdenden  Funktionen,  welche  in  [.^  x^\  von 
der  Klas$e  0^  sind;  man  verfanre  wie  oben,  wahle  jecloch  fur  das  Intervall  [^  |a] 


2.  fur  alle  in  xl  und  x2  verscliwindenden  Funktionen,  welche  in  [x^x^  Ab- 
leitungen  aller  Ordnungen  besitzen 
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wegen1)  der  Stetigkeit  yon  M  em  den  Punkt  x  enthaltendes  Teil- 
intervall  [|x  |2]  von  [^  %]  angeben, .  derart  daB  M  >  0  im  ganzen 
Inter  vail  [^  |2]  Jetzt  wahle  man  T?  ==  0  auBerhalb  [^  |2]  und 
^  ==  (#  —  tj*  (#  —  |2)2  in  [^^2];  die  so  defimerte  Funktion  77  besitzt 
erne  stetige2)  Ableitung  in  [^o^],  und  verschwindet  in  ^  und  #2. 
Trotzdem  ist  fur  sie 


r 

J  n 


^ntgegen  der  Annahme.  Es  ist  also  immoglich,  dafi  M((xT)  4s  0  UI3L(i 
somit  ist  der  Satz  bewiesen.  Dieses  Lemma  wird  Ifaufig  das  Fwnda- 
mentallemma  der  Variationsreclmung  genannt 

Die  von  Du  BOIS-EEYMOND  gebranchten  speziellen  Funktionen  ^  sind  alle 
aus  mehreren  analytischen  Funktionen  zusammengesetzt  Es  lassen  sich  aber 
auch  Funktionen  konstruieren,  welche  im  ganzen  Intervall  durch  eine  einzige 
regulare  analytische  Funktion  dargestellt  werden  und  denselben  Zweck  erfullen 
Eine  solche  Funktion  bildet  ZEEM^JLO  einer  Anregung  von  WEIEKSTRASS  folgend, 
in  seiner  Dissertation,  p  35  Der  Punkt  xf  sei  ein  mnerer  Punkt;  dann 
setze  man 

,,-(*-*,)(«,  -*)«-*'<-"'? 

im  ganzen  Intervall  [a^dJg],  wo  g  eine  ninreichend  groBe  Konstante  ist. 

Eine  andere  Funktxon,  "welche  denselben  Zweck  erfullt  und  die  durch  ihre 
geometnsche  Interpretation  mteressant  ist,  hat  H.  A.  SCHWABZ  in  seinen  Yor- 
lesungen  gegeben,  vgl  HANCOCK^  Lect%wes  on  the  Calculus  of  Variations  (Cincinnati, 
1904),  Itfr.  78 

Es  folgt  Meraus,  dafi  ea  fur  den  Schlufi  M  s*  0  genugt  zu  wissen^  dafi  die 
G-leichung  (29)  fur  alle  Funktionen  erfullt  ist,  welche  in  IX&J  regular  smd  und 
in  a^  und  x$  verschwinden 

Der  'alteste  Beweia  des  Lemmas  riihrt  von  STEGEMANN  her  (Lehrfotch  der 
Variattonsreclmung  (1854),  §  24). 

Er  setzt 


einfacher  jedoch  ist  es, 

—  x)  M 


zu  •wahlen.  Hicr  miissen  jedoch  starkere  Annahmen  gemacht  werden  7  namhch 
entweder,  daB  die  Grleichung  (29)  fur  alle  stetigen  in  xt  und  x%  verschwmdendeii 
Funktionen  TJ  gilt,  oder  aber,  dafi  M  von  der  Klasse  C'  ist,  was  fur  unseie  An- 
wendung  hedeuten  wurde,  daB  •*/"  existiert  und  stetig  ist  in  [X#a] 

Auch  der  Beweis  von  HEINE  (Mathematischo  Annalen,  Bd.  II  (1870), 
p.  189)  lafit  sich  mcht  ohne  "weitere  heschrankende  Annahnaen  iiher  y  auf  unsern 
Fall  anwenden. 

*)  Kach  A  IH  2, 

2)  Auch  m  |j  und  |3  ;  denn  in  jedem  dieser  Punkte  iat  sowohl  die  vordere 
als  auch  die  hintere  Derivierte  gleich  Full;  es  existiert  also  eine  Ableitung  in 
|t  und  in  ^2  und  ihr  Werfc  in  diesen  Punkten  ist  JSTull,  und  dies  ist  zugleich 
der  Grenzwert  von  r{  bei  Annaherung  an  |x  resp  |2.  Vgl.  A  IV  1 
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Die  Voraussetzungen  dieses  Lemmas  sind  far  die  Gleickung  (27) 
erfiillt,  wenn  wir  annehmen,  da8  yft  ezistiert  und  stetig  ist  in  [^tfj; 
denn  alsdann  ist  die  Funktion 


stetig  in  [x^].  Somit  haben  wir  in  der  Tat  die  Notwendigkeit  der 
Differentialgleichung  (I)  bewiesen  fur  alle  Funktionen  y  von  der 
Klasse  O\ 

c)  Du  Bois-Reymond's  Lemma: 

Die  unter  a)  gegebene  Mettode  der  partiellen  Integration  Iiefert; 
wie  wir  gesehen  haben;  nur  diejemgen  Losungen  unserer  Aufgabe^ 
welche  erne  stetige  zweite  Ableitung  besitzen  Es  fragt  sick  nun, 
ob  es  auBerdem  nocli  andere  Losungen  gibt  und  wie  dieselben  zu 
finden  sind. 

Zur  Beantwortung  dieser  Prage  kehren  wir  zur  Grleielmng  S  J"=  0 
in  der  urspriingliclien  Form  (24)  zuriick  und  wenden,  nach  dem  Vor- 
gang  yon  Du  BOIS-REYMOND,  die  partielle  Integration  nicht  auf  das 
zweite;  sondern  auf  das  erste  Glied  an  Setzt  man  in  der  allgemeinen 
Formel  der  partiellen  Integration1): 

/•£*—  [••!-/•£'•- 

a  a 

welche  sicker  giiltig  ist,  wenn  u  und  v  in  [a  6]  von  der  Klasse  C'  sind, 


und  beach tet;  daB  ^  an  den  beiden  Endpunkten  verschwindet,  so  geht 
die  Gleichung  (24)  iiber  in 

'    'a-O.  (31) 

Diese  partielle  Integration  ist  erlaubt,  selbst  wenn  y"  nicht  existieren 

sollte,  da 

?f  =  dujdx        und        fy  -=  dv/dx 
stetig  sind, 

l)  Ygl   A  V  5. 
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Die  weiteren  Folgemngen  aus  der  Grleicliung  (31)   stutzen  sich 
anf  das  folgende  yon  Du  BoiS-RETMOND1)   herriilirende 

Lemma:   Ist  N  eine  Funktwn  von  x,  welclie  stetig  ist  in  \x^x^\ 
und  ist 

•  0  (32) 

fur  alle  Funktionen  y}   ivelclie   in   x±  und  x%    verschwinden   und   eine 
stet^ge  Ableitung  in  |X#2]  be$i,t0en,  so  ist 


N  =  lonst.  (33) 

in  [#!#a] 

Den  folgendeii  einfachen  Beweis  liat  HiLBERT2)  m  seinen  Vor- 
lesungen  (Sommei^  1899)  gegeben: 

Man  wahle  wiUkurlich.  vier  den  Ungleicliungen 


gentigende  GroBen  a,  j3;  a,  fir  und  konstrniere  eine  Funktion  der 
Klasse  C'9  welche  folgende  Bedmgungen  erflillt: 

y  ^  0  in  [#!#]; 

T]  wacb.st  bestandig  von  0  bis  zu  einem  positiven  Wert  7^  wahrend 
x  YOU  a  bis  ]8  wachst; 

T]  bleibt  konstant  ==  ft  in  [ft a~\ ; 

^  nimmt  bestandig  ab  von  ft  bis  0;  wahrend  x  von  a   bis  fi'  waclist; 

Die   Existenz  einer   solchen  Funktion  —   und   das   ist   alles, 
was  zum  Beweis  erforderlicb.  ist  —  ist  a  priori  klar8),  (vgl.  Fig.  2). 

Setzt  man  erne  solcbe 
Funktion  ^  in  (32)  em;  so 
erhalt  man 

,/ 


<?  H  ~1  /  , 

2  ./  n  Ndx 


J)  Mathematische  Annalen,  Bd.  XV  (1879),  p.  313.  Du  BOIS-BKYMQND'S 
Beweis  fmdet  sicli  bei  BOLZA;  Lectures  on  the  Calculus  of  Var^at^ons  (Chicago  1904:) 
§  6,  reprodnziert.  Bine  intexessante  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  ist  kurz- 
lich  von  ZERMBLO  gegeben  worden,  Mathematiscne  Annalen,  Bd  58  (1904), 
p.  558  Vgl  Ubungsaufgabe  Nr  47  am  Bnde  von  Kap  III 

2)  Siehe  WHITTEMOKK,  Annals  of  Mathematics  (2),  Bd  II  (1901),  p   132. 

s)  BXLBERT  gibt  em  einfacnes  Beispiel  einer  solchen  Funktion,  siehe  WIIITTK- 
MOBE\S  Darstellung.  Br  bildet  zunachst  eine  den  Anforderungen  geniigende 
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Da    if'^0  in  [«]J]    und   ^'^0  in  [#'/?'],   so   konneu    wir   den 
ersten  Mittelwertsatz  *)  anwenden  und  erhalten,  da 


0, 


Lassen    wir  jetzt   /3    und   /3'    sich   resp.    den    Grenzen   K  und  «' 
nahern,  so  folgt,  da  N(x)  stetig  1st,  daB 


und  da  a  imd  ar  irgend  zwei  Werte  zwischea  ^  uud  x%  Tvaren;  so 

bedentet  dies;  da6  N($)  zunachst  im  Innem  Ton  [^^J  konstant  1st, 

was   sich,  dann  wegen  der  Stetigkeit  von  N(x)    sofort  auf  die  End- 
punkte  5?t  und  a72  ausdehnt.2) 


Funktion  r{  ;  die  sie  darstellende  Kurve  fallt  von  o\  bis  a,  von  |3  bis  K  und  von 
(?'  bis  #2  mit  der  sc-Achse  zusammen;  zwischen  a  und  ^  liegt  sie  oberhalb, 
zwisciieE  ccxund  §'  unterhalb  der  oj-Achse,  und  man  hat  nun  nur  dafur  zu  sorg-en, 
dafi  die  Flachen  <x.  y  j?  a  und  a'  /  /3r  ar  dem  absoluten  Wert  nacb.  gleicb  sind  ; 
denn  dann  ist 

und  die  Funktion 


hat  die  verlangten  Eigenschaften.  Am   ~" 

emfachsten  ist  es  mit  HILBEET:  ft —  oc 

—-,  ft  „_  a     EH    nehmen  j    man    kann  ^g  3 

dann  z.  B.  fur  die  Tj'-Kurve  zwischen 

a  und  /3  emen  Halbkreis  tiber  dem 

Segment   aft  und   zwischen   a   und  j^  einen  solchen   unter  dem  Segment 


-,  VgL  A  V  6. 

*)  HILBEKT'S  Beweis  lafit  sicb  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Funktion 
N  in  foofc]  endlicb,  aber  nur  ,,im  allgemeinen  stetig*'  ist,  d.  h.  eine  endliehe 
Anzahl  von  Unstetigkeiten  besitzt  Auch  in  diesem  Fall  ist  N  integrabel  in 
[#i#a]  (&-  "V  2)*  ^i:a<3>  nun  *  Tlnd-  K'  Stetigkeitspunkte  von.  JV,  so  konnen  wir 
stetsV  und  f  so  nahe  an.  oc,  beziehungsweise  a'  wablen,  dafi  2V"  in  [a/3]  und 
[a'  /3']  stetig  ist, 

Es  folgt  dann  wie  oben,  daB  N(ct)***N(cf),  d.  h.  auch  unter  den  gegen- 
wartigen  Voraussetzwngen  hat  JV~  den  namltchen  Iconstanten  Wert  in  alien  StetigJceits- 
punkten.  Hieraus  folgt  dann  noch  welter,  dafi  in  emem  Unstetigkeitspunkt  c 
die  Grenzwerte  N(c  —  0)  und  N(c  +  0)  existieren  und  gleich  sind,  namlich  gleieh 
dem  konstanten  Werfc  in  den  Stetigkeitepunkten,  vgl  WHITTEMOBB,  loc.  cit 
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d)  Anwendung  des  Du  Bois-Beymond'sclieii  Lemmas: 

Wir   wenden  jetzt  das  Du  Bois-Reymond'sche  Lemma  auf  die 

Gleichnng  (31)  an,  was  gestattet  1st,  da  die  Funktion 


naek  unsern  Annahmen  iiber  die  Kurve  (£  und  die  Funktion  f  (siene 
§  3;  a)  und  §  4,  Anfang)  stetig1)  ist  in 
Wir  schliefien  daher,  dafi 


sein  nauB?  wo  Jl  eine  Konstante  bedeutet;  tieraus  folgt 

d*  (34) 


Die  reclite  Seite  dieser  Grleiclaung  ist  differentiierbar2)   und  ihre   Ab- 
leitung  ist  fy]  also  muB  auch  die  Imke  Seite,  d.  h.  die  Funktion 


differentiierbar  sein,  und  iiberdies  ist 

A.f  ^f 

Hiermit  erst  ist  der  erste  Fundamentalsatz  vollstandig  bewiesen, 
namlich,  daB  jede  FunJction  y  der  EUasse  C ',  welche  das  Integral  JT  M 
einem  Extremuni  macht,  und  welche  durcli  eine  ganz  im  Innern  von 
91  gelegene  Kurve  dargestellt  wird;  der  Euler'schen  Diff&rentialgleichung 
yenugen  mu/3  —  einerlei  ob  sie  erne  zweite  Ableitung  besitzt  oder 


hat   hieran   die  wichtige  Bemerkung  geknupft,    daB 
aus  der  Differentiierbarkeit  yon  fyl  die  Existew  der  zweiten  Ableitung  yff 

1)  Nacb  A  III  4  und  A  V  4.  2)  Kach  A  V  4. 

8)  HAHN  ist  neuerdings  in  dieser  Riclatung  noch  einen  Sckritt  welter  ge- 
gang-en  und  iiat  bewiesen,  daB  jede  rektifizierbare  Kurve,  welche  in  jedena  Punkt 
erne  besiimmte  Tangente  besitzt,  der  EtiLER'scKen  Differentialgleichung  geniigen 
mufi,  wenn  sie  ein  Minimum  fur  das  Integral  J  liefert  (Matiiematische 
Annalen,  Bd.  63  (1906),  p.  254)  Dabei  mufi  allerdings  ziinaclist  die  Definition 
des  bestimmten  Integrals  erweitert  werden,  vgl  Kap.  IX.  tJber  sogenannte  dis- 
kontinuierliche  Losungen,  siehe  K&p  VIII 

4)  Ygl.  WHITTEMORB,  loc.  cit 
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folgt  fflr  alle  Weite  von  x,  fur  welclie 

Q.  (36) 


Denn  setzen  wir 

y(x  +  /O  -  K#)  -  A, 
go  1st  in  der  obigen  Bezeicknung 


Da  fy,  als  Funktion  von  x,  y,  /  von  der  Klasse  C'  1st  in  der  Um- 
gebung  der  Stelle  a;,  y(x),  y'(x),  so  kann  man  auf  den  ZShler  den 
Satz  Tom  vollstandigen  Differential1)  anwenden^  und  erhalt,  da  uber- 
dies  y  nnd  yr  stetig  sind;  also  Jo  und  I  init  li  unendlich  klein  werden; 


2 
wo  oc,  fl,  y  mit  Ji  unendlicli   klein  werden.      Lost  man  jetzt  nach  *=• 

auf  und  geht  zur  Gfrenze  h  =  0  iiber;  so  folgt  aus  der  Differentiierbar- 
keit  von  ftf\x\  und  der  Grleichung  (35),  daB 

L  ~^y      d.  la.  yrr 
existiert,  wenn  die  Bedingung  (36)  erfiillt  ist,  und  daB  alsdann 

y"  =  JL L£-« VL .  (37)« 

Hieraus  folgt  weiter;  daB  y"  stetig  1st  in  alien  Punkten  von  [^tfj? 
in  welchen  (36)  erfiillt  ist?  und  hieraus  endlicli^  daB  auch.  yetr  in 
denselben  Punkten  existiert  und  stetig  ist,  wie  man  aus  der  Be- 
trachtung  der  rechten  Seite  von  (37)  umnittelbar  ersieht 


§  6.     Bemerkungen  zur   Integration,  der  Buler'sclien 

gleicliung. 

Wir  stellen  in  diesein  Paragraphen  verscMedene  fur  die  Polge 
wicMige  Bemerkungen  iiber  die  Integration  der  Buler'sclien  Diffe- 
rentialgleicliung  zusammen. 

a)  Die  Extremalen: 

Die  Euler;sclie  Differentialgleicliung  (I)  ist  im  allgememen  von 
der  zweiten  Ordnung  wie  die  entwickelte  Form  (28)  zeigt.  Daher 

*)  Vgl  A  IV  6. 
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enthalt  ihx  allgemeines  Integral  zwei  willkurhche  Konstanten  a,  /3; 
wir  bezeieknen  dasselbe  mit 

y-g(x,*,$.  (38) 

Die  beiden  Konstanten  a,  ft  sind  im  Fall  fester  Endpnnkte  aus  der 
Bedingung  zu.  bestimtnen1),  daB  die  gesuchte  Kurve  durob  die  beiden 
gegebenen  Punkte  PI(VV  2/0  ttnd  P2(%2/2)  tindurcligelien  soil.  Es 

also  sein  i 

(          &\ 


Jede  Losung  der  Euler'schen  Differentialgleicliung  (Kurve  sowohl  als 
FuiLbtion)  wird  nach  KNESEK  eine  Extremale  genannt;  es  gibt  also 
eiae  doppelt  uaendliehe  Scbar  von  Extremaleu  m  der  Ebene, 

In  dem  spezaellea  Fall;  wo  die  Funktion  f  die  Variable  y  mcht 
enthalt,  erhalt  man  so  fort  em  erstes  Integral  der  Differentialgleickung  (I), 
namlich 

fy,  »  konst.  (40) 

Aber  aucb.?  wenn,  f  die  Variable  so  nicht  explwte  enfhdlt,  Id/it  sich  ein 
erstes  Integral  ange~ben*}.  Denn  dann  ist  wegen  fx^0: 


nnd  daher  gentigt  jede  Losung  von  (I)  auch  der  Gleichung 

f-^-  konst;  (41) 

mid   umgekeKrt   geniigt  jede   Losung   voa  (41)  —   mit  Ausnakme 
von:  y  «  konst   —  aucb.  der  Differentialgleicliung  (I). 

Be^sp^e1  VI:  f=*  ^(2/')i  ^ne  ^cuxktion  voa  y'  allein 

Hier  erhalt  man  nach  (40) 

&'  (yO««  konst,  , 
daraus 

y'aafl! 

y  =  ax  +  0  .  (42) 


*)  Es  kana  vorkommen,  4a6  dies©  Bestimmuixg  tmmoglich  ist  —  man  bo- 
acb-te,  daB  &  und  f  re  ell  sem  rausaen  — ;  in  diesem  Pall  existiort  )<eino  Ldsuiig- 
der  Aufgabe,  welche  von  der  Klasse  Cf  ist  und  im  Irmern  von  tR,  liegt,  vgl.  z.  B, 
die  Rotationsflache  klemsten  Flachemnhaltfl  (§  IS,  c). 

3)  Sclion  YOU  EUI-EE  bemerkt  (Methodus  mvemendi  etc.,  Kap  Uf  §  30).  Die 
Existenz  des  ersten  Integrals  bangt  damit  znaammen,  dafi  das  Integral  e/Mer  boi  der 
kontinuierkclien  Gruppe  |  =  #;  4~  #  invariant  bleibt7  vgl  GULDBWBG,  Ul)®r  ]&CMGitii<& 
wnd  Minima  der  Integrate,  d^e  eine  Jcontinuicrkche  Grwppe  gestatten,  Viden- 
skabsselskabeta  Skrifter  1902,  Ghristiania 


§  6.     Bemerkungen  zur  Integration  der  Euler'schen  Differentialgleichuiig.    33 

Die  jExtremalen   sind    also   die   G-eraden  der  JSbene.     Die  Bestrmmung  der  Kon.- 
stanten  ist  eindeutig. 

Bin  spezieller  Pall  kiervon  ist  die  Aufgabe  der  kurzesten  Kurve  zwisclien 
ei  gegebenen  Punkten,  wo 


Seispiel  VII1}:  f* 

y 
Hier  mnB  y  auf  den  Bereicli 

01: 
beschrankt  werden. 

Nach  (41)  erhalt  man  ein  erstes  Integral 

1  1 


und  daraus  das  allgemeine  Integral 


JStetremalen  smd  also  Halblzreise,  die  line  MittelpunJcte  auf  der  oa-Achse 
Die  Konstantenbestimmung  ist  eindeutig,  wie  geometiiscli  ersichtlich. 
Beisgiel  I.  (Siehe  p    1). 


Nack  (41)  erhalt  man  ein  erstea  Integral 


Fur  a>0,  erbalt  man  das  allgemeine  Integial2) 


*e  JSxtretnakn   sind   also  KeUenlinien  wiit   der  &-Achse  als  Direktrix     Wegen 
der  Bestimnrung  der  Konstanten  verweisen  wir  auf  §  13,  c). 

FCir    a=0   erhalt   man:  y==0;    dies   ist  zwar   eine  L(5sang  von  (41),   aber 
mcht  von  (I)8). 


A)  Vgl  OSGOOO,  loc.  cit.  p  109     Dae  Beispiel  erschemt  zuerst  bei 
(Acta  Eruditorum,   1697,  p   217)  als  BracMstoohrone  fur  ein  Fallgesetz,  bei 
welcheni  die  Geschwindigkeit  der  Hohe  proportional  ist. 

3)  Ich  bediene  mich  fur  die  hyperbolisehen  Funktionen  der  bequemen  Be- 
zeichnungsweise  von  LAIS  ANT,  Essai  sur  les  fonctions  Jvyperboligues. 

»|  Hierau  die  Ubungsaufgaben   Ni.  2—12,   Nr.  18,   19,  und  Nr   35—40   am 
Ende  von  Kap.  HI. 

Bolza,  Variationsreolintuig  3 
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Beispiel  V1IL  f=  j/^  "J/l  —  y'*\ 

Hier   1st  zu   beachten,   dafi  unsere  allgemeinen  Vbraussetzungen  iiber  die 
Function  /"(#,  y,  yf)  nicht  erfdllt  sind,  da  neb  en  der  Gebietsbeschrankung 


auch  eine  GfefallbeschranJcung  vorliegt,  namlich 


Trotzdem  bleiben  unsere  Schlusse  von  §§  4  und  5  gultig  Denn  erfullt  die 
Kurve  $  die  bei  den  angegebenen  Bedingnngen,  so  konnen  wir  |  £  |  so  klein 
^waHen,  daB  aucli  die  Kurve  S  dieselben  beiden  Bedingungen  erfiillt;  es  wird 
also  durch  die  G-eMlbeschrankung  keine  weitere  Beschrankung  der  Funktion  r\ 
eingefiihit  x) 

Aus  der  Ungleichung  fiir  y   folgt  durcli  Integration  nach  x  von  ^  bis  zu 
einem  beliebigen  groBeren  "Wert  von  xi 


Ziehen   wir   also   vom   Punkt  Pt  zwei  Halbstrahlen  vom  G-efalle  + 
—  1 ,   so   miissen   alle   zul'assigen  Kurven  in  dem  Winkelraum  zwischen  diesen 
beiden  Halbstrahlen  und  zugleich  in  der  oberen  Halbebene  enthalten  sein 

Par  das  allgerneine  Inte- 
gral der  Euler'scnen  Diffe- 
rentialgleichung  erhalt  man 
leicht 


Pig  4 


•wobei  stets  |5>  0  Die  Esotre- 
mtilen  sind  also  Parabeln,  deren 
BrennpunJcte  auf  der  x-Achse 
und  deren  Achsen  der 
y  -  Aohse  parallel 
sind, 

Dnrch  irgend  zwei  Punkte 
PI,  P2  der  oberen  Halbebene, 
welche  die  Bedingung 


*)  Granz  anders  verh^lt  es  sich,  wenn  wir  aucL  die  Werte  J^  1  fur  yf  zn- 
lassen.  Denn  vjisnn  entlang  einem  Segment  der  Kurve  (£ .  y  =  1  ist,  so  kOnnen 
wir  dieses  Segment  uberhaupt  nicfat  vanieren,  ohne  die  Ungleichung  far  y'  zu 
verletzen.  Es  bleibt  also  die  MSglichkeit,  dafi  es  aufier  den  Extremalen  noch 
LOsungen  gibt,  welche  geradlinige  Segraente  vom  G-efalle  ^fc  1  enthalten.  In  der 
Tat  liefert  eine  gebroebene  Lime,  welehe  aus  wei  solchen  Segmenten  besteht 
(PiPaPa  Oder  P^Ps  in  Fig.  4)  fur  das  Integral  J  den  "Wert  Null,  und  daher 
sicher  ein  absolutes  Minimum,  wofern  wir  Kurven  mit  Ecken  zulassen 
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erfullen,  geht  erne  und  rnir  eine  dieser  Parabeln1) 

b)  Ausartungen2)  der  Euler'scleu  Differentialgleiclung: 

Wir  betrachten  welter  den  speziellen  Pall,   wo  die  Ordnung  der 

Euler'sehen  Differentialgleicbung   sich    erniedrigt.     Dies    tritt   dann 

und  nur  dann  em,  wenn 

/W(^^2/')  =  0  (46) 

fur  alle  x,  y,  y.  In  diesem  Fall  reduziert  sich.  die  Euler'scne 
Differentialgleichung  entweder  auf  eine  endliene  Gleichung,  oder  auf 
die  Identitat  0  ==  0,  aber  niemals  auf  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung3). 

Denn  wenn  fyly,  identisch.  verschwindet^  so  folgt  durch  zweimalige 
Integration  der  Gleichung  (46)  nacn  y,  daB  /  selbst  eine  ganze  lineare 
Funfction  von  y'  sein  muB,  also  von  der  Form 


Setzt  man  dies  aber  in  (I)  ein,  so  kommt 

M,-N.-0.  (47) 

Hier  sind  nun  zwei  Falle  zu  unterscheiden: 

Eniwed&r  die  G-leichung  (47)  1st  keine  Identitat;  dann  stellt  sie 
eine  endliche  G-leichung  zwischen  x  und  y  dar.  Wir  erhalten  also 
nur  eine  einzige  Kurve  als  mogliche  Losung,  und  es  wird  dann  im 
allgemeinen  nicht  moglich  sein,  die  weitere  Bedingung  zu  erfullen; 
daB  die  Kurve  durcn  die  beiden  gegebenen  Punkte  Pl  und  P2  geht. 

IBeispiel: 


Die  Differentialgleickung  (I)  reduziert  sicK  hier  auf  die  endliclie  G-leicliuiig  : 
y  «=  0.  Die  Aufgabe  ist  also  nur  losbar,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte 
auf  der  a?-Achse  liegen 


l}  Dies  folgt  unmittelbar  aus  einem  allgemeinen,  Satz  von  E  H.  MOORE 
(siehe  §  26,  b)),  laBt  sicn  aber  auch  leicht  direkt  beweisen. 

2)  Schon   von    EULBR   behandelt,   Methodus   inveniendi  etc.,   Kap.  II,  §  32. 

s)  Aucb  in  dem  allgemeineren  Fall,  wenn  f  h&here  Ableitungen  von  y  ent- 
bait,  kann  die  Euler'sohe  Differentialgleichung  sicn  nie  auf  eine  Differential- 
gleicnung  ungerader  Ordnung  reduzieren,  vgl  FROBBNITIS,  Journal  fur  Mathe- 
matik,  Bd.  LXXXV  (1878),  p  206,  und  HIRSCH,  Matnematische  Annalen, 
Bd  XLIX  (1897),  p  49 

3* 
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Oder  die  Grleicliung  (47)  1st  eine  Idmtdat,  gultig  fur  alle  Werte 
yon  x  und  y: 

My^Na.  (48) 

Dies  ist  aber  die  bekannte  Integrabilitatsbedingung1)  fur  den  Different!  al- 
ausdruck 

Mdx  +  Ndy, 

d.  hi.  sind  die  Funktionen  M  und  N  nebst  den  partiellen  Ableitungen 
My  und  Nx  stetig  und  geniigen  der  Identitat  (48)  in  emern  einfacli 
zusammenhangenden  2)  Bereich  of  der  $f  y-Ebene,  so  existiert  eine 
Funktion  V(x,  y),  welche  eindeutig  und  von  der  Klasse  C'  ist  in  o^ 
tmd  fiir  welche 

V.-M,         Vy~N;  (49) 

daher  ist  ^ 

f(x,  y,  V")  =  VX+  Yyy'  =  A  V(x,  y}  (50) 

1st  daher  (£:^==y(o?)  irgend  eine  Kurve  der  Klasse  C'f  welche  die 
beiden  Punkte  PI(XV  y^)  und  P2(x2,  ys)  yerbmdet^  und  welche  ganz 
in  of  liegt,  so  hat  das  Integral  J^  den  Wert 

v(x  y  dx  -  F*     -  r 


sein  Wert   ist   also   unabhangig   wm   Integrationsweg  und  hangt  nur 
yon  der  Lage  der  Endpunkte  ab3), 

Es  ist  klar,  dafi  in  diesem  Falle  em  ^eigentliches"  Extremum  des 
Integrals  nicht  stattfinden  kann. 

:)  Vgl.  Encyclopadie,  II  A,  p  112—114;  PICARD,  TraM  d}  Analyse,  (2me  ^d.) 
Bd  I,  p  93;  GOURSAT,  Cows  d'  Analyse,  Bd,  IT  p.  358  Der  Beweis  beruht 
auf  der  Betrachtung  des  Integrals 

(*,») 
C 


*)  Darunter  soil  das  Innere  einer  stetigen  geacliloQseneii  Kurve  ohne  viel- 
faciie  Punkte,  zusammen  mit  dieser  Kurve  selbst,  verstanden  werden  (einer  so- 
genanxiteji  ,,JordanJscKen  Kurve");  vgl  A  VI  2 

s)  Wegen  der  Stetigkeit  der  Punktion  V(x,  y)  bleibt  der  Satz  auch  richtig 
fiir  stetige  Kurven,  welche  sich  aus  einer  endllchen  Anzahl  von  Bogen  der  Klasse 
(7  zasammensetzen  (Kurven  der  Klasse  D'  in  der  Terminologie  von  §  10,  c)T 
wovon  man  sich  leicht  duroh  Zerlegung  des  Integrals  /^  uberzeugt. 
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Bed  spiel: 

f 
Hier  1st- 


fy  =  Qx*y  +  a*y  ,         fy, 

also 


UmgekeJirt:  Wenn  daslntegralj^  denselbenWert  hat  fur  atte  mlassigen 
Kurven  (5,  welche  durcli  Px  tmd  P2  gehen,  und  welche  im  Innern 
ernes  emfach  zusammenhangenden  Bereich.es  of  liegen,  (der  in  dem  in 
§  3;  a)  eingefithrten  Bereich  91  enthalten  ist),  doom  mufi  die  Euler'sche 
Differ  entialgleicliung  identiscli  erfullt  se^n 


Denn  sei  (xQyy0}  irgend  em  innerer  Punkt  von  of;  des^en  Abszisse  x0 
zwischen  xl  und  x%  liegt  und  seien  y'Q  mad  y%  zwei  willktirlich  vor- 
gescitriebene  endliche  Werte  Dann  konnen  wir  stets  im  lunern  von 
of  eine  zulassige  Kurve  ®  :  y  «=  ^  (a?)  von  der  Klasse  0"  konstruieren, 
welche  durci.  die  Punkte  (x1?  y^)}  (x%,  y2)  und  (x0,  y0)  kmdurcligeht  und 
fiir  welche  2/'(^0j  «=  «/Q;  y"(xo)  =  3/o'  ^s^'  Variierera  wir  diese  Kurve  (£; 
so  mufi  nach  unserer  Annahme  Ac7=  0  sein  fiir  jede  zulassige  Vari- 
ation;  insbesondere  also  fur  Variationen  der  speziellen  Form  (19),  also 
unter  Benutzung  der  Bezeiclinung  von  §  4,  c) 


fur  alle  hinreicliend  kleinen 

Also  muB  sein:  J'(s}  ^  0,  insbesondere  J'(0)  =  0,  woraus  nacli 
§§  4  und  5  folgt;  daB  y(x)  der  Euler'schen  Differentialgleichung  ge- 
nugen  mufi  Die  linte  Seite  derselben  muB  also  fiir  das  willktirliche 
Wertsystein  x  =*  XQ,  2/  =  ^0?  /^^o?  y'^~y$i  also  identisch  ver- 
scliwmden1). 

c)  Das  inverse  Problem  der  Variationsreclinung:2) 

Wir  betracnten  sdalieBlich  noch  kurz  das  folgende  inverse  Problem: 
Es  sei  gegelen  eine  doppelt  unendliche  Schcvr  von  JZwven  (Funktionen) 

y*=g(x,  a,  /J). 


*)  Wegen  der  Yerallgememerung   des   Satzes  vgl.    Ubungsaufgabe  Nr    46 
am  Ende  von  Kap   III  » 

2)  Hierzu  die   Ubungsaufgaben  Nr.  15 — 16  am  Ende  von  Kap,  111    j 
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Es  soil  eine  Funktion  f(x,  y,  y')   'besiimmi  werden,   derwrt,   daft   das 
gegebene  System  von  Kwrvew,  das  System  der  Extremalen  fur  das  Integral 


lildet. 

DABBOirx1)  hat  gezeigt,  daB  dies  Problem  stets  unendlich  viele 
Losungen  besitzt,  welclie  durcli  Quadratures  erlialten  werden  konnen. 

Deiui  wenn 

jr  =  0(a,y,sO  (52) 

die  durcli  Elimination2)  von  a,  /3  zwisclien  den  drei  Gleichungen 
y~=g(x,  a,  jj),      y'  =-  gx(x,  a,  p),      y"  =*  gxx(x,  cc?  /3) 

zu  erhaltende  Differentialgleichting  zweiter  Ordnung  1st,  deren  all- 
gemeine  Losung  die  gegebene  Funktion:  y^fffy,  <&,  jS)  ist  (mit  a?  /3 
als  Integrationskonstanten),  so  handelt  es  sich  darum?  die  Funktion 
f(x,  y,  y')  so  zu  bestimmen;  daB  (52)  mit  der  ans  /  abgeleiteten 
Euler^schen  Differentialgleicliiing  identisch  w^ird,  also  nach.  (37)  so,  daB 

,  „  ,  fy-fy<x-y'fy.y-Gfy,,  (53) 

iiir  alle  x,  y}  y  . 

Differentiiert  man  jetzt  (53)  nach  y',  so  erhalt  man  fur  die 
Funktion  M  =  fytyf  eine  lineare  partielle  DijQFerentialgleicliung  erster 
Ordnung,  namlich 


Bezeichnen 

a  -  9  (x7  y,  /)  ?        ft  «  ^(x9  y,  y} 

die  Losung  der  beiden  Grleiclmngen 

y  —  g(x,  a,  0)  ,         y  —  gx(x,  a,  ft) 
nacli  cc  nnd  /?,  und  setzt  man  ferner 


so  fiadet  man  nach  der  allgemeinen  Theorie3)  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  fiir  das  allgememe  Integral  von 
(54)  den  Ausdruck 

J)  TMone  des  surfaces,  Bd.  Ill,  Kr.  604,  605 

2)  Ygl.  z.  B   JOHDAN,  Gours  d}  Analyse,  I,  Nr  166 

3)  Ygl.  z.  B.  JORDAN,  Oours  d*  Analyse,  III,  Nr.  242. 
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6(x,  y(x,  y,  y'),  <ty(x,  y,  y'))' 
wo  0  eine  willkurliche  Funktion  von  (p  und  tfj  bedeutet. 

Nachdem  M  gefunden  ist,    erhalt  man  f  durch  zwei  sukzessiye 
Quadraturen  aus  der  Qleiehung 


iy 

wobei  zwei,  noch  von  x  und  y  abhangige  Integrationskonstanten  A,  ft 
eingeftihrt  werden.  SchheBlich  mussen  die  letzteren  noch  so  bestimmt 
werden,  daB  f  der  urspriinglichen  partiellen  Differentialgleichung  (53) 
geniigt,  aus  welcher  (54)  durch  Differentiation  abgeleitet  war. 

Wir  konnen  das  erhaltene  Resultat  auch  dahin  aussprechen,  daft 
jede  Differenfaalgleichimg  zweiter  Ordnung  (auf  unendlich  viele  Arten) 
als  Euler'sche  Differentialgleichung  ernes  Problems  der  Variationsrechnung 
wn  dem  einfachsten  Mer  betracJiteten  Typus  aufyefafit  werden  Jcann  x) 

Be^sp^el*)  Alle  Funktionen  f  zu  bestinnnen,  fur  welche  die  Uxtremakn 
gerade  Linien  smd: 

Die  Differentialgleichung  (52)  wird  in  diesem  Fall 

Wir  erhalten  daher 

und  daraus 

M  =  $(y ',  y  —  xy) 
und  weiterhin 


—  *)  *(*.  y  —  vf)dt  +  y'l(x,  y)  +  ^(j?,  y) 

Die  Bedingung  fiir  1  und  ^  wird  in  diesem  Fall 

d^  _  dp 
~dx~~~'Jy:> 

der  allgemeinste  Ausdrucb  fur  1  und  p,  1st  daher 

_  dv  _  dv 

Jy'  **  —  Hx' 

wo  v  eine  willkiirliche  Funktion  von  x  und  £/  ist.  8) 

x)  Dies  findet  nicht  mehr  statt  bei  der  entsprechenden  Aufgabe  fur  den 
allgememeren  Typus,  wo  f  hbhere  Ableitungen  enth'alt;  vgl.  dardber  HIRSCH, 
Mathematische  Annalen,  Bd.  XLIX  (1897),  p  49  und  KASNEE,  Bulletin  of 
the  Am.  Math  Soc  ,  Bd  XIII  (1907),  p  289, 

*)  Vgl   DA.KBOUX,  loc.  cit.  Nr.  606. 

8)  Die  analoge  Aufgabe  fur  den.  Fall,  wo  die  Extremalen  Kreise  aind,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  #j-Achse  liegen,  hat  STBOMQUIST  gelost  (Transactions  of 
the  American  Mathematical  Society,  Bd  7  (1906),  p  175). 
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§  7.    Der  Fall  beweglicher  Endpunkte, 

Wir  liaben  bei  unseren  bisberigen  EntwicHungen  stets  die  "beiden 
Endpunkte  der  zulassigen  Kurven  als  fest  angenornraen.  Wir  wollen 
in  diesem  Paragraplien  nun  aueh  den  Fall  betraohten,,  in  welchem 
einer  der  beiden  Endpunkte  auf  einer  gegebenen  Knrve  beweglicb1)  1st, 

a)  Der  Endpunkt  Pl  ist  auf  der  Geraden  x^x±  "beweglicli: 
Wir  betrachten  zuitacbst  den  speziellen  Fall^  wo   der  Punkt  Px 
auf  der  ficesebenen  Geraden 

*  x-a±  (55) 

beweglict  ist,  w'ahrend  der  Punkt  P2  fest  ist  Die  Gesamtheit  der 
zulassigen  Kurven  besteht  jetzt  also  aus  alien  Knrven,  welche  von 
der  gegebenen  Geraden  (55)  nach  dem  gegebenen  Punkt  Ps  gezogen 
werden  konnen,  und  welebe  im  ubrigen  den  m  §  3,  a)  unter  2)  bis 
4)  anfgezaldten  Bedmgungen  geniigen. 

Wir  nehmen  wieder  an,  wir  batten  eine  Kurye  £  gefunden,  welcke 
in  bezug  auf  diese  Gesamtteit  von  zulassigen  Kurven  ein  Minimum 
fur  das  Integral  J  liefert;  ihre  Gleichung  sei: 


Dann  muB 


sein  fur  alle  zulassigen  Kurven,  welche  in  einer  gewissen  Nachbar- 
sebaft  der  Kurve  K  liegen;  also  iusbesondere  auch  fiir  alle  diejenigen 
darunter,  welche  mit  der  Kurve  S  den  Anfangspunkt  P1  gememsam 
haben.  Das  heifit  aber:  die  Kurve  S  muB  auch  nocli  ein  Minimum 
liefern,  wenn  der  Endpunkt  Px  als  fest  betrachtet  wird;  und  daraus 
folgt  nach  der  frtiberen  Tlieorie,  dafi  die  Funktion^(o;)  der  Euler'sclien 
Differentialgleichung 

f  __  *Lf  =  0 
'y       dx  >y' 

geniigen  mu6?  dafi  somit  auch  im  Falle  variabler  Endpunkte  die 
Kurve  S  eine  Extremale  sein  muB.  Wir  setzen  in  der  weiteren  Dis- 
kusslon  voraus;  daB  diese  Bedmgung  erftillt  iet. 


a)  Das  alteste  Beispiel  dies^r  Art  ruhrfc  von  JACOB  BEEKOULLJ  her  (1097),* 
es  ist  die  Aufgabe  der  BracMstochrone ,  wenn  der  zweite  Endpunkt  auf  einex 
vertikalen  Geraden  beweglicli  ist  Allgemem  sind  Aufgaben  mit  yariabeln  End- 
punkten  zuerst  von  LAanAKGE  behandelt  -worden  (1760),  vgl.  (Euvres,  Bd  I, 
p  538,  345. 
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Urn  nun  weitere  Bedingungen  zu  erhalten,  betrachten  wir  jetzt 
m  zweiter  Linie  eine  Variation  der  Form 

®  :  y  =  y(#)  +  £^(X)  ^  2/(#)  ? 

bei  welcher  der  Endpunkt  P^  variiert  wird.    Die  Funktion  r\  ist  dabei 
eine  willkflrliche  Funktion  der  Klasse  C',  fiir  welche 


Fiir  diese  Variation  gelten  die  Schliisse  von  §  4,  wonach 


sein  mufi.  Wendet  man  jetzt  die 
partielle  Integration1)  von  §  57  a) 
an;  so  versctiwindet  in  der 
Grleichung  (25)  das  Integral,  weO. 
die  Kurve  S  eine  Extremale  ist, 
und  es  bleibt  nur 


daraus  folgt  aber;   da  ^(^/1)  +  0: 

jfm   Punkt  P1    mufi   die  Sedingung 


Fig   5 


(56) 


erfuUt  sein. 

Diese  Bedingung,  zusaminen  mit  der  Bedingung,  daB  der  Punkt  P± 
auf  der  Geraden  x  ~  %  liegen  soil,  und  daB  die  Kurve  S  durcli  den 
Punkt  P2  gehen  soil,  bestimint  im  allgemeinen  die  beiden  Integrations- 
konstanten  in  dem  allgemeinen  Integral  der  Euler'schen  Differential- 
gleickung  und  die  unbekannte  Ordmate  yl  des  Punktes  P1B 
:  I  (siehe  pp.  1,  33) : 


Hier  ist .  f ,  - 


Da  stets  2/>0,  so  folgt 


d.  h    die  Kettenlinie  muB  im  Punkt  Px  senkrecht  auf  der  G-eraden  x  =  x±  stelaen. 

a)  Dieselbe  ist  statthaft,  da  wir  annalimen,  daB  (£  eine  Extremale  und  zwar 
von  der  Klasse  (7  ist     Darin  ist  enthalten,  daB  ~=~- f.  existiert  und  stetig  ist 

(L  3G    J 
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b)  Der  Endpunkt  Pt  1st  auf  eiaer  beliebigen  Kurve  beweglici.: 
Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dern  allgemeineu  Fall,  wo  der  Punkt  P1 
auf  einer  beliebigen  im  Bereich  61  gelegenen  Kurve: 


der  Klasse  <?'  beweglich  ist;  w'ahrend  der  Punkt  P3  fest  isfc 

Dazu  miissen  wir  unsere  fruliere,  in  §  3,  b)  gegebene  Definition 
des  (relativen)  Minimums  etwas  yerallgemeinern.  In  den  bisber  be- 
kandelten  Fallen  lagen  namlich  alle  zulassigen  Kurven  in  dem  Streifen 
der  Ebene  zwischen  den  beiden  festen  Geraden  x  «  x1?  x  =  %.  Dies 
1st  jetzt,  wo  die  untere  Grenze  unseres  Integrals  nicht  gegeben  ist, 
nielit  mebr  der  Fall.  Wir  werden  daher  jetzt  sagen^  eine  Kurve  ® 
hefere  ein  (relatives)  Minimum  fur  das  Integral  /,  wenn 


ftr  jede  zulassige  Kurve  ©,  welche  in  einer  gewissen  Umgebung  91  der 
Kwve  (£   gelegen   ist.      Dabei    soil    unter    einer  ?;,Unigebung  Si  der 

Kurve  G"  jeder  Bereicb.  ver- 
standen  werden,  welcher  die 
Kurve  (£  in  seinem  Innern  ent- 
halt,  so  daB  also  jeder  Punkt 
von  S  ein  7>innerer  Punkt"  ron 
aL  ist.1) 

Dann  scblieBen  wir  zunachst 
wieder;  ganz  wie  unter  a),  daB 
die  gesuchte  Kurve 


y 


X 


Yariafcion?   welcbe   den  Endpunkt  P 
Puakt  der  Kurve  (!,  dessen  Abszisse 


eine  Extremale  sein  mu8. 

Alsdann    "konstruieren     wir 

folgendermaBen    eine    zul'assige 

variiert.     Es  sei  Pt  derjenige 


J)  Vgl.  A  I  7  Mit  Hilf©  des  in  §  21,  a)  bewiesenen  Lemmas  Ufit  sich  leiclit 
zeigen,  dafi  fur  die  Probleme  mit  festen  Grenzen  ^ ,  a?2,  die  jetziige  Definition  mit 
der  fruheren  aquivalent  ist,  sowie  daB  wir  "bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ohne  Ein- 
sehrankung  der  Allgemeinheit  fur  21,  z  B.  den  Bereich  wahlen  konnen,  der  da- 
durck  entsteht,  daB  man  der  Nachbarschaft  (^)  der  Kurve  ©  noch  omen  Halb- 
kreis  mit  dem  Mittelpunkt  Pl  und  dem  Radius  Q  hmzufiigt  (siehe  Fig.  6). 
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1st.   Darni  wablen  wir  willkiirlicli  eine  Funktion  j](x)  von  der  Klasse  C', 
welche  den  Bedingungen 


0 
geniigt,  und  betrachten  die  Schar  von  Kurven 


welche  samtlich  durch  den  Punkt  _P2  gehen,  Eine  Kurve  dieser 
Schar  wird  dann  dnrch.  den  Punkt  P^  geten,  namlich  diejenige;  ftir 
welclie  der  Parameter  k  aus  der  Grleichung 


bestimmt  wird;  woraus  sicli 

7.  _  y(xi  +«)  _»  ,. 

A    -    ---  7  -  :  -  :  -   =  n.  \  C  ) 

TI(XI  +  B)  ^  <} 

ergibt.     Dann  stellt  die  Kurve 

®  :  V  8-B  y(»)  +  *(«)  i?(a?)  ,         %  ^  ^  <^  ^2 

ftir  jeden  hinreichend  kleinen  Wert  von  )  s  \  eine  zulassige  Variation 
von  (£  dar.     Da 


so   ist  &(0)  «=  0;    die  Kurve  ®  reduziert  sich  also  fiir  a~0  auf  die 
Kurve  S.     Ferner  merken  wir  noch  an,  dafi 


-y,  (57) 

0  1]!  V         ^ 

wenn  wir  zur  Abkiirzung  schreiben 


Wir  bilden  jetzt  das  Integral  Jg.     Dasselbe  ist  eine  emdeutige 
Funktion  YOU  s,  die  -wir  mit  <7(s)  bezeietnen,  so  da8 

y  + 

wobei  wir   besonders   liervorheben,    daB  jetzt  die  untere  Grenze  des 
Integrals  von  s  abhangt. 
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Die  Funktion  /(a),  die  sicn  fur  s  «  0  auf  J^  reduziert;  mufi  nun 
wieder  fur  s  =  0  em  Minimum  besitzen;    also  mufi 

JT(0)  -  0 

sein.     Nach   den  Eegeln  fur  die  Differentiation   eines  bestimmten  In- 
tegrals nach  einem  Parameter  erhalt  man  aber1): 


Wendet  man  nun  auf  das  zweite  Glied  unter  dem  Integral  die 
Lagrange'sche  partielle  Integration  an,  und  beachtet,  daB  die  Kurve  S 
erne  Estremale  ist,  so  erhalt  man  unter  Benutzung  von  (57) 

j-'(O)  «  -  j/fo,  yi,  j£)   +  (y\  -  /J/X^  ylf  O ,          (58) 

und  somit  das  Resultat: 

Im  PunJct  P±  mufi  jswiscken   den   Gefallen  der  beiden  Surven  (£ 

nnd  K  die  Relation  stattfnden 

/.^  ^  >,   ,   /--/- /  \  /.  /  /  \  __  r\  T59^ 

Wenn  diese  Bedmgung  erfullt  ist,  so  sagt  man,  die  Kurve  (£ 
seJmeide  die  Extremale  £  mi  Punkte  P±  transversal.*) 

Die  Gleictung  (59),  zusammen  mit  den  beiden  Gleichungen: 

fi(w       *v      n\  ->•-.-' .,  ft  I  f)  ( *V       f/      fit]  ^~^   I)l(/Y'j    ) 

(/VtVQj    Cv<    MJ   -~™  y 9  j  y\      1}        )    i)   ~^^  •'  \    Ix  -? 

bestimmt  im  allgememen  die  Abszisse  ^  des  Punktes  Px  und  die  beiden 
Integrationskonstanten  «,  /J  der  allgemeinen  Losung  der  Euler'schen 
Differentialgleichung. 

Bei  spiel  I  (sielae  pp.  1,  33,  41). 

Hier  lautet  die  Transversalitatsbedingung 
welche  besagt,  daB  die  Kettenlime 


J)  Da"bei  ist  stills cbweigend  vorausgesetzt,  daB  die  Ptmkfcion  f(x,  y^  y] 
rdcht  von  xl ,  y^  abhangt;  vgl  p  50  "and  §  34,  c) 

2)  Im  Grebrauch  des  Wortes  ^transversal'1  fblge  icli  OSGOOD,  Sufficient  con- 
ditions etc.,  p  112.  KNESEE,  von  dera  der  Ausdruck  herruhrt,  sagt  umgekehrt, 
S  wercle  von  (£  transversal  geschmtten 
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die  gegebene  Kurve  (I  im  Punkt  Px  orthogonal  schneiden  mufi;  wir  erhalten 
also  dieselbe  Bedingung  wie  im  speziellen  Fall  a).  *)  Dasselbe  Eesultat  gilt 
allgemein8)  fur 


Wir  bemerken  noch  fur  spateren  Grebrauch,   dafi   sich  aus  (58; 
der  folgende  Ausdruck  fur  die  totale  Variation  ergibt: 


A  J^  -  stffa,  yl9  y()  +  (y[  -  y'Jf^x,,  yl9  £)]  +  a(f)  .       (60) 

Wenn  statt  des  Punktes  P1  der  Punkt  P2  auf  einer  gegebenen 
Kurve  S  beweglich,  dagegeu  Pl  fest  1st,  so  fiihrt  eine  gauz  analoge 
Betrachtung  zu  der  entsprechenden  Bedmgung 

f(*»  y*>  2/2)  +  (2/2  -  yi)/^(«i,  2/2;  %)  -  0,  (69a) 

und  dem  Ausdruck 

ft,  s4)]  +  «(«).      (60  a) 


Smd  beide  Endpunkte  beweglicli,  PA  auf  einer  Kurve  S1;  P2  auf 
einer  Kurve  S3?  so  muB  die  gesucKte  Kurve  eine  Bxtremale  sem;  und 
es  mussen  gleichzeitig  die  beiden  Transverealitatsbedmgungen  (59) 
und  (59  a)  erfiillt  sein. 

§  8.     Der  allgemeine  (J-ProzeJB.3) 

Wir  knupfen  an  die  Entwicklungen  des  letzten  Paragraphen  eine 
Besprechung  des  allgemeinen  <J-Prozesses  ,  der  eine  so  tervorragende 
Rolle  in  der  alteren  Variationsrechnung  gespielt  nat  4)  In  §  4  haben 
wir  eine  vorlaufige  Definition  desselben  gegeben  fiir  spezielle  Varia- 
tionen  der  Form 


J)  Die  Bedmgung  (56)  kanu  als  Grenzfail  von  (69)  aufgefafit  werden,  fur 
^s«oo;  vgl.  iibrigens  die  Behandlung  dea  Problems  m  Paiameterdarstellung, 
§§  347  35. 

2)  Vgl.  dazu  Ubungsaufgabe  Nr    17  am  Ende  von  Kap.  III. 

8)  Wir  empfehleii  dem  Leser,  diesen  Paragraphen  vorlaufig  zu  nberschlagen 
und  erst  bei  Bedarf  darauf  zuriickzugreifen. 

4)  Bei  LAGRANaB  und  bei  alien  alteren  Autoren  ist  ,,calcul  des  variations41 
geradezu  identisch  mit  der  Theorie  des  tf-Prozesses,  und  die  Theorie  der  Ex- 
trema  bestimmter  Integrale  wird  als  Anwendung  dieses  Vanationskalkiils  aufgefafit. 
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und  ftir  den  Fall  fester  Endpunkte.  Wie  jedocli  schon  die  in  §  7 
gegebenen  Entwickelungen  zeigen,  kommt  man  nicht  burner  mit 
Variationen  dieser  einfaclisten  Art  aus;  und  es  wird  hanfig  notig, 
Variationen  von  dem  aligemeinen  Typus 

Ay  «  oi(x,e) 

heranzuziehen.  Es  soil  jetzt  gezeigt  werden,  wie  dabei  der  #-ProzeB 
zu  modifizieren  ist. 

a)  Die  erste  Variation: 

Es  sei 

K:  y-y(x),       xi^x^xz, 

ein  Kurvenbogen,  ron  dem  wir  voraussetzen,  daB  die  Funktion  y(x) 
von  der  Klasse  C'  ist  in  ein  em  Intervall  [.XjJSy,  das  nach  beiden 
Seiten  fiber  [X^]  Mnansreicht,  so  dafi  X1<o?1,  X3  >  ^3  . 

Die  Bndpuukte  des  Bogens  (£  seien  P^  und  P2  .  Wir  befcrachten. 
jetzt  eine  Sctar1)  von  Bogen  mit  emem  Parameter  s,  welcher  den 
Bogen  ©  als  Individuum  enth'alt  und  zwar  ffir  s  ===  0.  Eine  solclie 
Schar  konnen  wir  auf  unendlich  viele  Weisen  konstruieren,  indem 
wir  emfach  setzen 

y  -  y  (#)  +  «>  ($,  *)  =  2/(^7  £),       #i(*)  ^  ^  ^  ^s(«)  ,       (61) 

wobei  die  Punktionen  &(%,  i)3  ^i(^);  %%(?)  ^®n  Anfangsbedingungen 
gentigen: 

ca(^0)-Q  (62) 

^(0)-^,        ^(0)-^.  (63) 

tJber  die  Funtion  co  (x,  i)  maclien  wir  noch  die  weitere  Annahme, 
da6  sie  selbst,  so  wie  ikre  partiellen  Ableitungen  co^^  w9y  (DXS  existieren 
und  stetig  sind  in  dem  Bereich 


J)  Der  Gedanke,  die  zu  variieiende  Kurve  als  Individuum  einer  einpara- 
metrigen  Kurvenschar  aufzufassen^  riihrt  YOU  EULBR  her,  (Methodus  nova  et  factlis 
calculwm  variationum  tractandi,  Niovi  Commeiitarii  Acad  Imp.  Sc.  Petropoh- 
tanae,  Bd.  16  (1772),  auch  Instit.  Cctlc  Integr  ,  Bd,  4,  Suppl.  XI).  Derselbe  ist  von  der 
groBten  Wichtigkeit  far  die  Variationsrecimung  gewesen,  da  er  den  L  agr  ange'scben 
,,yariationskaltiilu  auf  emen  Differ  entiationsprozeB  jeduzierte  "and  dadurch  fiber- 
hanpt  erst  auf  eine  feste  G-rundlage  stellte  Zngleich  ist  er  aber  auch.  von  nach- 
teiligem  EinfluB  gewesen,  insofern  er  zu  dem  naheliegenden  Irrtum  fuhrte,  daB 
man  glaubte,  auf  diese  Weise  den  allgemeinsten  Anedruck  emer  Variation 
zn  erhalten  (vgl.  §  15,  a). 
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wofern  die  positiven  GroBen  fc,  ^  —  X1?  X2  -  x2  Mnreictend  klein 
gewahlt  ^  warden  Daraus  folgt  dann,  daB  auch  coex  in  demselben  Be- 
reicli  existiert  und  gleich  co^  ist.1) 

Von  den  beiden  Funktionen  x^(s},  ^(s)  setzen  wir  auBer  der 
Gleichung  (63)  noch  yoraus,  daB  sie  in  dem  Bereich  |  e  \  ^  Jc  yon 
der  Klasse  G'  sein  sollen 

Wir  variieren  nun  den  Bogen  (£,  indem  wir  ilin  durcli  einen 
Bogen  S  der  Schar  (61)  ersetzen.  Eine  solciie  Variation,  welche 
alle  soeben  angefiihrten  Be- 

dingungen  erf  iillt,  wollen  wir  erne  L 

»Normal-Variat%orit  nennen. 2) 

Jetzt  sei  cp  (x,  y,  y')  irgend 
eine  Funktion  yon  x,  y,  yr 
welche  yon  der  Klasse  G'  ist 
in  einer  gewissen  Umgebung  SI' 
der  Knrye 


Fig    7 


im  Raum  der  Variabeln  x,  y,  yf .      Wir    substituieren    darin   y  +  &, 
y'  +  a'  fur  y,  y'  und  bezeichnen8) 


Alsdann  definieren4)  wir 

*9>-*($7 


(64) 


^  Nach  A  IV  7 

2)  Abweickend  von  KNBSER,  Lekrluch,  p.  91. 

8)  Akzente  sollen  Differentiation  nacn  x  aucn  dann  bezeiclinen,  wenn  neben 
x  andere  Variable  vorkommen,  also  hier:  CD'SZ^CO  ,  o'^o  nsw. 

4)  Definition  und  Bezeichnung  sind  sahwankend.  Die  Her  gegebene  De- 
finition (von  <f  9  schlieBt  sich  an  die  von  JOKDAN,  Cours  d> Analyse,  El,  Nr.  348 
fiir  Variationen  der  speziellen  Form  e^  gegebene  Definition  an.  EULER  und 
nach  ihm  STEaBMANN  (I/eW 

(1881)  p.  76)  defmieren-  ^qp  =  (-J?)  ds      Dagegen  definieren  OHM.  STKAUCH  und 

\VS/Q 

MOIG-NO:  <y<p==/_  j     wofur  STEGBMANN  den  Ausdruek  „  Variations  quotient4*  und 
das  Zeichen  <f   gebraucht. 
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Falls  <p  Entwicklung  naeli  Potenzen  von  e  zulaBt: 
(p  -  9?  +  s  ipt  +    j  (p2  H  ---- 


so    ist  <J<)p  identisch.   mit  dem  Grlied  erster  Ordnung  e<pt    in    dieser 
Entwicklung. 

Wenden    wir   dies   insbesondere   auf  die  Funktionen  cp  =  y   und 
9  ==«  y    an  so  komrcit 

8y  =  €CDf(a?,0),         (J/  -  e&9&,fy  (65) 

woraus  wegen  GD^,  =*  O3aa.  folgt: 


Die  Operationen  der  Variation  und  Differentiation  sind  also  ver- 
tausehbar.     TInter  Benutzung  yon  (65)  wird  jetzt 

dv-V^y  +  tyd!/  (67) 

Wir  betrachten  weiter  das  Integral 


y,  y)  ax 

unter  der  Voraussetzung,  daB  die  Funktion  /*(#,  y,  y'*)  in  einer  ge- 
vrissen  Umgebung  der  Kurve  (£'  von  der  Klasse  Gf  ist.  Dieses  Inte- 
gral, genommen  entlang  einer  Kurve  &  der  Sohar  (61)  ist  eine 
Funktion  von  £,  die  wir  wieder  mit  J(i)  bezeichnen: 

J~(i)  =====  /  f(x>  y(x}  +  G)(ft9  e),  y'(x)  +  o/(#,  £)]  dx 
Dann  defmieren  wir  analog: 

fj   T/-N\ 

(68) 


den  tiber  die  Funktionen  y,  co,  xly  x%  und  f  gemacliten  An- 
natmen  diirfen  wir  bei  der  Differentiation  Ton  J(s)  die  gewohnliclien 
Regeln1)  iiber  die  Differentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach. 
einem  Parameter  anwenden^  wobei  insbesondere  zu  beachten  ist,  daB 
jetzt  auck  die  Grenzen  von  s  abhangen.  Definieren  wir  noch 


so  ergibt  die  Ausfiihrung  der  Rechnung: 
a)  Vgl    A  V  7 


§  8.    Der  allgemeine  tf-Prozefi.  49 


oder,  wenn  man  das  bestimmte  Integral  in  der  ftblichen  Weise  durch 
partielle  Integration  umformt  (die  Znlassigkeit  der  letzteren  yorans- 
gesetzt) 


-  ffa,  Vi  ,  yi)  dxt  -  fyt  (as,,  &,  /J  (8y\  ;  (70) 

dabei  bedeutet  (8y\  den  Wert  yon  Sy  fur  a  =  x%,  also 

(8y\  -  £o)f(^,  0),         (*y)2  -  sco.fo,  0)  .  (71) 

Dagegen  bezeichnen  wir 


Da 

d.y*  -  ^y(^ie)  _  tf(*  £\^i 
ds  -     ^e    -  y  l^  £)  ds 

so  ist 


Die  Variationen  d(y^)  pflegt  man  ,,gemischte1}  Variationen"  zu 
nennen,  im  Gregensatz  zu  den  sogenannten  Bremen  Variationen"  ($y\. 

Ftihrt  man  mittels  der  Relationen  (73)  in  der  Formel  (70)  die 
gemischten  Variationen  statt  der  reinen  ein?  so  erhalt  man  schlieBlicli: 


*,iti 


(74) 


J)  tJlDer  reine  und  gemischte  Variationen  vgl.  KNESEBT  Uncydopddie,  H  A  p  576, 
xind  STEGEMANN,  LefMrbutih,  §  56  und  wegen  der  verschiedenen  dafur  gebraucnten  Be- 
zeieliniingen  die  Vorrede  zu  letztexem,  p  YII.  Noch,  anders  bezeichnet  ERDMANN, 
Schldmilch's  Zeitschrift,  Bd.  XXII  (1878), p.363  Er  schreibt  [Jy,],  *ytIBU:  ^(^), 
(^2/)»  reap.  In  Fig  7  ist  annahernd-  (dy\  =  P^L^  &(yz}  =  MPs. 

Anf  die  ?,Vanation  der  unabhangigen  Vanabeln">  die  bei  den  stlteren 
Antoren  iiber  Yariationsredhming  erne  groBe  Eolle  gespielt  hat,  gehen  wir  hier 
nicht  ein  Sie  hat  viel  Unklarheit  in  die  Yariationsrechnung  gebiacht,  und  man 

33  o  1  z  a ,  Vanationarechnung  4 
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Bei  maucnen  Aufgaben1)  hangt  die  Funktion  f  auBer  von  x,  y,  y 
aueh  nock  ron  den  Koordinaten  der  beiden  Endpunkte  ab.     Es  ist  dann 


Daher  muB  man  dem  Ansdruek  (70)  oder  (74)  fur  dJ  jetzt  nocli  das 
Zusatzglied 

*f  *~   ,  »f  *,..\  ^jL$X2  +  jLs(^))dx 


Mnzufiigen,  das  sich  unter  Benutzung  von  (73)  auch  schreiben  laBt2) 
»a 
''W   ,  „.'  i 


Die  bisterigen  Deflnitionen  und  Resultate  lassen  sich  unmittelbar 
auf  den  allgemeineren  Fall  von  Variationen  iibertragen^  welche  von 
mehreren  Parametern  £17  £2?  .  .  .,  sm  abliangen,  wobei  man  iiber  die 
runktionen0(^£1;£27  ...,  fij,  ^(s±9s^...f  ej,  #a(*i,*j,,.  -,  O  die 
den  obigen  analogen  Annahmen  zn  machen  hat 

Fur  diesen  Fall  soil  definiert  werden: 


-.-.(!?).+'.©.+  •••+<,©, 


kann  vollstandig  ohne  sie  auskommen^  um  so  mehr  als  der  ihr  zugrunde  liegende 
Gedanke  in  der  Parameterdarstellung  semen  Ausdruek  findet  Bine  rationelle 
Begrundung  der  Yariation  der  unabhangigen  Yariabeln  findet  man  bei  JORDAN, 
Cours  d* Analyse,  HI,  Nr  351. 

*)  Dies   tritt  bei   der  Aufgabe  der  Braclustochrone  eint    bei   welcher  das 
Integral 


•^a 


611X6 


zu  einem  Minimum  zu  maehen  ist     Ygl,  §  34,  c). 
2)  Ygl.  LiNDELOF-MoiG-No,  loc   cit.  Nr  63 


§  8     Der  allgemeine  <?-ProzeB.  51 

Mit  dieser  allgemeineren  Bedeutung  des  Symbols  d  bleibt  dann 
aucli  die  Formel  (74)  giiltig. 

Die  im  vorangenenden  entwickelten  Begriffsbildungen  lassen  sich 
ohne  weiteres  auf  Yanationsprobleme  tibertragen,  in  welchen  mehrere 
unbeTcannte  Funktionen  von  x  vorkommen.  Fur  das  Integral 


ernalt  man  so  im  Fall  fester  Grrenzen  a?1?  #2?  wenn  man  die  Kurve 

®:  S/,  =  y,(«);         ^^^^^2,         e«  1,2,  ...,», 

im  Raum  der  Variabeln  x,  y15  .  .  .,  yn  durcb.  die  Kurve 


ersetzt: 


wobei 

3  fi 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daB  die  Funktionen  y%(x)  im  Intervall 
D^i^a]  von  ^er  Klasse  Orr  sind,  und  daB  die  Funktionen  co£(#,  s)  die- 
selben  Eigenschaften  besitzen,  "wie  oben  die  Funktion  &(x,s). 

Wenn  insbesondere  die  Kurve  K  eine  ^Extremale"  ist,  d  n.  wenn 
die  Funktionen  yjx)  dem  System  von  Differ entialgleichungen 

gen ti gen,   so  reduziert  sich  der  Ausdruck  fur  die  erste  Variation  auf 

(78) 


und  daraus  erkalt  man1)  nach  der  Definition  der  Ableitung  die 
folgen.de  Fundamentalformel  fur  die  Variation  ernes  Eccftremaleribogens 
bei  festen  Grenzen  xv  #2: 

--  (79) 


x)  Vgl    dazu  Gleichung  (21). 
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b)  Die  Mlieren  Variationen: 

Wir  scblieBen  bieran  eine  kurze  Bespreehung  der  hoheren 
Variationen.  Da  es  sicn  dabei  wesentlicb.  mn  formale  Entwicklungen 
hahdelt,  wollen  wir  der  EinfacKheit  halber  annehmen,  daB  alle  auf- 
tretenden  Funktionen  und  Ableitungen  in  den  in  Betracht  kommenden 
Bereiclien  existieren  und  stetig  sind,  daB  alle  vorkommenden  Reihen- 
entwicklungen  konvergieren,  und  dafi  liberbaupt  die  gewohnlichen 
Regeln  der  formalen  Differential-  und  Integralreclinung  anwendbar  sind. 

Wir  betrachten  —  etwas  allgeineiner  als  bisher  —  eine  Funktion 
(p  (#,  y}  y  ,  . . .,  yW)  von  x,  y  und  einigen  Ableitungen  von  y.  Wir 
ersetzen  darm  y  durct  y(%,  e)  und  dementsprectend  yW  durch  y  ^(a;,  s). 
Die  so  entstehende  Funktion  von  x  und  s 

entwickeln  wir  nacb.  Potenzen  von.  a;  es  sei 

—  ,      £  £2  , 

Alsdann  l^eifit1)  die  GroBe  sn<pn  die  nte  Variation  von  (p  und  wird  mit 
Sn(p  bezeich.net;  also 


Insbesondere  ist  demnach 


also 

Fiir   die  Variationen   niedrigster    Ordnung2)    von  <p    erhalt  man 
nach  den  Regeln  fur  ^die  Differentiation  zusaiamengesetzter  Funktionen 


(82) 
wofiir  wir  auch  in  der  iiblichen  Symbolik8)  scHreiben 

x)  Vgl   Fnfinote  4)  auf  p  47. 

2)  Eine  independente  Darstellung  fur  dny  findet  sich  fxir  ^?  =  2  bei  EEDMANK, 
SchlomilcJb's  Zeitschrift,  Bd  XXYI  (1881)  p.  76. 

s)  Vgl   z.  B   JOMDAN,  (7owrs  d} Analyse,  I,  Nr  129  und  253. 


§  8,    Der  allgemeine  WProzeB  53 

7j — |-  $/ pp  +     •  -j-  $y(p)        \  & : 
ferner 

*-.  +  8inr-,  +  .  -  +  6^.-,,  „+         ^ 


In  ganz  analoger  Weise  wird  $»J  definiert;  wir  entwickeln  das 
Integral : 


Xl 


nach  Potenzen  von  «: 


dann  heifit  £w  Jn  die  nte  Variation  des  Integrals  J  und  wird  rait  dnj 
bezeichnet.    Es  ist  also  wieder 


. 

=  0 


daraus  ergibt  sich  der  explizite  Ausdruck  VOE  Sn  J  nach  den  gewohn- 
lichen  Regeln  fur  die  Differentiation  eines  Integrals  nach  einem  Para- 
meter; z.  B.  findet  man1)^  wenn  man  noch  definiert 


fd^,   (86) 
wobei  nach  (83) 


!)  Znerst  von  EKDMANN  gegeben,  Schldmilch's  Zeitschrift,  Bd.  XXm 
(1878)  p   363. 


Zweites  KapiteL 
Die  zweite  Variation  M  der  einfachsten  Klasse  yon  Anfgaben. 

§  9.     Die  Legendre'sclie  Bedingtmg. 

Nacli  Integration  der  Euler'schen  DifferentialgleicHung  und  Be- 
stimmung  der  Integrationskonstanten  erhalt  man  im  allgemeinen  eine 
gewisse  Anzahl1)  von  Kuryen,  als  die  emzig  moghchen  Losungen  des 
yorgelegten  Problems;  d.  L  wenn  es  uberhaupt  Kurven  gibt,  welche 
das  Integral  J  zn  einem  Minimum.  maeh.en;  so  rniissen  dieselben  nnter 
den  so  gefundenen  enthalten  sein.  Wir  haben  jetzt  jede  einzelne 
dieser  Kuryen  daraufhin  zn  untersuehen;  ob  sie  wirklicli  ein  Minimum 
liefert  oder  niaht. 

a)  Allgemeines  iiber  die  zweite  Variation: 

Wir  nehmen  also  an?  wir  liatten  eine  Extxemale2)  der  Klasse  C" 
gefunden?  welclie  durcli  die  beiden  gegebenen  Punkte  Pt  und  P2  geb.t; 
sie  moge  mit  @0  bezeicb.net  werden;  und  sei  durcli  die  Q-leicliung 


dargestellt.    Wir  neLmen  tiberdies  an;   daB  (£0  ganz  im  Innern  des 
Bereiclies  91  liegt. 

Wir  variieren  jetzt  die  Kurve  @0  ganz   wie   in  §  4;  wobei  wir 
.uns  wieder  auf  Variationen  der  speziellen  Form  co  =  sy  beschranken. 

1)  Die  AnzaKL  kann  anch  unendlicTa  sem;  es  kann  andererseits  aber  aucli 
unmdglicli  sein,  die  Integrationskonstanten  den  Anfaagsbedingungen  entsprecherid 
zu  bestimmen,  vgl.  p.  32,  PuBnote  l) 

2)  Hierin  ist  stets  imphzite  die  Annahme  enthalten,  daB  der  Differential- 

quotient     —fy'  existiert. 


§  9.    Die  Legendre'sche  Bedingung  55 

Dann  rrniB,    wie  schon  in  §  4  bewiesen  worden  1st,   in  der  dort  be- 
nutzten  Bezeichnung1) 


sein,  falls  @0  wirblicL  ein  Minimum  liefert.  Pitta-en  wir  die  Diffe- 
rentiation aus;  wobei  wir  nach  unseren  Annahmen  liber  die  Funktionen 
f  und  y  wieder  die  gewokalicken  Eegeln  fur  die  Differentiation  ernes 
bestimmten  Integrals  nacb.  einem  Parameter  anwenden  diirfen,  und 
setzen  zur  Abktirztmg 


(2) 


so  kommt 

(3) 


afeo  m  JPaZZ  ^^^^5  Minimiums 


x  4) 

sew  ^wcZ  ^^?ar  far  afe  Funldionen  y  der  Klasse  Cr,  welche  in  x^  und  %2 
verschwinden. 

Aus  unseren  Annahmen  fiber  die  Funktionen  f  und  y  f  olgt  3); 
dafi  die  drei  Punktionen  P;  (?;  J?  stetig  smd  in  [^^J.  Wir  nehmen 
in  der  Polge  an,  daB  sie  nicbit  alle  drei  identiscb  verscliwiiLden  in 


b)  Legendre's  Transformation  der  zweiten  Variation: 
In  dem  speziellen  Pall,  wo  P  =  0;  Q  =  0,  kann  man  nnmittelbar 
iiber  das  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  entscheiden;  derm  dann  ist 


und    man    schliefit    Ieicbt3);    dafi    im    Pall   eines   Minimums   E  ^  0 
sein  nruB. 


1)  Im  Fall  eines  MaxiDTams  lautet  die  Bedingung  natiirlich 

2)  Nacli  A  m  4. 

8)  Vgl.   uaten.    Dieser   spezielle   Fall  liegt   z   B    bei   Hei  spiel  VI  vor- 
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Anf   diesen  speziellen  Fall  hat  LEGENDEE*)  die  Diskussion  des 
allgemeinen  Falles  durch  folgenden  Kunstgriff  zuriickgefuhrt: 
Br  addiert  zur  zweiten  Variation  das  Integral 


wo  w  eine   vorlaufig   willkiirliche  Funktion    von  x  ist.     Das  Integral 
ist  gleich  Null;  denn  es  ist  gleich 


% 


un.d  ^  verschwindet  in  x^  und.  xr     Daher  ist 


2  dx  . 


Und  nunmelir  bestimmt  Legendre  die  bislier  willktirlicli  ge- 
lassene  Funktion  w  durcl.  die  Bedingung,  dafi  die  Diskriminante  der 
quadratiscKen  Form  in  TJ,  rf  unter  dem  Integralzeicken  yerscliwindet2), 
d.  la.  so  dafi 

w'}~0<,  (5) 


dies  reduziert  d2J"  auf  die  Form 

*» 
d2  J=  a2  J  B^'  -f       ^  fl^  .  (6) 

*i 

Hieraus  schliefit  Legendre^  da8  M  sein  Zeichen  niclit  wechsehi  darf 
in  [^!^2];  un^-  ^a^  alsdann  d*J~  dasselbe  Zeichen  hat  wie  It. 

Schon  LAOEAN"<^ES)  hat  gegen  diesen  SchluB  den  Einwand  er- 
hoben,  da6  Legendre's  Transformation  stillschweigend  voraussetzt^ 
dafi  die  Differentialgleichung  (5)  ein  Integral  besitzt^  welches  im 
Intervall  [^^2]  endlich  und  stetig  ist 


x)  LEGBNDKB,  „  Memoir  e  sur  la  manure  de  distingue?  Us  maxima  des 
dans   le  calcul  des   variations",    Memoir  es  de  VAcademie  des  Sciences,  1786;  in 
STACKER'S  tJbersetzung  in  OSTWALD'S  Klassiker  usw.  Nr.  47,  p.  69 

2)  Eine  von  LAGEANGE  herriiliiende  Modifikation  dieses  Schlusses  wird,  wexter 
unten  (§  15,  b))  zur  Sprache  kommen 

s)  Im  Jahr  1797,  vgl    CEuvres,  Bd.  IX,  p    303 


§  9.    Die  Legendre'sche  Bedingung.  57 

Trotzdem  laBt  sich  durch  eine  leichte  Modifikation  des  Beweises 
der  erste  Teil  des  Legendre'sehen  Schlusses  vollig  strong  beweisen, 
d.  h.  der 

Fundamentalsatz  II:   Soil  die  Extremale 

y  =  y(x) 

ein  Minimum1)  fur  das  Integral  J  lief  em,  so  mufi  sem 

(a$^Q    in    foaj.  (II) 


Be  we  is2):  Angenommen,  es  sei  R(e)  <  0  in  einem  inneren 
Punkt  c  des  Intervalls  [%i%^\-  Dann  konnen  wir  ein  Teiliatervall 
Ki£a]  von  \-x\.x*\  angeben,  fur  welches  gleichzeitig  die  beiden  folgenden 
Bedingungen  erfiillt  sind: 

1.  E(x)  <  0  im  ganzen  Intervall  [^|2]. 

2,  Es  gibt  ein  partikulares  Integral  w  der  Differentialgleiclaung  (5), 
welches  in  [ijig]  von  der  Klasse  Cr  ist. 

Denn  da  B(x)  stetig  ist  in  [^^2]  ul1^  -B(c)  <  ®>  s°3)  konnen  wir 
ein  ganz  in.  [^#3]  enthaltenes  Intervall  [c  —  S,  c  +  8~\  angeben,  in 
welchem  R(%)  <  0.  Losen  wir  jetzt  die  DifferentialgleiclLung  (5) 
nach  w  auf: 

dw        -p  j_  (Q  +  ^)2  r?^ 

__^.^  +  _^_  Vi; 

und  verstehen  wir  unter  w0  irgend  emen  Wert  von  w,  so  ist  die 
rechte  Seite  von  (7)  eine  Funktion  von  x  und  w,  welche  in  der 
Fmgebung  der  Stelle  x  *=>  c,  w  =  w^  stetig  ist  und  eine  stetige  Ab- 
leitxmg  nach  w  besitzt  Daraus  folgt^  aber  nacb.  dem  Caucby'sclien 
Existenztb.eorem4)?  da6  es  ein  Integral  von  (5)  gibt,  welches  fftr 
x  =  c  den  Wert  w  =  w0  annimmt;  und  welches  in  einem  gewissen 
Intervall  [c  —  if,  c  +  Sf]  von  der  Klasse  C'  ist.  Bezeichnet  dann 
[g^g]  das  kleinere  der  beiden  Intervalle  [c—  8,  c  +  d~]  und  [c  —  <f; 
c  +  8'~],  so  sind  in  der  Tat  in  [^gj  die  beiden  angegebenen  Be- 
dingungeu  erfullt.  Nunniehr  w'ahlen  wir  77  =  0  aufierhalb  [IJg]  und5) 
«  _  2  _  2  in  ||.  Die  so  definierte  Funktion  <v\  liefert 


J)  Tiir  ein  Maximum  lautet  die  Bedmgung  naturlioh 
*)  Nach  WEIERSTRASS,   Vorlesungen,  1879, 
s)  Nach  A  IH  2 
4)  YgL  §  23,  a). 

6)  Wtbrde  man  73  =  (a?  —  &)  (a—  ia)  wahlen,  so  hatte  i]'  Unstetigkeiten  in 
und  ia,  und  eine  ITebenbetrachtung  wie  in  §  14,  c)  ware  notig 
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eine    zulassige  Variation   der  Kurve  @0;    da   sie   in   [xtx^\   von   der 
Klasse1)  Gf  ist  und  in  xl  und  x9  verscliwiiidet. 
Fur  diese  spezielle  Funktion  ^  wird  aber 

f  Rtf^dx . 

Auf  dieses  Integral  ist  aber  wegen  der  Eigenschaften  des  Intervalls 
~  die  Legendre'sche  Transformation  anwendbar,  und  wir  erhalten 


in  [^ij,  so  ist  dV^O;  wegen  der  Stetigkeit  samtlicher  au£- 
tretender  Fnnktionen  konnte  nur  dann  das  Grleiclilieitszeiclien  gelten,  wenn 
^^Ci5  SQ  identisch  im  ganzeB  Interrall.  Das  ist  aber 

-Ct 

mcht  mSglieh;  denn  dividiert  man  tf'  +  ^g-^  dnrch.  (57  —  IJ  (x  —  12) 
und  lafit  ^  sich  der  Grenze  |x  naliern,  so  nahert  sick  der  Quotient 
dem  von  Null  verscliiedenen  Wert  2(|x  —  la)« 

Somit  ware  6s  J  fur  die  betrachtete  Yariation  negatir^  was  un- 
moglich  ist,  wenn  @0;  wie  wir  roraussetzen,  das  Integral  J"zu  einem 
Minimum  macht.  Es  muB  also,  zunachst  im  Innern  des  Intervalls 
[^t^2]  und  dann  wegen  der  Stetigkeit  von  JJ  auch.  in  den  Endpunkten 
R(x)  5  0  sein?  was  zu  beweisen  war 

Indem  wir  den  AnsnahmefalP),  in  welchem  E(x)  in  Punkten  des 
Intervalls  [^^]  verschwindet,  beiseite  lassen?  werden  wir  m  der  Folge 
vormssetzen,  daft  die  Extremale  @0  die  Bedingwg 

jRO)>0    in    [a^a^]  (IT) 


Eine  Folge  dieser  Annahme  ist,  daB  y"(x)  im  ganzen  Intervall 
2]  existiert  und  stetig  ist,  wie  in  §  5?  d)  gezeigt  worden  ist. 
Daraus  folgt  weiter,  dafi  nicht  nur  die  FunUionen  P,  Q?  R,  sondern 
auch  ihre  ersten  AUeitungen  in  [fl^]  stetig  sind* 


*)  Vgl  p.  26,  PuBnote  2) 

*)  EinBeispiel  dieses  AusnahiGefa.lls  betrachtet ERDMANN,  Sclilbmilch's  Zeit- 

scbrif  t,  Bd  XXIII  (1878),  p.  369,  namlich.  /==  y'*  cos2^,  wenn  ^  <  -^- 
dazu  die  Ubungsaufgaben,  Nr.  27—32 


§  10     Die  Jacobi'sehe  Differentialgleielrung.  59 

Bine  weitere  Folge  der  Voraussetzung  (II')  1st,  daB  die  Losung 
y^ytx}  der  Euler'schen  Differentialgleiehung  sich  nach  beiden 
Seiten  Ixin  fiber  das  Intervall  [a%#2]  auf  ein  etwas  weiteres  Interval! 
KZg]  fortsetzen1)  laBt  (X1  <  xly  #2  <  Z2)?  und  zwar  derart,  daB 
auch  in  dem  erweiterten  Intervall  [3^2^]  die  Ungleichung  (IP)  er- 
ftiUt  ist  und  P,  Q,  R  von  der  Klasse  Cf  sind. 

Bei spiel  I:    (Siehe  pp    1,  33)     /" 

Hier  ist 

f  _0     f  — IL 

tyy-»,       /^-v_ 

Perner  ist,  wenn  wir  mit  cf0,  ^0   ein  den  Anfangsbedingungen  (39)  von  §  6  ge- 
niigendes  Wertsystem  der  Integrationskonstanten  a,  ft  bezeichuen, 


woraus  sich  ergibt 


Da  wir  voraussetzen,  daB  3/>0  (vgL  p    17),  so  folgt,  daB  «0>0  und  daher  ist 
die  Bedingung  JK>0  for  jedes  ^  erMlt  2) 


§  10.     Die  Jacobi'sche  Bifferentialgleichung. 

Wir  haben  jetzt  den  zweiten  Teil  des  Legendre'sclien  Sehlusses 
zti  priifen,  welcher  besagte,  daB  auch  untgekehrt  allemal  (J2J">  0; 
wenn  E  >  0  in  [x^x^\. 

Der  SchluB  ist  riclitig;  wie  unmittelbar  aus  den  vorangehenden 
Entwicklungen  folgt  3  wenn  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (5) 
existiert,  welches  im  ganzen  Intervall  [^^2]  stetig3)  ist;  er  ist  da- 
gegen  falsch,  wie  wir  in  §  14  sehen  werden;  wenn  kein  solches  Inte- 
gral existiert. 

a)  Rednktion  der  Legendre'sclien  Differentialgleiclmng  auf  die 
JacoM'sclie; 

Die  ganze  Entscheiduug  hangt  also  von  der  Integration  der 
Differentialgleichung  (5)  a"b. 

Da  ist  es  denn  zunachst  von  Wichtigkeit,  daB  die  Legendre'sche 
Differentialgleichung  (5)  zur  Klasse  der  Riccati'schen  Differential- 

J)  Im.  Sinne  der  Theorie  der  Differ entialgleichnngen,  siehe  §  23,  d). 
2)  Hierzu  die  Ubiwgsaufgaben  Nr.  2 — 12,  35 — 40  am  Ende  yon  Kap.  III. 
s)  Da  E^=09  so  folgt  nach  (7)  die  Stetigkeit  von  w'  aus  derjenigen  von  w. 
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gleidmngen  gehort  und  sicTi  daher  anf  eine  homogene  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  reduzieren  laBt,  wie  zuerst 
JACOBI1)  bemerkt  hat. 

Dies  gesehiett  mittels  der  Substitution 

W—Q-S£,  (8) 

durcli  welche  (5)  iibergeht  in2) 

<»  <9> 


Wir  werden  diese  Differentialgleicimng  die  Jacol)tfsche  Differential- 
gleichung nennen  und  ilire  linke  Seite  mit  W(w)  bezeichnen 

Fiihren  wir  die  Differentiation  ans;  so  konnen  wir  (9)  auch 
sclxreiben 


Nach  den  am  Eude  von  §  9  gemachten  Bemerkungen  sind  die  Koeffi- 
zienten  der  Differentialgleiohung  (10)  im  Intervalle  [XXX2]  stetig. 
Daraus  folgt  nach.  allgemeinen  Existenztlieorenien  liber  Imeare 
Differentialgleicliungen  (§  11,  a)),  daB  jedes  Integral  der  Differential- 
gleichung  (10)  im  Interralle  [^.X^  von  der  Klasse  C"  1st.  Also 
ist  die  durcL  (8)  definierte  Funktion  w  in  [^^3]  von  der  Klasse  C', 
sobald  u  im  ganzen  Intervalle  [%^2]  von  Null  versctieden  ist.  Unser 
frliheres  Resultat  lafit  sich  jetzt  also  so  aussprechen: 

Wenn   JS>0    in    [^^J,    so    ist  ^2J>0  fur  alle*}  zulassigen 
?,   vorausgesetet,   daft   es   ein  partiJculares  Integral  u  der 


x)  JACOBI,  »Zwr  Theone  derVanationsrechnung  wnd  der  ^fferentialgleicliungen" 
Journal  fur  Mathematik,  Bd  XVII  (1837),  p.  $8;  aucti  von  STACKEL  nerans- 
gegeben  in  OSTWALD'S  Klassiker  usw.t  NT.  47,  p,  87  JACOBI'S  Abhandlung,  welclie 
ubngens  aucL.  den  allgemeineren  Fall  behandelt,  wo  die  Funktion  f  holiere 
Ableitungen  von  y  enth'alt,  bezeichnet  einen  Wendepunkt  in  der  Geschichte  der 
yanationsiechntiiig.  JAOOBI  gibt  jedoch  nur  kurze  Andeutungen  der  Beweise; 
ausfiihrliolie  Beweise  sind  von  DELATJNAY,  SFITZEB,  HBSSE  und  anderen  gegeben 
worden  (vg-1.  die  Literaturnachweise  bei  PASCAL,  loc  cit  p.  C3  und  KNESJBR, 
IEncyclopad^e  IL  A.,  p  588 — 591)  Unter  diesen  Koxamentaren  zu  Jacobi1^  Ab- 
handlung ist  der  vollstandigste  der  von  HESSE  (Journal  fur  Matnematik7 
Bd  L1V  (1857),  p  255),  dessen  Darstellung  wir  hier  folgen.  Jacobi's  ftesultate 
siud  axif  das  allgemeinste  Problem  fur  eiiifache  Integrale  von  CLMBSCH  und 
A  MAYEB  ausgedehnt  worden  (vgl.  die  von  PASCAL,  loc  cit.  p  64,  65  gegebenen 
Zitate  und  JORDAN,  Gours  d3 Analyse,  III,  ¥r  373 — 394) 

^  Kan  beacnte,  daB,  wie  oben  gezeigt,  die  Ableifcungen  Qf,  R'  existieren 
und  stetig  sind. 

s)  Naturhch 
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Jacobi'sehen  Differentialgleichung  (9)  gilt,  welches  im  gangen  Intervall 
:2]  von  Nidi  verscMeden  ist. 
Falls    es    ein   solches   partikulares   Integral  u  gibt,   so  laBt  sicli 

aucL.  sckreiben 

52 

'"''        "/N2  lx,  (11) 

wie    man  sofort  sielit,  wenn  man  in  (6)  mittels  der  Sabstitution  (8) 
die  Funktion  u  statt  w  einfukrt. 

b)  Jac obi's  Transformation  der  zweiten  Variation: 

Wenn  es  dagegen  kein  partikulares  Integral  der  Jacobi'sclien 
Differentialgleicliung  gibt,  welches  im  ganzen  Intervall  [^  rr J  von  Null 
verschieden  ist,  mit  anderen  Worten,  wenn  jedes  Integral  von  (9) 
mindestens  in  einem  Punkt  von  [^#2]  verschwindet,  so  ist  die  Le- 
gendre'sclie  Transformation  der  zweiten  Variation  nicht  anwendbar 
und  wir  kommen  also  auf  diesem  Wege  zu  keiner  Entscheidung  tiber 
das  Vorzeicben  der  zweiten  Variation. 

Hier  setzt  nun  eine  zweite,  von  JACOBI  Lerriikrende  Trans- 
formation der  zweiten  Variation  ein,  die  uns  auch.  fur  diesen  Fall 
AufsctduB  tiber  das  Vorzeicben  der  zweiten  Variation  geben  wird. 

Es  bezeicbne  [|x  |2]  entweder  das  Intervall  [^  o?2]  selbst  oder  ein 
Teilintervall  von  [^  a?2]  und  es  sei  ^  auBerhalb  [^  |2]  identisch.  ISTull, 
und  in  [li^]  gleich  einer  Funktion  der  Klasse  (7'r,  welche  in  ^  und 
£2  verschwindet. 

Bezeicbnen  wir  dann  'mit  2  SI  die  in  bezug  auf  ??;  if  quadratische 
Form 


und  wenden  den  Euler'sclien  Satz  liber  homogene  Funktionen  an;  so 
konnen  wir  S2J  in  der  Form  sckreiben: 


Dieses  Integral  konnen  wir  jetzt  —  ganz  so  wie  den  abnlich 
gebauten  Ausdruck  fiir  6J  in  §  4  —  durck  partielle  Integration1)  des 
zweiten  GHLiedes  umformen.  Wir  erhalten  so: 


J)  Die  partielle  Integration  ist  stattliaft,  da  nach  den  gemachten  Annahmen 

a^     n 

w-Q*' 

im  Intervall  [^  |2]  von  der  Klasse  Cf  ist. 
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T      d&'f*   I        C     (%&  d      d&\    7      } 

U-—    4.  l«(-3  --  -j—^r-Adx  - 
L'd^J  '\0f?        dor  dnt       J 


Da  T?  in  ^  und  |2  verschwindet,  Hud  da 
d&        d   d&         •  \ 


so     ergibt     sich.    hieraus     der    folgende    Ausdruck     fur    die    zweite 
Variation; 

^2 

,  (12) 

giiltig  ftir  jede  Funktion  17  ron  den  angegebenen  Eigenschaften 

Auf  Grrund  der  Formel  (12)  konnen  "wir  jetzt  dem  unter  a)  aus- 
gesprochenen  Resultat  das  folgende  als  Gegensttick  zur  Seite  stellen: 
Wenn  die  J~acobi'scheDtfferentialgleichung  (9)  ein  partikulares  Integral  ut 
lesiUtj  welches  in  zwei  Punkten  |1?  §2  des  Intervalls  [%^2]  verscliwmdety 
so  kann  man  durch  passende  Walil  der  Funktion  ^  die  gweite  Variation 
gleicti  Null  macJ'ien. 

Dazu  braucht  man  nur  ^  =  0  zu  wahlen  in  [x^  £J  und  in  [|2  ja?2], 
und  j]  —  %  in  &(;,]. 

Wenn  aber  d2J==0  ist,  so  hangt  das  Vorzeicben  von  Ac7  von 
demjenigen  der  dritten  Variation  ab?  und  wird  daher  im  allgemeinen 
durct  passende  Wab.1  des  Vorzeichens  von  €  negativ  gemacht  werden 
konnen.1) 

Wir  haben  nunmehr  weiter  zu  zeigen^  dafi  von  den  beiden  Fallen: 
(9)  besitzt  em  in  [#!%]  nicht  verschwindendes  Integral,  und:  (9)^be- 
sitzt  ein  in  [^^2]  mindestens  zweimal  versckwindendes  Integral; 
stets  entweder  der  eine  oder  der  andere  eintreten  muB;  ferner  haben 
wir  Kriterien  fur  das  Eintreten  des  einen  oder  des  anderen  Falles  zu 
entwickeln.2) 

l)  Gegen  diesen  von  JACOBI  liemtlirenden  SchluB  konnen  z-wei  Elnwande 
erhoben  werden:  Erst  ens  ist  die  benutzte  Funktion  73  nicht  ron  der  Klasse  (7 
wegen  der  Unstetigkeit  von.  r{  in  ^  und  Jg;  diesem  Einwand  kann  durch  ,,Ab- 
runden  der  JEcken"  begegnet  werden,  wie  in  §  14,  c)  naher  ausgeftbrt  werden 
wird;  zweitens  ware  es  noch  denkbar,  dafi  die  spezielle  Funktion  73,  welch© 
^2/=0  macht,  allemal  auch  d*J=Q  macht,  womit  dei  obige  SchlnB  hinfailig 
wurde;  wir  kommen  auf  diesen  Punkt  weiter  unten,  p  70,  zuriick 

*)  Fortsetzung  der  Entwicklung  in  §  12,  wozu  der  Leser  unmittelbar  uber- 
gehen  moge 
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c)  Die  Jacob i'selie  Transformation  fiir  Variationen  der  KlasseD": 

"Wir  werden.  spater  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (12)  notig  haben, 
n'amlich  fur  den  Fall,  dafi  die  Ableitungen  von  r\  gewisse  Unstetigkeiten  besitzen 
Wir  werden  uns  dabei  der  folgenden  Terminologie  bedienen  Wir  werden  zmr 
Abkurzung  sagen ,  eine  Function  f(x)  sei  in  einem  Intervall  [x±  a?s]  von  der 
Klasae *)  D^ ,  wenn  sie  selbst  in  dem  ganzen  Intervall  stetig  ist,  nnd  wenn  sich 
das  Intervall  m  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen  [xt  cx] ,  [ex cs] ,  .  \cn _ ^ x**\ 
zerlegen  laBt,  derart,  daB  in  jedem  der  Teilintervalle  fur  sich  betrachtet  die 
Funktion  von  der  Klasae  C^  ist.  Hieraus  folgt,  daB  in  jedem  der  Punkte  c^  die 
beiden  G-renzwerte 2)  fW  (ct  +  0)  und  fM  (ct  —  0)  existieren  und  endlich  sind  fiir 
v  =  l,  2,  .  .  p.  Dabei  wird  angenommen ,  daB  in  einem  Punkt  c  mindesteus 
fur  em  en  dieser  Werte  von  v  die  beiden  Grenzwerte  voneinander  verschieden 
sind.  Die  Klasse  0^  betrachten  wir  als  in  der  Klasse  D^  enthalten,  namlich 
fiir  n  =  1. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  73  von  der  Klasse  D"  in  [^  |s].  Smd  ^ ,  ca ,  cn  _1 
die  Unstetigkeiten  von  rf  oder  ?j",  so  miissen  wir  vor  Austuhrung  der  partiellen 
Integration  das  Integral  fur  $*J  in  eine  Summe  von  Integralen  zerlegen3), 
von  |x  bis  q,  von  ct  bis  c2,  usw  Die  partielle  Integration  darf  dann  in  jedem 
Teilintervall  ausgefuhrt  werden,  und  wir  erhalten  so: 


Sift 

oder  wenn  wir  fiir  -^— 7  seinen  Wert  Qr\  +  3&i{  einsetzen  und  uns  erinnern,  daB 

r\,  Q  und  E  in  ct,  C2,     .  .<?„_!  stetig  sind, 

<^2/=  «2 1  ^n(cv}%(e^  [n  (cv  —  o)  ~~  7j'(cv  -+ 


d)  Zweiter  Beweis  der  Formel  (11): 

Aus  der  Formel  (12)  ergibt  sich  noch  eln  zweiter,  ebenfalls  von 
herruhrender  Beweis  fur  den  Ausdruck  (11)  fur  die  zweite  Variation;  derselbe 
grundet  sich  auf  die  folgende  Bigenschaft  des  Differentialausdruckes  W:  Sind 
u  und  v  irgend  zwei  Funktionen  der  Klasse  0",  so  ist 

u&(v)  —vW(ri)  =  —  -£~It(uv'  —  u'v)  ,  (14) 

Ct/SC 

1)  Der  Buchstabe  D  soil  an  ,,diskontinuierlichu  erinnern,  ebenso  wie  C  an 
,,kontinuierlichu, 

2)  Ygl.  A  II  2. 

8)  Ygl.  dazu  die  Remerkungen  in  §  44,  a). 

*)  Vgl.  die  Zitate  auf  p  60,  FuBnote  x)7  insbesondere  die  Arbeit  von  HESSE 
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Wenn  daher  u  der  Differentialgleichung 


genugt,  so  erkalten  wir 

tt  «F(t?)  ^  —     --^(uv'  —  uv)  , 

mid  wenn  wir  darin 

v=pu 

setzen,  wo  $  irgend  eine  Funktion  der  Klasse  C"  ist,  und  mit  j»  multiplizieren, 
so  erhalten  wir 


~  -  ~  ,  )2  .  (.15) 

wir  jetzt  uberdies  an,  dafi  die  Funktion  u  in  [|x  |a]  von  Null  ver- 
sohieden  ist,  dann  durfen  wir  in  (15)  fur  jp  den  Quotienten 


snbstitnieren,  wo  ?j  wieder  eine  beliebige  Funktion  der  Klasse  C"  ist,  welche  in 
|x  und  |?2  verschwindet.  Integriert  man  jetzt  (15)  zmschen  den  Grenzen  Jz  und  J2, 
snbstitniert  fiir  p  den  eben  angegebenen  Wert  und  beachtet,  dafi  dann  auch  p 
an  beiden  G-renzen  verschwindet,  so  erhalt  man  l)  aus  (12) 


*2  r          s    C'R  (V'U  —  r 

*v_.«J -8- (lla) 


§  11.  Hilfssatze  liber  lineare  Differentialgleichtingen  zweiter  Ordaung. 

Wir  stellen  in  diesena  Paragrapken  eine  Reihe  von  Satzen  fiber 
homogene  lineare  Differentialgleicttungen  zweiter  Ordnung  zusammen 
die  wir  bei  der  weiteren  Diskussion  der  zweiten  Variation  gebrauclien 
werden. 


l]  Dieser  zweite  Beweis  der  Forme!  (11)  setzt  voraus,  dafi  y  von  der  Klasse  C" 
ist  in  [gx  |2]  Wenn  man  jedoch  mit  (15)  die  schon  bei  Ableitung  von  (12)  be- 
nutzte  Identitat 


Pv*  +  2  Qw'  +  Evf  2  =  tfW(v)  -^-v^v  +  JStf) 

Cv(K 

kombiniert,  so  erhalt  man- 


-.  (pu}  +  JB  «  J8(p'«)-  +         (J3«M((3W  +  JR^)  ,     (16) 

aus  welcher  (Ha)  unmittelbar  dureh  Integration  folgt.  Da  aber  in  (12)  die 
zweite  Ableitung  von  p  gar  nicht  vorkommt,  so  ergibt  sicn  liieraus,  in  tTber- 
einstimmung  mit  dem  fralieren  Result  at  in  §  10,  a),  dafi  es  fur  die  Eichtigkeit 
der  Formel  (Ha)  nioht  notig  ist,  die  Existenz  von  i\'  vorauszusetzen. 
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Es  sei  die  Differentialgleichung  gegeben: 


du 


wo  p  und  2  gegebene  Funktionen  YOU  x  sind,  welche  in  einem  Inter- 
vail  lab]  stetig  sind  Alsdann  gelten  die  folgenden  Satze  und  De- 
finition en: 

a)  Existenztheorem: 

Gehort  der  Punkt  XQ  dem  StetigkeitsintervaU  [ab]  an,  und  sind 
UQ,  MO'  zwei  willkiirlich  Torgeschriebene  endliche  Werte,  so  gibt  es 
em  und  nur  em  Integral  von  (17),  welches  den  Anfangsbedingungen 


),  und  welches  in  der  Umgebung  von  %0  von  der  Klasse  Gff  ist. 
Dieses  Integral  und  daher  tiberhaupt  jedes  Integral  der  Differential- 
gleieJiung  (17)  ist  von  der  Klasse  G"  im  ganzen*)  Intervall  [aK\ 
Zusdtze: 

1.  Da  u  =  0  eine  Losung  von  (17)  1st,  so  fuhrt  die  Anwendung 
des  Existenztheorems  auf  die  speziellen  Anfangswerte  UQ  —  0,  u^O 
zu  dem  Satz: 

Ein  partikulares  Integral  u  von  (17)  kann  nicht  gleichz&itig  wit 
seiner  ersten  Ableitung  in  einem  Punkt  XQ  des  Intervalls  [a  6]  ver- 
schwinden,  es  sei  denn,  daB  u  =  0  in  [ah]. 

2.  Ein  partikulai:es  Integral  u  der  Differentialgleickung  (17)  kann 
im    Intervall  [ab]    nur  in   einer   endlichen  AnzcM   von  Purikten  ver- 
schwinden,  es  sei  denn,  daB  u  =  0  in  [ab]. 

Beweis:  Angenommen  u  hatte  unendlich  viele  Nullstellen  in  [a  6], 
ohne  identisch  zu  verschwinden,*  dann  wurde  es  nach  A  I  5  fur  die- 
selben  inindestens  eine  Haufungsstelle  c  im  Intervall  [ab]  geben.  Es 
ist  nun  entweder  u(c)  =+=  0;  alsdann  lafit  sicn  nach  A  III  2  wegen 
der  Stetigkeit  von  u(x)  eine  Umgebung  von  c  angeben,  in  welcher 
^(o;)4=0;  oder  es  ist  w(c)  =  0;  dann  folgt  nach  Zusatz  1,  daB 
u  (c)  4=  0.  Es  ist  aber  nach  der  Definition  der  Ableitung 

_____  "(e  +  A)  -fc[w'(e) 


J)  Dies  ist  ein  Spezialfall  des  allgememen  Cauchy'schen  Existenztheoxems 
ftir  Differentialgleichungen,  vgl.  §  23 

2)  Vgl    PIOARD,  TraiM  d' Analyse,  IH  (Paris,  1896),  p  91,  92  und  PAINLEVI&, 
lEncyclogudie,  ll  A,  p.  194. 

Bolza,  Vanationsrechntuig  5 
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wo  (A)  mit  h  unendlich  Idem  wird.  Daraus  folgt,  daB  sick  eine  TTm- 
gebmig  von  c  angeben  lafit,  in  welcher  c  die  einzige  Nullstelle  yon  u 
ist  In  beiden  Fallen  gelangen  wir  also  zu  emem  Widersprucb  mit 
der  Annalnne,  daB  e  eine  Hanfungsstelle  der  Nullstellen  yon  u  ist, 
womit  nnsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

3.  Es  existieren  stets  (unendlich  viele)  ^Fundamentcdsysteme"*) 
fur  die  Differentialgleichung  (17),  d.  h  Systeme  yon  zwei  linear  un- 
abhangigen  partikularen  Integralen  %;  us,  fiir  welche  also  keine  Re- 
lation der  Form 

besteht,  wo  C1;  C%  Konstanten  bedeuten,  welche  nicbt  beide  gleich 
Null  smd. 

4  Die  notwen&ige  und  Jnnreichende  Bedingung  dafiir,  da/3  u^  und  u2 
linear  unabhangig  sind,  lestelit  darm,  da/3  ihre  ^Hau^tdeterminante^ 


D 


(18) 


nickt  identisch  verschwindet 2) 

5,   Bilden  %,  %    em   Fundamentalsystem,   so    ist  jedes   Integral 
von  (17)  durcn  %  und  %  ausdrucKbar  in  der  Form3) 


U 

wo  C1}  C%  Konstanten  smd 


x)  Z.  B    die  beiden  durch  die  Anfangsbedingungen 


defimerten  Integrale  ^  ,  i>3      Jedes  andere  Fundamentalsystem  ^  ,  %   ist  durch 
dieses  spezielle  ausdnickbar  in  der  Form 


wo  ain  of12,  aal,  or22  Konstanten  smd,  fiir  welche 


s)  Ygl.  VBSSIOT,  Encyclopadie,  II  A,  p.  261;  JOEDAN,  (7o%r5  d*  Analyse,  III, 
¥r  122;  SEBRET,  Lefirbuch  der  Eifferenttal-  und  Ivtiegi  alrechnung  (Leipzig,  1904), 
J8d  HI,  3STr.  768  Der  Aizsdruck  ^Hauptdetermmante"  bei  SEEBET,  loc  cit.  ;  sonst 
wird  auch  der  Ansdmck  wWronski'sche  Determinante11  dafur  gebraucht. 

8)  Tgl.  HJncyclopadte,  1  e  ,  JORDAN,  Cours  d'Analyse,  III,  Nr.  119; 
SBRRBT,  1  c 
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b)  Der  Satz  von  Abel1): 

Bind  uls  Ma  gwei  linear  unabJtdngige  Lbsungen  von  (17),  so  ist 

*-*£  -«.£-*-/''-,  (19) 

wo  C  e^ne  von  Nidi  verschiedene  Konstante  ist. 
Denn  nach  Voraussetzung  ist 

du, 

- 


Multipliziert   man    die    erste    dieser    Gleiehungen   mit   —  u2,    die 
zweite  mit  u±  und  addiert,  so  kommt 


nnd  daraus  folgt  durct  Integration  (19). 
Ware  (7==07  so  wiirde  folgen 

~3Z  (  5")  ""  °  ^      also      W2 

gegen  die  Annalrme;  daB  ^  und  u%  linear  unabhangig  sind. 

Zusattse:  1.  DieHauptdeterminanteD(^)einesFnndamentalsjstems 
ist  m  ^d^m  PunJct  des  Stetigkeitsintervalls  [a&]  von  Null  verscHeden. 

2.  Zwei  linear  unabliangige  Losungen  u1}  u2  konnen  nicht  in 
demselben  Punlct  XQ  des  Intervalls  [a&]  verschwinden. 

c)  Der  Satz  von  Sturm2): 

Sind  MI,  u2  #wei  linear  unab)lang^ge  Integrale  der  Differenttal- 
gle%ehung  (17),  so  liegt  #wischen  0wei  aufeinanderfolffenden  Nullstellen 
von  MI  stets  eine  und  WMT  eine  Nullstelle  von  u^  vorausgesetzt,  da/3  d^ese 
Nullstellen  samtlich  dem  StetigJceitsintervall  [aft]  angeJioren. 

Beweis:  Aus  (19)  folgt;  daB  die  Determinante  im  ganzen  Inter- 
vail  [a&]  ein  konstantes  Vorzeichen  besitzt,  namlicli  dasselbe  wie  die 

:)  (Euvres,  Bd  I7  p  251. 

2)  STURM,  Memoire  sur  les  equations  dtfferentielles  du  second  ordre,  Journal 
de  Liouville,  Bd.  I  (1836),  p.  131;  vgl.  auch.  STURM,  Corns  d'  Analyse,  12.  Aufl  , 
Bd.  II,  Nr  609,  und  SERRET,  1.  c  Nr  775;  ferner  DARBOUX,  Theorie  des  surfaces, 
(Paris,  1894),  Bd  III,  Nr.  628,  und  BOCHER,  Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd.  II  (1901),  p  150,  428, 


68   Zweites  Kapitel.    Die  zweite  Variation  "bei  der  einfaehsten  IQasse  von  Aufg-aben 
Konstante  (7;    es  sei;  um  die  Ideen  zu  fixieren, 


Sind  nun  %  "and  #J  zwei  dem  Intervall  [a  6]  angehorige;  auf- 
einanderfolgende  Nullstellen  von  %  (so  daB  also  w±  zwischen  a^  und  ^ 
nicht  versehwindet)  ,  so  ist  hiernact 

%  00  ui  (x±)  <  °  ;        %  (^  i)  u{  (a\)  <  0  . 

Andererseits  smd  aber  naeh  a)  Zusatz  1;  die  beiden  Werte  %(^) 
und  ^(^rx)  von  Null  verscttieden;  also  wechselt  %(^)  sein  Zeicien 

in  %  und  ^5   und  da  uber- 
dies  M    zwisclien        und  a' 


sem  Zeichen  nicht  wechselt, 
so  miissen  %(%)  und  %(^) 
entgegengesetztes  Zeichen  ha- 
ben  5  also  mussen  auch  ^2(^i) 
und  ^3($i)  entgegengesetztes 


Zeichen  haben.  Daraus  folgt  aber  wegen  der  Stetigkeit  von  u2,  daB 
zwischen  x±  und  x[  mindestens  eine  Nullstelle  von  u%  liegen  rauB. 
Angenommen  es  gabe  noch  eine  zweite^  so  wiirde  nach  dem  eben 
Bewiesenen  folgen;  daB  zwischen  diesen  beiden  Nullstellen  von  % 
mindestens  eine  Nullstelle  vou  u±  liegen  miiBte,  was  gegen  die  An- 
nahme  ist?  dafi  %[  die  zunachst  auf  x^  folgende  Nullstelle  von  u^  ist. 
Hiermit  ist  der  Satz  in  alien  seinen  Teilen  bewiesen:  Die  Nullstellen 
von  u^  und  %  mtissen  also  miteinander  altemieren.  ^ 


§  12.     Das  Jaoobi'sclie  Kriterrum. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage;  die  am  Ende  von  §  10,  b)  auf- 
geworfenen  Fragen  uber  das  Yorzeiclien  cler  zweiten  Yariation  mit 
Hilfe  des  eben  bewiesenen  Sturm'schen  Satzes  zu  beantworten. 

a)  Einfiiliriing  der  Funktion  A(a?;  ^t): 

Zu  diesem  Zweck  fuhren  wir  dasjenige,  - —  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  bestimmte  — ,  Integral  der  Jaco  bi'schen  Differentialgleichung  (9) 

J)  Das  einfachste  Beispiel  des  Satzes  ist  die  Differentialgleickting ; 
mit  den  "beiden  partikularen  Integralen :   wx  ==  sin  & ,    u%  =  cos  x. 


§  12.    Das  Jacobi's<5he  Kriterium  g9 

ein;  welches  fiir  x  =  x±  verschwindet.1)  Wir  bezeickaen  dasselbe,  in- 
dem  wir  den  konstanten  Faktor  in  bestimrnter,  spater  nalier  zu  pra- 
zisierender  Weise  gewahlt  denken,  mit  A  (x,  #t).  Da  nach  der  am 
Ende  YOU  §  9,  b)  gemachten  Bemerkung  das  Stetigkeitsintervall  der 
Jacobi'scten  Differentialgleickung  sicL.  mindestens  auf  das  Interval! 
[XtX2]  erstreckt,  so  lassen  sich  die  Satze  des  Yorigen  Paragraphen 
auf  die  Jacobfsclte  Differentialgleiclmng  und  das  InterYall  [^Xg] 
anwenden  Die  Funktion  A  (x,  x^  Yerscbwindet  also  nacli  %  11,  a) 
nur  in  emer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  im  Intervall  [X^X^  wir 
bezeicknen  mit  x[  die  zunachst  auf  x±  folgende  Nullstelle  Yon  A  (x,  a?t), 
falls  eine  solclie  iiberliaupt  im  InterYall  [X±  X2]  existiert;  so  daB  also 


A  (a?,  %)  4=  0     fiir    a^<x<  x\ 

Alsdann  tritt  einer  der  beiden  folgenden  Falle  ein: 

Fall  I:  x[  <^  %%  .  Dann  folgt  nack  dem  Satz  Yon  STURM  (§  11,  c)), 
daB  jedes  Yon  A  (a;,  a?t)  anabliangige  Integral  von  (9)  in  einem  Punkt 
zwischen  xt  und  x±  verscbwindet.  Somit  existiert  in  diesem  Fall 
kem  Integral  der  Jacobi'schen  Differentialgleiclmng,  welches  im 
ganzen  InterYall  [^^3]  von  Null  verscliieden  ist;  dagegen  siclier 
mindestens  ein  Integral,  —  namlich:  ^=A(a?,  0?^  —  welches  in 
zwei  Punkten  des  Intervalls  verschwindet.  Es  tritt  also  die  zweite 
der  in  §  10  betrachteten  Moglichkeiten  ein.  Wir  konnen  also  nach 
den  in  §  10,  b)  erhaltenen  Resultaten  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  A(^7  x^)  aufier  in  x^  nocJi  in  einem  zweiten  Punkt  des 
Intervalls  [^^l  vwscliwindet,  so  Imnn  man  d2J"==0  machen  durch 
passende  Walil^}  der  Funktion  y. 

Nach  JACOBI  schlieBt  man  hieraus,  wie  wir  bereits  in  §  10,  b) 
gesehen  haben  unter  Zuzielmng  von  SBJ,  daB  in  diesem  Fall  ein 
Extremum  nicht  eintreten  kann,  Der  SchluB  ist  zwar  nicht  einwand- 
frei2),  trotzdem  ist  Jac  obi's  Besultat,  abgesehen  von  gewissen  Aus- 
nalimef  alien,  richtig3)  wie  wir  spater  sehen  werden  (§  14). 

!)  Vgl.  HESSE,  loc  cit.  p  258,  und  fiir  das  allgemeinste  Problem  fiir  einfache 
Integrale  A  MAYBE,  Journal  fiir  Matnematik,  Bd.  69  (1868),  p  250. 

*)  Vg1-  P-  62!  Fufinote  J). 

3)  EKDMANN  beweist  dies,  indem  er  den  Wert  von  ^3J"  fiir  die  spezielle 
Funktion  TJ,  welche  d*J  zum  Verschwinden  bringt,  d.  h.  also  Mr  die  Fnnktion 


n 
in 
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Fall  II.    x'1>  x%,  oder  x\  existiert  nickt,1)  mit   andern  Worten: 
Aa?         +  0     far     #<2?<;#. 


fa  diesein  Fall  gibt  es  stets  Integrate  der  Jacobi'scien  Differential- 
[*leiclrung;  welche  im  ganzen  Interrall  [#i#2]  von  Full  yerschieden  sind 
Zum  Beweis  betrachten  wir  neben  dem  Integral  A($;  x^)  das- 
jemge  Integral  A(#;  #8)  der  Jacobi'schen  Differentialgleichung, 
welches  in  $2  verschwindet  ;  beide  smd  linear  unaWangig,  da  iiacb. 
Voraussetzung 

A(#3;  a?1)  +  0;     wahrend     A(#2;  ^2)  =  0  . 

Daher  folgt  nacli  dem  Sturm'schen  Satz  aus  (21),  daB 

A(0??  #2)  4=  0       ^r       ^1  <!  ^  <  ^2  ; 

also?  da  A  (x,  ^2)  stetig  in  [JX1X2];  auch.  nocli  in  dem  Interyall 
\x±  —  $,  ^-L],  wo  <J  eine  hinreichend  kleine  positive  GroBe  ist.  Wablen 
wir  jetzt  XQ  zwischen  x±  —  d  und  a?1;  und  groBer  als  Xl;  so  sind 
aucti  die  beiden  Funktionen  A(#;  x^)  nnd  A(a;;  ^2)  linear  unab- 
h*angig;  da 

A  (a?0;  a?0)  -  0  ,        A  (a?0,  a^)  +  0, 


and  eine  nochmalige  Anwendmig  des  Sturna'schen  Satzes;  diesmal  auf 
die  beiden  Integrale  A(#7  a/0)  und  A(#?  ir2)3  ergibt  das  Hesultat^2)  da6 

A(^,  ^?0)  4=  0     ftir    #!  ^  a?  5  ^2  • 

Somit  konnen  wir,  indem  wir  u  =  A(n?3  o;0)  wahlen,  die  zweite 
Variation  auf  die  Form  (11)  transformieren,  und  erhalten  so  den  Satz: 

wirklich  berechnet  (Schlomilch's  Zeitsohrift,  Band  XXIL  (1877)  p  327)  Er 
findet  in  der  Bezeichnung  von  §  13 

PJ^  -  g«JB(4)  ^(4,  a0)  ^aa(^i,  a0);  (20) 

R&'j)  und  ^(rc^,  a^  sind  stets  von  Null  versclneden  :  und  <paa  (x^  a0)  ist  gleich- 
falla  von  Hull  verschieden,  auBer  -wenn  die  Bnveloppe  der  Schar  (32  a)  eine 
Spitze  in  jP(  hat  oder  in  emen  Ptinkt  degenerieit.  Mit  Ausnahnie  dieser  beiden 
Falle  ist  also  Jacobins  Resultat  richtig- 

J)  Man  kann  den  Tall,  wo  sc^  nicht  existiert,  in  der  Ungleiclmng  .  yf1  >  a?2 
out  embegreifen,  wenn  man  fur  diesen  Fall,  d  h  also  wenn  A  (re,  a?^  4=0  fur 

tfi<><^2i  definiert-  ^  =  X2l  wie  es  GOXJKSAT  (Cours  df  Analyse  Math&nattgue 
Paris  1905),  II,  p  601)  tut 

2)  Man  kann  dasselbe  auch  aus  dem  folgenden  Lemma  ableiten,  das  auch 
sonst  gelegenthch  nutzhch  ist  •  Es  sei  X1  <C  I  <!  X  ,  "^^d  |'  die  zun^chst  auf  | 
Folgende  Wurzel  der  Gleichung  A(a?,|)=«0,  falls  erne  solche  in  [|3T9J  existiert, 
iagegen  |'  =  X^  wenn  A  (a?,  J)  4=  0  in  |<  #  <  X  Dann  lafit  sich  leicht  zeigen, 
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71 


Wenn 


und 


E  >  0     fur     xl  <;  x  <; 

A  OP,  i&J  +  O    /w    ^O 


(21) 


so  ist  d"J  positiv  fur  alle  zulassigen  Funltiwnen  r/. 

Die  Bedingung  (21) 
konnen  wir  auch  durch 
die  Ungleiclaung 

ff'    \    /y»  f91   n\ 

•Jv-i    ^  «x>2  v  / 

Tig    9 

ersetzen;  wenn  wir  die 
auf  p  70,  Fufinote  x) 
erwahnte  Verabredung  fiber  die  Bedeutung  von  gf^  treffen 

Aus  dem  yorangehenden  Satz  schloB  JACOBI;  daB  m  diesem  Fall 
wirklich  em  Minimum  eintntt,  und  dies  wurde  allgemein  angenommen; 
bis  WEIERSTEASS  im  Jahre  1879  zeigte,  daB  der  SchluB  falsch  ist; 
wenigstens  wenn  man  den  Begriff  des  Mmimums  m  der  allgemeinen 
Weise  fa6t;  wie  wir  denselben  in  §  3,  b)  definiert  liaben  (vgl.  §  15;  a)) 

Die  beiden  obigen  Satze  pflegt  man  unter  dem  Nam  en  9JJacoH9sches 
Kriterium^  zusammenzufassen 

Der  Wert  x'±  wird  der  #u  x±  Jconjugierte  Wert  genannt?  und  der 
Puakt  P[  der  Extremale1)  @0;  dessen  Abszisse  x[  ist,  der  &u  Pmkt  P1 
Jconjitgierte  Punkt  (nach  WEIEBSTEASS) 

Be^$$^el  VI  (Siehe  p  32)    f=Gr(<y'). 
Hier  ist 

P=0,         <2  =  0,         M=Gr"(a0), 

also  wird  die  Jacob  1'scke  Differ entialgleichung 


"and  daraus 


dx 


Es  ist  also  stets  (5v2/>0>  was  freilich  Mer  unmittelbar  aus  der  speziellen  Form 
von  &*  J  Mar  ist 

daft  I'  als  FunHion  von  J  im  Intervall  [Xt  X%]  stetig  ^st  imd  tmt  |  lestandig  zu- 
nimmt,  so  lange  |'<;-Z2;  so  bald  aber  %  diesen.  Weit  erreicht  hat,  bleibt  es 
von  da  ab  konstant  gleich  Xg . 

Hieraus  folgt  noch  weiter,  daB  die  Funktion  |'  —  |  von  |  im  Intervall  \xt  o;g] 
einen  positiven  Minimal wert  I  erreicht  Js£  daJier  [a/3]  irgend  ein  Te^l^ntervaU 
von  [x^xs]  dessen  Lange  <^l,  so  kann  das  Intervall  [a/?]  lein  Paar  Jconjugierter 
Purikte  enthalten. 

a)  oder  ihrer  Fortsetzung  auf  das  erweiterte  Intervall  [Xl  JC2],  siehe  §  9,  b). 
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Beispiel  I  (Siene   pp    1,   33,  59):  f^yY^fyf^ 

Aus  den  anf  p  59  gegebenen  Werten  von  P,Q^R  erhalt  man  fur  die  Jacobi'sche 
Differentialgleichnng  : 


Zwei  partikuLare  Integrale  dieser  Drfferentialgleichung  sind: 


und  hieraus  ergibt  sich 

A  (a,  Xj)  =  Sh  «  Ch  vt  ~-  Sh  vt  Ok  t?  +  («  —  %)  Stt  t?  Sh 
wobei  zur  Abkarzung 


gesetzt  ist.     Auf  die  Diskussion   der   sich.   hiera/us   ergebenden   trans zendenten 
Gleichong  fur  die  Bestimrming  von  a£  werden  wir  weiter  nnten  naher  eingehen x) 

(p    80). 

b)  Der  JacoM'selie  Fundameutalsatz  iiber  die  Integration  der 
Jacob  f  sclien  Differentialgleichung : 

Naeh  dem  Vorangelienden  ist  es  zur  Entscheidung  uber  das  Vor- 
zeiclien  der  zweiten  Variation  erforderlich;  die  Jacobi'sche  Differ ential- 
gleicb-ung  zu  integrieren;  dies  kann  praktisch  auf  groBe  Schwieng- 
keiten  fiikren,  ja  die  weitere  Diskussion  iiberhaupt  unmoglicli  maciien. 

Daher  ist  die  Entdeckung  JACOBfs2)  yon  fundamentaler  Be- 
deutung;  dafi  das  allgememe  Integral  der  JacoWsclien  Lifferential- 
gleichung  stets  durch  bloBe  Differentiationsprozesse'erlialten  warden 
kann,  sobald  das  allgemeine  Integral  g(x,  cc,  (P)  der  Euler^scb-en 
Differentialgleicliung  (1)  bekannt  ist. 

Dazu  miissen  wir  zunachst  einiges  tiber  die  Eigenschaften  der 
Funktion  g(%,  cc,  /3)  vorausschicken 

Wir  haben  bereits  in  §  9  die  Annakme  eiugeflilirt,  da6  unsere 
Extremale 

@o:  y*=y(x),      %<;#5:ffa 

im  Innern  des  Bereiclies  91  liegt;  und  dafi  fiir  sie  die  Bedingung 

JS(«)s/py/y/(a?,»(a?),y/(a?))>0;     in     foaj,  (IP) 

erfullt  ist. 


J)  Hierzu  die   Ubungsaufgdben  N"r.  2 — 12,   35—40   ani   Ende   von   Kap.  III. 
fi)  m  der  schon  menrfach  zitierten  Abhandlung*  vom  Jahr  1837,  siene  p.  60, 
Ptiflnote  *). 
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Axis  diesen  Annahmen,  die  fur  die  ganze  weitere  TTntersudmng 
des  vorliegenden  Problems  festgehalten  werden  sollen,  folgt,  nach  all- 
gemeinen  Satzen1)  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  da6 
die  Extremals  @0  aus  dem  allgemeinen  Integral  der  Euler'schen 
Differentialgleichung  abgeleitet  werden  kann,indem  man  den  Integrations- 
konstanten  a,  ft  spezieUe  Werte:  a  =  «0,  ft  =  ftQ  erteilt,  so  daB  also 

g(x,  ocOJ  /J0)  s  y(x)     in    foaj  ,  (22) 

und  daB  sich.  eine  positive  QxoBe  d  so  klein  annelimen  laBt,  daB  die 
Funktion  g(x,  a,  (f)  in  dem  Bereich: 

X:^x^X2,        |«-«0|^eZ,      |/3-  £0    ^^          (23) 
folgende  Eigenschaften  besitzt: 

1.  Die  Fuuktionen  g,  g'  =  gx,  g"  ==gxx  sind  als  Funktionen  der 
drei  Variabeln  <c,  cc,  ft  von  der  KLasse  G'  im  Bereicli  (23). 

2.  Fur  jedes  a,  ft  im  BereicL. 

la-«ol^d,      |j8-j80|^d  (24) 

gentigt    g(x,  cc,  /3)    als    Funktion     von  x  im    IntervaU    [^ZJ    der 
E  u  1  e  r'schen   Differentialgleichung. 

3.  Die  Kurve 

y=-g(x,  a,  ft},        X^x^Xt 

Hegt  fur  jedes  a,  ft  des  Bereictes  (24)  ganz  im  Innern  des  Bereiches  91 
und  es  ist 

fyfyt  (x,  g(x,  a,  ft),  g'(x,  a,  pj)  >  0  (25) 

im  Bereicli  (23). 

4.  Die  Funktionaldeterminante 


im  Bereicli  (23). 

Dies  vorausgescliickt;  erhalten  wir  nach  JACOBI  auf  folgende 
Weise  zwei  partikulare  Integrale  der  Differentialgleichung  (9):  Sub- 
stituieren  wir  in  der  Euler'schen  Differentialgleichung  fur  y  das 
allgemeine  Integral  g(x,  a,  /3);  so  erhalten  wir: 


,  ft,  /(^,  «,  ft)  -  0  . 

x)  Um  den  Gedankengang  nicht  zu  unterbreclieiL,  versckieben  wir  erne  ein- 
gehende  Besprechung  dieser  Satze  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Euler'sche 
Differentialgleichung  auf  spater  (§  24).  Vorlaufig  mag  der  Leser  die  genannten 
Eigenschaften  des  allgemeinen  Integrals  #(#,«,  j3)  statt  als  Folgerungen  aus 
friiheren  Annahmen  als  neue  selbstandige  Annahmen  betrachten 
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Diese  GHeichnng  ist  fur  alle  Werte  yon  x,  cc,  ft  im  Bereich  (23) 
identisch  erfiillt  und  darf  daher  Bach  a  oder  f$  differentiiert  warden. 
Fuhren  wir  diese  Differentiation  aus  und  maelien  von  der  VertauscHbar- 
keit1)  der  beiden  Differentiationen  nach  x  und  a  Gebraucli,  so  kommt: 


fy'y   9c£  ^y' 


(27) 


Geben  wir  jetzt  den  GroBen  cc,  ft  die  speziellen  Werte  a  =  cc0, 
/3  =====  fiQ  und  erinnern  uns  der  Gleichungen  (2)  und  (22),,  so  drhalten  wir 
Jacobus  Fundamentalsat#:  Ist 


d^e  allgemeine  Losung  der  Euler'sclien  DifferewtialgleicUung,  dann  besitet 
die  Jacobi'sche  Differentialgleicliung 


die  beiden  partikularen  Integrate 


o> 


(28) 


Zusat0:  Die  beiden  partikularen  Integrale  r1;  r3  sind  linear  un- 
abhdngig. 

Dazn  ist  nacli  §  11;  a)  notwendig  and  hinreicliend;  daB  die 
Determinante 


nicht  identisct  Terschwindet. 

Nun  lautet  aber  die  Determinante  D(x)  ausgescarieben: 


andererseits  ist 


o); 


und   da   aus   den  Eigenschaften  von  g(x,  oc,  /3)   folgt;  daB  ^^  =  ffX(K? 
x)  Dieselbe  xst  nach  A  IT  7  und  A  IV  9  erne  Folge  der  Eigenschaften  von 
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?,  so  ist 

D(aO- 


und  daher  nach  (26) 


n 


womit  unsere  Behauptung  bewieseii  ist.1) 

Daraus  folgt:  Das  allgemeine  Integral  der  Jacob  i'schen  Differential- 
gleicfmng  ist: 


wo  C17  C2  willkurliche  Konstanten  sind. 

Um  also  das  allgemeinste  partikulare  Integral  A(^c;  a?1)  zu  er- 
lialten;  welches  flir  x  =  ^  verschwindet,  miissen  wir  Cf1  :  (72  aus  der 
Gleicb-ung 


bestimmen  Wir  erlialten  so7  indem  wir  zugleich  eine  bestimmte 
Walil  tiber  den  bisher  unbestimmt  gelassenen  konstanten  Faktor 
treffen,  das  Resultat:^) 

A(»,  xj  =  r^(x)r,(x^  -  ^(^n^);  (29) 

womit  das  Jacobi'sciie  Kriterium  erst  in  seiner  vollen  Bedeuttmg 
erschemt. 

Bei  Anwendungen  ist  es  daher  gar  nicht  no  tig  ,  die  Jacobi'sciie 
Differentialgleiclmng  wirklich  aufzustellen,  man  kann  yielmehr  direkt 
aus  dem  allgemeinen  Integral  g(x,  cc,  |8)  die  Funktion  A(x,  x^)  ab- 
leiten  und  daraus  den  konjugierten  Punkt  x±  bestimmen.8) 


§  13.     Geometrische  Bedeutnng  der  konjugierten  Punkte. 

JACOBi4)  hat  eine  sehr  elegante  geometrische  Deutung  der  kon- 
jugierten Punkte  gegeben,  welche  auf  der  Betrachtung  der  Extremalen- 
schar  durch  den  Punkt  Px  beruht. 


J)  Vgl    PASCAL,  loc.  cit ,  p   75. 

s)  DaB  A(^c,  a^)  nicht  etwa  identisch  veiachwinden  kann,  (d.  h  fur  jedes  a?), 
folgt  ans  der  linearen  Unabhangigkeit  von  rx  und  r2  nach  §  11,  ~b),  Zusatz  2 

*)  Beispiele  folgen  am  Bnde  von  §  13 

4)  Loc.  cit,  und  Vorlesungen  uber  Dynmmk,  p  46,  vgl  auch  HESSE,  loc 
cit ,  p  258. 
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a)  ZusammeEliaiig  der  Funktion  A(o?;  #t)  mit  der  Extremalen- 
scliar  durch.  deii  Punkt  Pt: 

Wir  wahlen  (etwas  allgemeiner  als  es  fur  unsern  unmittelbaren 
Zweck  notig  ist)  irgend  einen  Punkt  P0(rr0,  y0)  auf  dem  Extre- 
malenbogen  @0  oder  auf  dessen  Fortsetzung  auf  das  erweiterte  Inter- 
vail  [^XJ  und  betracLten  die  Scliar  von  Extremalen  durch  den 
Punkt  P0.  Man  erhalt  dieselbe  analytisch,  indem  man  zwiscten  den 
beiden  Grleichungen 

y*~9(x<>,*,$\ 

y-K*,  «,/»)!  (30) 

eine  der  beiden  Konstanten  a,  /5  eliminierfc.  Die  Grleidmng  (30^  wird 
durcL  die  Werte  a  =  a0?  j3  »»  |80  befriedigt;  ihre  reehte  Seite  ist  in 
der  Umgebung  der  Stelle  a  =  a^  ft  ==  |80  von  der  Klasse  Cr,  und 
iiberdies  ist  mmdestens  eine  der  beiden  partiellen  Ableitungen 


von  Null  verschieden,  da  i\(x)  nnd  ra(#)  zwei  linear  unabhangige 
Integrate  der  Jacob  i'sclien  Differentialgleichung  sind,  und  die  Stelle  XQ 
dem  Stetigkeitsbereich  der  letzteren  angehort.  Sei3  urn  die  Ideen  zu 
fixieren; 


Daim  gibt  es  iiach  dem  Dini'scten  Satz1)  iiber  implizite  Funktionen 
eine  und  nur  eine  Fanktion; 

P  =  P(a), 

welclae   in    der   Umgebung    von    a  =  a0   von    der    Klasse  (7  ist,   der 
Gleichung  (30J  geniigt  und  fur  ^  -  a0  den  Wert  ft  annimmt. 
Setzen  wir  dieselbe  in  (302)  ein^  und  bezeiclnen 

g(x,  a,  /J(a))s59>(flj,  «),  (31) 

so  stellt  die  Grleichung 

y-v(^  «),  (32) 

die   durch   den  Punkt  P0  gehende  Extremalenschar  dar,   wobei  dann 
die  Extremale  @0  selbst  dureh 

.  _________         ®o  :  y  =  q>  0»,  «o)  (33) 

J)  Ygl.  §  22,  e). 
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dargestellt  wird.  Aus  den  Eigenschaften  der  Funktionen  g(x,  cc,  /3) 
und  /3(a)  folgt,  daB  man  eine  positive  GtroBe  d0  so  klein  wahlen  kann; 
dafi  die  Funktion  9  und  die  Ableitungen  <px)  $a?  yxx)  ^  und  y^ 
in  dem  Bereich 


existieren  und  stetig  sind. 

Ftihren  wir  dann  die  Funktion 

A(a?,  ^0)  -  ^O^Oo)  -  rs(x)r^ 
em,  so  ist1) 

9«(«,«b)  =  C0A(a?,a?0),  •         (34) 

wo  C0  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeutet.    Denn2)  nach 
der  Definition  von  $(#,«)  ist 


und  aus  (SOJ  folgt 

^ 
also 


Wir  haben  der  Einfactheit  halber  den  Parameter  der  Schar  in 
ganz  bestimmter  Weise  gewaklt.  Man  erbalt  daraus  die  allgememste 
fur  unsere  Zwecke  brauchbare  Darstellung  der  Extremalensctar  durct. 
den  Punbt  POJ  indem  man  in  (32)  fur  cc  eine  beliebige  Funktion 
a=*u(a)  eines  neuen  Parameters3)  a  einfukrt,  welche  den  Wert  a^cc0 
fiir  einen  bestimmten  Wert  a  «=  a0  annimmt,  in  der  Umgebung  dieses 
Wertes  von  der  Klasse  C'  ist  und  tiberdies  der  Bedingung  a'(ao)  +  0 
gentigt. 

Setzt  man  dann 


so  stellt  die  GHeichung 

_  y=*<p(x,a)  (32  a) 

x)  VgL  EEDMANN,    Schldmilcli's  Zeitsckrift,   Bd.  XXII  (1877),    p.  325. 

2)  Die  G-leichung  (34)  folgt  noch  eiafaclier  daraus,  daB  die  Funktion 
$a(#,  «0)  der  Jacobfsclien  Dlfferentialgleichung  genugt  und  fur  x  =  sc0  ver- 
schwindet. 

8)  Hierzu  eignet  sich  z.  B.  aus  geometriscnen  (rriinden  das  G-efalle  der 
betreffenden  Extremale  im  Punkt  P0  : 
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in  allgemeinster  Weise  die  Extrenialenschar  durch  den  Punkt  P0 
dar,  die  Funktion  y>(x,d)  hat  dieselben  Stetigkertseigenschaften  wie 
$>(X)0)  und  es  ist 

A<>;  #0)  —  C<pa(x,  a0]  .  (34a) 

Wenden  wir  die  vorangehenden  Resultate  insbesondere  auf  den 
Pall  an,  wo  der  Punkt  P0  mit  dem  Endpunkt  Pl  des  Bogens  ®0  zu- 
sammenf*allt;  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist 

y=*<p(x,a)  (32  a) 

die  ScJiar  von  Extremalen  durcJi  den  PunM  P15  so  ~kann  der  #u  x± 
Iwnjugierte  Wert  x±'  auch  definiert  werden  als  die  zundchst  auf  x1 
folgende  Wurtsel  der  G-leicJiung 


Neben  den  beiden  Grleichungen 


folgen  aus   den  bekannten  Eigenschaften  von  A(n?,  a^)  nocb.  die  TJn- 
gleichungen  ^ 

<Pa»(fi  ,  «o)  H=  °  ;          ^,(%;  «o)  +  0  -  (36) 

b)  Die  Enveloppe   der  Extremalenschar    durch.  den  Punkt   P1: 

Aus  dem  letzten  Satz  ergibt  sicb.  unmittelbar  die  im  Eingang 
dieses  Paragraphen  erw*ab.nte  geometrisclie  Interpretation  der  kon- 
jngierten  Punkte  Denn  die  Koordinaten  #/,  y^  des  zn  P1  kon- 
jugierten  Punktes  P^  geniigen  den  beiden  Gleichungen 


*«(«/?  y^  «o)  =  9«(V;  ao)  =  0, 
und  auBerdem  ist  die  Deternainante 

0  $ 

wx  ^ 

0  $ 

^ao;          ^a 

fiir  ^  =  a^',  y  =  yx',  a  «  a0  von  Null  verscbieden,  da  ihr  Wert  gleicb. 
^a  »(^t';  ao)  is*-     Hieraus   erhalten   wir   nach.   der  Theorie    der  Enve- 

x)  Vgl   §  11,  a),  Zusatz  1, 
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loppen1)    folgende    geometrisclie  Interpretation:    Man  betractte  neben 
der  Extremale 


eine  benachbarte  Extreinale  der  durct.  den  Puftkt  P^  gehenden  Sehar: 


Wird    dann    Jc     binreicliend    klein    gewahlt,    so    schneidet2)    die 
Kurve  @  die  Kurve  @0  in  einem  xind  nur  einem  Punkt  P  in  der  Nahe 
von    P/;    und    lafit    man   Jc 
gegen  Null  konvergieren;  so 
nahert  sich  der  Schmttpunkt 

P, 


P  dem  konjugierten  Punkt 
PI  als  Grenzlage.  Nach 
der  Definition  der  Enve- 
loppe  haben  wir  also  den 
Satz: 

Der  0um  Pwikt  P1  Ikon- 
jugierte  PunM  P±'  ist  der- . 
jenige  PunM,  in  welchem  die 
Extremale  (£0  0um  ersten  Mai 
(von  P:  aus  gereclmet)  die 
Unveloppe  der  Extremalenschar  durch  den  Punkt  P1  leruhrt. 

Beispiel  VI  (Siehe  pp.  32,  71):  /"=  G(y'). 
Hier  ist: 

also 

*"l  ===  %  1  **2   ===  •*•  5 


Pig   10 


Bs  existiert  also  Jcezn  Jconjugierter  Purikt,  wie  auch  sofort  aus  der  geo- 
metnschen  Deutung  der  konjugierten  Punkte  folgt;  denn  die  Schar  von  Extre- 
malen  durch  den  Punkt  Px  ist  Mer  das  Geradenbuschel  durch  Pt. 

£e^sp^e^  I  (Siehe  pp.  1,  33,  72):    f=2/]/       ~~' 

Hier  ist 

g(x,  a,  /3)  «  o;Ch  — 


*)  Ygl  EncyclopacKe,  III  D,  p.  47.  Ber  Beweis  setzt  die  Stetigkeit  von 
®x,  ^,  $a,  $ax,  ®ay,  ®aa  in  ^r  Nahe  des  Punktes  x*=Xi,  y~yi,  a*=a0 
voraus  Diese  Bedmgungen  sind  fur  die  Schar  (32  a)  erfiillt,  wo  fern  man  die 
weitere  Yoraussetzung  macht,  dafi  auch  q>aa  existiert  und  stetig  ist 

s)  Ygl.  die  emgehendere  Diskussion  derselben  Frage  in  Parameterdarstellung, 
in  §  30,  c) 
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daraus  erh'alt  man  fur  rt  und  ra  die  beiden  auf  p  72  mit  u±  nnd  us  be- 
zeichneten  Ftmktionen  und  hieraus,  in  tlbereinstimmung  mit  dem  schon  dort 
augegebenen  Kesultat, 

A  (a? ,  ^ )  =»  Sh  v  Ch  ^  —  Sh  ^  Ch  v  +  (v  —  vj  Sh  v  Sh  t?t , 

wobei  zur  Abkurzung  gesetzt  ist 


Darans  ergibt  sick  (Venn  ^  =4=  0)  for  die  Bestimmung  von  xt'  die  transzendenfce 

Gleichung 

Coth  v  —  v^  Coth.  ^  —  t7t  (87) 

Da  die  Funktion1)  Coth^  —  v  von  -f-  oo  bis  —  oo  abnimmt,  wahrend  v  von 
—  oo  bis  0  "wachst,  and  dann  wieder  von  +  w  ^&  ~~  Q®  abnimmt,  wahrend  v 
von  0  Ms  4-  o°  wacnst,  so  hat  die  Grleichnng  (S7)  atifier  der  trivialen  Losnng 
1?  =  ^  noch  eine  andere  Losung  ^^  und  ^  und  ^  haben  entgegengesetztes 
Zeichen 

Wenn  daher  ^>0,  d  k  wewn  der  Punkt  Pl  auf  dem  aufstetgenden  Ast 
der  Kettenlime  liegt,  so  esctstiert  "kein  #u  P1  Iconjugierter  Punkt. 

A(^?  tfJ^O  fiir  jedes  oc^x^.    Dasselb^  Resultat  gilt  fiir  ^==0. 

Wenn  dagegen  v:  <C  0,  d.  h  wenn  Pt  auf  dem  abst&igenden  Ast  der  Ketterilime 
Megt,  so  eotistiert  stets  ein  su  P±  Jconjugierter  Punkt  P/,  und  zwar  liegt  derselbe 
auf  dem  aufsteigenden  Ast  Der  Punkt  P^  kann  geometrisch  durch  folgende 
von  LINDELOF  *)  entdeckte  Eigenschaft  bestimmt  werden:  Die  Tangenten  an  die 
J£etteiyilime  in  den  beiden  Punkten  P1  und  P/  schneiden  s^ch  auf  der  Dwektnx 
der  KettenUnie,  d.  7i.  der  x-Achse.  Denn  die  Abszissen  der  Schnittpunkte  dieser 
beiden  Tangenten  mit  der  ic-Achse  sind 


und 


und  es  ist  X  —  X  =  0  wegeu  (87), 

Wir  bemerken  nocli,  da6  die  Lindelfcf  sche  Konstruktion  ganz  allgemein 
fur  diejenigen  Probleme  der  Yariationsreclinuiig  gilt,  fiir  welche  das  allgemeine 
Integral  der  Euler'schen  DifferentialgleicBung  die  Form  hat: 


Wir   kntlpfen   hieran  noch   emige  Bemerkungen  tiber   die  JSnveloppe  der 
ScMr  von  KettenUmen  durch  den  Punkt  P, 


x)  Der  Leser  moge  sich  die  diese  Funktion  darstellende  Kurve  aufzeichnen, 
2)  LiNDEi,dp-Moio-No7    loc    cit,    p.  209,    und    LINDELOF,    Mathematische 
Annalen,  Bd    II  (1870),  p    160. 
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Yom  Punkt  Pt  aus  laBt  sich  nach  §  24,  c)  nach  jeder  Richtung  (aufler 
parallel  der  ^/-Achse)  eine  Kettenlinie  mit  der  axAchse  als  Direktrix  ziehen  JBe- 
stimmt  man  auf  jeder  Kettenlinie  dieser  Schar  den  zu  Px  konjugierten  Punkt  P/, 


Fig.  12 


so  1st  der  geometrische  Ort  der  Punkte  P/  die  Enveloppe  gr  der  Schar  ISach 
(37)  erhalt  man  die  Enveloppe  in  Parameterdarstellung,  wenn  man  u±  aus  den 
Grleichungen 

(u  —  u<)  Ch  u 

* 


Goth  14  —  u  ==  Goth  ut  —  ut 
elimmiert. 

MAC  NEisE1)  hat  diese  Enveloppe  naher  untersucht.  Sie  hat  etwa  die 
Gestalt  emer  Parabel  mit  der  positiven  Halfte  der  Geraden  x  =  x1  als  Achse 
und  dem  FuBpunkt  N"  der  Senkrechten  von  P^  auf  die  x-  Achse  als 
Scheitel. 

Hiermit  hangt  nun  die  Frage  der  XEonstantenbest^mmung  aufs  engste  zu- 
sammen  Das  E/esultat  ist  folgendes2):  Durch  die  Enveloppe  %  wird  der  von 
der  positiven  aj-Achse  und  der  positiven  Halfte  der  Geraden  x  ~ a^  begrenzte 
Quadrant  in  zwei  Teile  I  und  II  zerlegt  (Fig  12). 

1.  Nach  jedem  Punkt  P2  ina  Innem  von  I  lassen  sich  von  Px  aus  zwei 
Kettenlimen  mit  der  a?-Achse  als  Direktrix  ziehen;  die  eine  enth'alt  den  au  P1 
konjugierten  Punkt  nicht,  die  andere  enthalt  den  konjugierten  Punkt  zwischen 
Px  und  P2.  Nur  die  erstere  kann  also  ein  Minimum  liefern  und  tut  es  auch  in 
der  Tat  (vgl.  §  19). 

x)  Annals  of  Mathematics  (2),  Bd    VII  (1905),  p.  65 
2)  Ygl.  GOLDSCHMIDT,  Determinatio  superfiwei  mimmae  rotatione  curvae  data 
duogwnctajungentis  circa  datum  axem  ortae,  Gottingen,  1831 ;  H  A.  SCHWARZ,  Berliner 
Vorlesungen,   mitgeteilt   von   HANCOCK,   Lectures  on  the  Calculus  of  Variations, 
Chap    III,  und  MAC  NEISH,  loc   cit. 
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2.  Nach  jedem  Punkt  P3  der  Kurve  g  lafit  sich  von  Pl  aus  eine  Kettenlime 
mit  der  #-Achse   als  Direktiix  ziehen,  auf  derselben  1st  der  Punkt  P2  zugleich 
der  zu  Pa  konjugierte  Punkt     Diese  Kettenlmie  liefert  kern  Minimum  (vgl  §  43). 

3.  Liegt  JP2  im   Innexn   des  Bereiches   II,    so   lafit   sieh   von  Pl  aus   Jceme 
Kettenhme  mit  der  #-Achse  als  Direktnx  nach  P2  ziehen  x) 

§  14.     Notwendigkeit  der  Jaco^i'sclxeia  BedingUBg. 

Wir  Laben  bereits  hervorgehoben^  dafi  die  beiden  in  §  12.,  a) 
bewiesenen  Satze  JACOBI'S,  obgleich  sie  uns  wichtige  Aufsclilusse  iiber 
das  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  geben;  dennoch  weder  eme  not- 
wendige  noch  eme  hinreiclieiide  Bedingung  fiir  die  Existenz  eines 
Extremums  enthalten. 

Trotzdem  kana  man  wenigstens  eine  not-weudige  Bedingung  aus 
clem  ersten  der  beiden  Satze  durch  eine  leichte  Modifikation  der 
Jacobi'selieiL  SchluBweise  ableiten.  Bs  lafit  sicli  namlich  zeigen: 
Wenn  a^<ix^9  so  kann  mart  8*J  nickt  nnr  gleick  Null?  sondern 
sogar  negativ  machen. 

Dies   ist   zuerst   von  WsiERSTBASS2)   und  ERDMAKNS)  bewiesen 

worden. 


2)  Hierzu  die  Ubungsaufgaben  N"r.  2—12,   S5— 40   am   Ende   yon  Kap.  HI 
2)  WEJEESTUASS,  (Vorlesungen)    schreibt   die   zweite  Variation   in  der  Form 


(f  +  ty  v*  +  2  Qv  n  4- 


wo  Jfc  eine  kleine  positive  Konstante  ist,  und  wendet  auf  das  erste  Integral  die 
Jacobi'sche  Transformation,  an  (§  10,  b)). 


wo 


Dann  zeigt  er  auf  G-rund  allgemeiner  Satze  uber  Differentialgleickungen,  welche 
eineu  Parameter  enthalten  (vgl  unten  §  24T  e)  uad  POINCAK^,  Mecamgue  celeste 
(Paris  1802),  Bd  I,  p  58,  und  PICAED,  TfiM,  Bd.  Ill,  p.  167),  daB  man  fur 
hinreicBend  kleine  Werte  von  "k  eme  Funktion  ?j  der  Klasse  &"  konstruieren 
kann,  -welche  der  Differ  eatialgleichung  W  (ij)  =  0  genugt  und  in  a^  und  xt  ver- 
schWandet.  Fur  eine  sobhe  Punktion  T\  ist  aber  offenbar  <f  2  J  negativ 
s)  Schldmilch's  Zeitschrift,  Bd  XXIII  (1878),  p  367. 
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Andere  Beweise  smd  spater  von  SCHEBFFEE1)  und  SCHWAB^2) 
gegeben  worden. 

a)  Der  Erdmann'sclie  Beweis: 
Wir  nelnnen  also  an;  es  sei 

<  <  x* .  (38) 

Alsdann  konnen  wir  eine  GroBe  xsr  so  w'aklen,  daB 

%1     ^  <£*£f    "^C.  #2 

und  gleiclizeitig  -     * 

A(a%',  aOH-O.  ,  '•        ' 

Wir  bezeichnen  dann 

w  ==  A(a?,  ^) ,         t?  —  ±  A(^;  ojg') , 

wobei  wir  uns  die  Wahl  des  Vorzeichens  Yorbehalten  Die  Funktionen 
M  und  v  Bind,  zwei  linear  unabhangige  Integrale  der  Jacobi;sclieii 
Differentialgleichung  (10);  daber  gilt  fur  sie  der  Abel'sche  Satz  (19), 
welcber  fur  die  spezielle  Differentialgleicbung  (10)  die  Porm  annimmt 

R(uv  —u'v)  =*K,  (39) 

wo  K  eine  yon  Null  yersebiedene  Konstante  ist 

Jetzt  wablen  wir  das  Vorzeichen  yon  v  so,  daB  K  positiy  wird. 
Dies  ist  stets  moglicb;  denn  wenn  man  v  dnrcb  —  v  ersetzt;  so  geht 
K  in  —  K  uber 

Da  ferner  aiacli  u  und  u  —  v  em  Fundamentalsystem  yon  Inte- 
gralen  der  Dijfferentialgleiclmng  (10)  bilden,  so  folgt  nacb  dem 
Sturm'scben  Satz;  daB  u  —  v  eine  und  nur  eine  Nnllstelle  zwiscben 
^  und  x^  besitzt;  wir  bezeicbnen  dieselbe  mit  C;  es  ist  dann  also 

u(e)  «*  v(c) . 


^  Mattematische  Annalen,  Bd.  XXV  (1885),  p  548;  der  Sciieeffer'sche 
Beweis  ist  nur  -unwesentlicb  von  dem  Exdmann'sclien  verscMeden. 

2)  In  seinen  Vorlesungen,  1898 — 1899;  ygl.  SOMMERFEXP ,  Janresbericlit  der 
deiitscben  Matiiematikeryereinigung,  Bd  "VIH  (1900),  p.  189,  und  HANCOCK, 
Lectures  on  the  Calculus  of  Variations^  Nr.  133.  Es  ist  211  beachten,  da6  bei  alien 
diesen  Beweisen  die  AnnaWe  #/<#?2  (mit  AnsscbluB  des  Grleichbeitszeicliens  1) 
wesentlich  ist;  fur  den.  Pall  a^ '  *=  xs ,  soweit  er  niclxt  duicB.  Eidraa nix's  Formel 
(20)  far  ^8Jerledigt wird, Tgl.&ssEB,  Matbematisclie  Annalen.^  Bd. L(1897),, 
p.  50,  und  OSGOOP,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society, 
Bd.  II  (1901),  p.  166.  Wir  werden  dieaen  Fall  spS-tex  in  Parameterdarstelluag 
ausfuhrlich  behandeln  (vgl  §  43). 

6* 
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Jetzt  wablen  wir  die  Funktion  y  folgendermaBen: 


M  in 
v  in 
0  in 


Die  so  definierte  Funktion  ^  ist  von  der  Klasse  D"  in  [#j#3].  Denn 
sie  ist  selbst  stetig  wegen  u(e)  —  v(c)  und  v(#s')-=0;  wabrend  ihre 
Ableitungen  in  c  und  #8'  Unstetigkeiten  der  in  §  10,  c)  charakte- 
risierten  Art  besitzen.  Wir  diirfen  also  die  Formel  (13)  fur  die 
zweite  Variation  anwenden  und  ernalten,  da  3F(^)  =  0  in  jedem  der 
drei  Teilintervalle, 

tftjr.  £*n(c)B(c}  W(c  -  0)  -  V(c  +  0)] . 
Da  aber 

flj(c)-t*(c)-t?(c), 
und 


so  konnen  wir  dies  sehreiben 


(40) 


wobei  wir  von  dem  allgemeinen  Substitutionszeichen 


=  4>(c)  (41) 

Crebraucb  macben.  Da  £">0,  so  ist  biermit  bewiesen,  daB  man  in 
der  Tat  die  zweite  Variation,  und  daner  aucb.  die  vollstandige  Vari- 
ation A  J  negativ  machen  kann. 

b)  Der  Schwarz'sclie  Beweis: 

In  §  10j  b)  nnd  §  12,  a)  haben  wir  nacb  JACOBI'S  Vorgang  eine 
Funktion  rj  aufgestellt;  ftir  welche  <J2Jr=  0;  SCHWAEZ  konstruiert 
nun  auf  folgende  Weise  eine  von  jener  Funktion  nur  unendlich  wenig 
abweichende  Funktion,  fur  welcne  ^3J"<  0.  Er  wahlt: 


•  +  ks     in 

Z*  <J       IT\        \  sy*     fp    I 

fvd          JLLi          l^l     fc^/2J  7 

wo  wieder  u<=*  A(^,^),  wabrend  s  irgend  eine  Funktion  der  Klasse 
G"  bedeutet,  welche  in  %  und  #2  verscbwindet,  dagegen  in  x±  von 
Null  verschieden  ist;  Jc  endlicb  bedeutet  eine  kleine  Konstante. 
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Die  so  defmierte  Funktion  y  ist  von  der  Klasse  D"  in  [a?^]; 
sie  ist  stetig,  da  u(x^)  «  0,  und  ihre  Ableitungen  haben  als  einzige 
Unstetigkeitsstelle  den 
Punkt  x  =  #/. 

Wir  dtirfen  daher 
zur  Berechnung  von  <J2  J 
wieder  die  Formel  (13) 


anwenden.     Da 

Fig   14 


so  erhalten  wir 


Beachtet  man  nnn?  da6 

W(u  +  ks]  =  W(u) 

ferner  daJB 

?F(u)-0, 
und  daher  nach  (14) 


und  endlich  daB 

u(xj  -  0  ,        tt^O  -  0  ,        sfa)  -  0  , 

so  reduziert  sich  der  Ausdruek  fiir  d^J  auf 


(42) 

Nun  ist  nach  Voraussetznag  Rfa'*)  4s  ^5  ferner  nach  §  11,  a) 
U,'  fa')  =4=  0,  well  ^(a^O  =  0;  und  endlich  s(%')  =(=  0  nach  der  Bildung 
der  Funktion  s.  Also  ist  der  Koeffizient  von  &  von  Null  verschieden, 
und  daher  konnen  wir  durch  passende  Wahl  von  k  die  zweite  Vari- 
ation in  der  Tat  negativ  machen. 

c)  Bin  Lemma  uber  Variationen  der  Klasse  D': 
Wir   haben   zwar  im  Vorangehenden   gezeigt;   daJB   A«7  negativ 
gemacht  werden  kann;  damit  ist  aber  noch  nicht  bewiesen,  da8  kein 
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Minimum  eintreten  kann.  Derm  die  spezielle  Variation;  welche  wir 
dazu  benutzt  haben,  geliort  gar  nicht  zu  den  zulassigen  Vari- 
ation en,  da  ja  die  Ableitung  von  ?;  Unstetigkeiten  iin  Interval! 
[fl^tfg]  besitzt.  Der  Beweis  wird  erst  vollstandig  durch  den  folgenden 
Hilfssatzz): 

Kann  man  AJ  negativ  macJien  mittels  einer  Variation  der 
Klasse  Df,  so  ist  dies  stets  aucli  mbglicli  mittels  einer  Variation  der 
Klasse  Cf. 

Man  beweist  denselben  leiclit  mittels  eines  Prozesses,  den  man 
kurz  als  ^Abmnden  der  Ecken"  "beschreiben  kann.  Es  sei  namlich 


eine  die  beiden  Punkte  Px  und  P2  verbindende,  ganz  im  Innern  des 
Bereiehes  Si  gelegene  Kurve  der  Klasse  D';  fiir  welche 


ferner  sei  C  (a ,6)  eine  der  Ecken  der  Kurve  (£,  und  j01?  p2  die 
beiden  Werte  des  Grefalles  der  Kurve  ©  in  der  Ecke  C.  Sodann 
wahlen  wir  erne  positive  G-roBe  JL>|^1|;  \pz\,  netmen  auf  &  zwei 
der  Ecke  links  und  rechts  benacKbarte  Punkte  Q±  und  Qs  mit  den 
Abszissen  a  —  li  und  a  +  ~h,  und  konstruieren  eine  Kurve  ©  der 
Klasse  Cf9  welcne  durch  Ql  und  Q2  gekt;  die  Kurve  (5  in  Q^  und  Q2 
beruL.rt7  und  deren  Gefalle  deni  absoluten  Werte  naah.  bestandig 
kleiner  als  L  ist,  was  stets  moglich  ist,  z.  B.  mdem  man  die  Kurve  © 

aus   einem  Segment   einer   Greraden  und  einem 

Kreisbogen  zusammensetzt. 

Man  zeigt  dann  leicht  weiter2):  Ist  6  eine 

beliebig  Heine  vorgegebene  positive  GroBe,   so 

kann  man  stets  Ji  so  klein  waHen,  daB 


Wir  ??runden  jetzt  die  Ecke  0  ab%  indem 
15  wir  das   gebrochene    Stuck  Qt(7Q2   durch    daB 

Sttick  QiQ%  der  Kurve  S  ersetzen, 

Fiihren   wir   diese  Operation  fiir  samtliclie  Ecken  der  Kurve  S 
durch,   so    erhalten   wir   als   Resultat    eine    Kurve  S  der   Klasse  0', 


*)  Ygl  hierzu  G-OUESAT,  Cowrs  d* Analyse,  II,  p    606. 

*)  Wahlt  maa  ^  >  0  so  klein,  dafi  die  geschlossene  Uragebung 

Wc-  l«— <*(<<?,      \y— 
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welche  ebenfalls  die  beiden  Punkte  P:  und  P2  verbindet  und  im 
Bereich  31  hegt,  und  dureh  Verkleinerung  yon  7*  koanen  wir  er- 
reichen,  dafi  die  Differenz  J^  -  J&  dem  absoluten  Wert  nach  unter 
jede  vorgegebene  GroBe  sinkt.  Da  nun  nacli  Voraussetzuns  J~  ~  L  <  0 

1  ••  1         i      TT         i    •  ®  ^o  " 

so  konnen  wir  durcit  Verkleinerung  von  7*  auch  erreiclien,  daB 

Q.E-D. 


Wir  diirfen  daher  jetzt  den  Satz  aussprechen: 
Fundamentalsate  III:  Die  dntte  notwendige  Bedingung  fur  em 
Minimum  (Maximum)  lestelit  darin,  dafi 


.  (in) 

fur  die  Werte  von  x  in  dem  offenen  Intervall  xi<x<x^. 

Zusatz:  Dieselbe  Bedingung  laBt  sich  auch.  scbeiben:  x%  ^  a?/ 
oder  aber  #/  existiert  niclit?  d.  L  wenn  dw  EndpunU  P2  jenseits  des 
mP1  hnjugierten  Punktes  P/  tiegt,  so  findet  Turn  Maximum  oder 
Minimum  statt 

Wir  werden  diese  Bedingung  die  JacoWsche  Sed^ngung  nennen, 

des  Punktes  0  ganz  im  Innern  des  Bereiches  91  liegt,  so  hat  die  Funktion 
\f(x,  y,  y')\  ein  endliciies  Maximum  M  im  Bereich 


\y'\<L. 

Wahlt  man  jetzt  A<p,  so  ist  das  Integral  J,  genommen  entlang  irgend 
einer  Kurve:  y=*y(x]  der  Klasse  JDX,  welohe  ganz  in  [p]c  liegt  und  der  Be- 
dingung |y'(a?)|<Ir  genugt,  vom  Punkt  a-  ft  bis  zmn  Punkt  a  +  »,  dem  ab- 
soluten Wert  nach  kleiner  als  Sftilf,  also 
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§  15,   Hinreichende  Bedingungen  fiir  em  ,,schwaclies  Extremum"1). 
Wir  setzen  jetzt  voraus,  dafi  fur  unsere  Extremale2) 

@0:  y^iify),     %<><^ 

die  beiden  Bedingungen  erfiillt  smd: 

fi(s)>0,    fiir    a^a?<;afc,  (IT) 

fiir    ^<*<^  (HP) 


fragen:  5i«rf  fee  Bedingmgew  Unreichend  fur  ein  Minimum? 

Dies  ist  in  der  Tat  bis  in  die  siebziger  Jahre  des  vorigen  Jahr- 
hunderts  allgemein  als  selbstverstandlich  angenoinmen  worden;  und 
erst  WEIERSTRASS  Kat  gezeigt?  dafi  der  Schlufi  falsch.  ist.  Es  ver- 
lokat  sick  daher  genaner  zuzusehen,  einerseits  worm  der  Fehlschlu6 
bestand^  audererseits  was  man  aus  den  obigen  Annahmen  wirklich 
schliefien  darf. 


l]  Man  vergleiclie  fur  diesen  Paragiaphen  die  Arbeit  von  SCHEEFFEE,  Uler 
die  Bedeutmg  der  Begriffe  Maximum  und  Minimum  ^n  der  Vanatiomrechnung, 
Mathematisohe  Annalen,  Bd.  XXVI  (1886),  p.  197,  welche  fiir  die  Aufklarang 
der  Grundbegriffe  der  Variationsrechmmg  von  grc)Bter  Wichtigkeit  gevesen  ist 

2)  An  den  1m  Eingang  von  §  9,  a)  (iber  die  Extremale  @0  gemachten  An- 
nahmen  wird  ein  fur  allemal  festgehalten;  sie  smd  bei  alien  in  der  Folge  uber 
die  Eitremale  E0  aufgestellten  Satzen,  den  sonstigen  Voraussetzungen  hinzu- 
zufugen.    Ygl  auch.  p  58, 

3)  Man  beactte  das  Gleicliheitszeiclien,  dnrch  welches  sich  (IIP)  von  (III) 
unterscheidet;  wegen  des  Falles  ^'^  vgl  die  Zitate  anf  p.  83,  JPufinote  *)• 
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a)  Analyse  des  PeUscUnsses; 

Wir  haben  geselien,  daB  aus  den  beiden  Annahmen  (II7)  und  (IIP) 
in  aller  Strange  folgt,  daB  (JV>0  fur  alle  zulassigen  Funktionen  y, 
welche  niclit  identisch  verschwinden.  Daraus  folgt  aber  in  der  Be- 
zeichnung  von  §  4:  Hat  man  eine  zulassige  Funktion  q(x)  fest  ge- 
wanlt;  so  besitzt  das  Integral 

,  y  +  *ii,  y  +  £?/)  dx 

als  Fnnktion  von  s  ein  Minimum  fur  a=-0,  da  J'(Q)*=Q,  J"/'(0)>0. 
Das  heifit:  Es  Tafit  sich  eine  positive  G-roBe  d  angeben,,  derart  daB 
AJ>0  fur  alle  Kurven  der  Schar 

y*s*y(x)  +  evi(x),  (1) 

fur  welche  0  <  ]  s  <  d,  oder  wie  wir  sagen  konnen:  In  Beziettung 
auf  die  spezielle  Scliar  (1)  von  Kurven  liefert  @0  wirklicli  ein 
Minimum. 

1st  andererseits  eine  beliebige  zul'assige  Kurve 


gegeben,  so  laBt  sict  dieselbe  stets  als  Individuuin  einer  Schar  dieser 
Art  betrachten;  man  braucht  nur  fur  q(x)  die  Funktion  YI(X)  =  y(%)  — 
—  y(x)  zu  wahlen,  so  liefert  die  Scliar  (1)  fur  £  =  1  die  gegebene 
Kurve. 

Hiernact  scLeint  in  der  Tat  aus  den  angegebenen  Bedingungen 
die  Existenz  eines  Minimums  zu  folgen.  Dabei  ist  aber  ein  wesent- 
licher  Punkt  aufier  Acht  gelassen.  Die  Funktion  J(B),  und  dalier 
ebenso  die  GrroBe  8,  fangt  von  der  Wahl  der  Funktion  77 
ab-,  dies  wollen  wir  auch  in  der  Bezeichnung1)  zura  Ausdruck  bringen, 
indem  wir  statt  S  schreiben  St].  Um  unsere  Definition  des  Minimums 
(§  %  ^))  zur  Vergleiehung  h,eranzieh.en  zu  konnen;  fiihren  wir  das 
Maximum  mn  der  Funktion  |??(#)|  ina  Intervall  [^icj  ein  und  setzen: 
$  =  m  S^  ;  dann  folgt  fur  das  Inkrement  At/  =  y(x)  —  y(x)  : 

\&y\<9n     in     fe^]  (2) 

ftir  alle  Kurven  der  Scliar  (1),  fur  welche    €  \  <  d  7  d.  n.  diese  Kurven 


J)  Nack  E.  H.  MOOEE,  vgl  z  B  Transactions  of  the  American  Mathe- 
matical Society,  Bd.  I  (1900),  p  500.  Diese  Bezeicknungsweise  empfiehlt 
sich  sehr  bei  alien  schwierigeren  Grenzbetrachtungen 
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liegen  alle  in  der  Nachbarschaft1)  (0  )  von  @0.  Umgeketrt:  Ziehen 
wir  in  der  Naclibarsclaaft  fp  )  von  @0  irgend  eine  Kurve  der  Schar 
(1),  so  1st  far  dieselbe  A</>  0;  derm  aus  der  Annahme  (2)  folgfc  aus 
der  Betrachtung  des  speziellen  Wertes  von  $,  welcher  \<r](x)\~mtj 
liefert,  dafi  s<dn. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gesamtheit  aller  nicht  identisch  ver- 
schwindenden  zulassigen  Funktionen  ??;  so  besitzt  die  Menge  der  zu- 
gehdrigen  Werte  ^  nach.  §  2,  a)  eine  untere  Grrenze  p0,  welclie  ent- 
weder  positiv  oder  Null  ist.  Wenn  nun  p0  >0;  so  kann  man  schlie6en; 
daB  AJ">  0  fur  alle  zulassigen  Variationen  S,  welche  ganz  in  der 
Nachbarsehaft  (^0)  von  @0  liegen,  wie  man  sofort  sieht;  wenn  man 
die  gegebene  Kurve  (S  in  der  oben  angegebenen  Weise  in  eine  Schar 
von  der  Form  (1)  einreiht.  In  diesem  Fall  tritt  also  tatsachlicb.  ein 
Minimum  ein.  Die  Untersuclmngen  des  naclisten  Paragraphen 
werdeB  jedoch  ergeben,  dafi  es  unmoglich  ist;  allgemem  zu  be- 
weisen,  daB  00>0.  Wenn  aber  ^>0  =»  0,  so  wird  der  ganze  SchluB 
Mnfallig. 

Es  zeigt  sich,  also;  daB  der  FehlsciluB  in  letzter  Instanz  au£  der 
stills  clrweigenden  Annab.me;  daB  @0  >  0,  oder  was  auf  dasselbe  lunaus- 
lauft,  auf  der  Verwechslung  von  Minimum  und  unterer  Grenze 
beruht,  die  an  den  meiaten  FeLlern  und  Ungenauigkeiten  der  alteren 
Infimtesimalrechnung  Scliuld  tragt. 

Bs  lafit  sich  aber  auch  a  priori  emsehen  2)  ;  daB  die  Metliode, 
welche  unserer  ganzen  bisherigen  TJntersucliung  zugrunde  lag,  uber- 
liaiipt  nie  zu  Mnreiclaenden  Bedmgungen  fiiliren  kann;  so  lange  man 
der  Funktion  f  ikre  voile  Allgememheit  laBt.  3) 

Denn  wenn  man  die  Taylor?sclie  Bntwieklung  (mit  oder  ohne 
Restglied)  auf  die  Differenz 

'Af=f(®,  y  +  A^?  y  +  A^)  -  f(x,  y,  y'} 


anwendet  und  integriert;  so  kann  man  aus  dem  Yorzeiclien  der  ersten 
Grlieder  nur  dann  auf  das  Zeichen  von  AcT"  scHieBen;  wenn  nicht 
nur  Ay  ,  sondern  auch  \  £±yr  hinreictiend  Idem  Neibt,  oder?  geometriscla 
gesprochen,  wenn  fur  entsprechende  Punkte  der  Kurven  @0  und  £ 


a)  Vgl   §  3,  b) 

s)  Zuerat  von  WEIERS TRASS  betont. 

s)  Dagegen  kann  man  fur  spezielle  Funktionea/mittelst  derTaylor'schen 
Formel  hinreichende  Bedingungen  ableiten,  z.  B.  wenn  f(x,  y,  y')  die  Ableitung  y' 
uberliaupt  nicht  entMlt;  vgL  aueh  p.  122,  FuBnote  x),  sowie  die  Ubwngsaufyaften 
Nr  20,  21  am  Ende  von  Kap  IIL 
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nicbt  nur  der  Abstand,  sondern  aucli  der  Unterscliied  in  der  Richtung 
der  Tangenten  hinreieliend  klein  ist.1) 

b)  Das  sclrwaclie  Extremum: 

Sehen  wir  jetzt  zu;  was  aus  den  beiden  Voraussetzungen  (IP) 
und  (III7)  wirklicli  gefolgert  werden  darf.  Wir  konnen  das  Resultat 
am  einfachsten  formulieren,  wenn  wir  den  Begriff  des  ^sehwaclien 
Extremums"  eiirfukren2):  Wenn  es  zwei  positive  GrroBen  $  und  $ 
gibt,  derart,  daB  AJ"5>  0  ftir  alle  zulassigen  Variationen,  fiir  welche 
gleichzeitig 

|  Ay  |  <  Q  und  I  A/    <  $    fiir  #x  ^  x  ^  x%  ,  (3  ) 

so  sagt  man  nach.  KNESEE  (Lehrbuch,  §  17):  die  Kurve  @0  liefert  ein 
schwaches  Minimum  fur  das  Integral  J,  und  unterscheidet  dayon  das 
Minimum,  wie  wir  es  nach  WEIEBSTEASS  definiert  haben  (§  3?  b));  und 
bei  welclaem  die  zulassigen  Variationen  nur  durch  die  erste  Ungleichung 
|  Ay  |  <  ^  eingeschrankt  sind;  als  starJces  Minimum.  Aus  der  Defini- 
tion folgt;  da8;  wenn  eine  Eurve  ein  starkes  Extremum  liefert  ,  sie 
allemal  auct.  a  fortiori  ein  schwacnes  Extremum  liefert,  aber  nictt 
umgekehrt. 

z)  Atif  diesen  Punkt  hat  zuerst  TODHUNTEB  aufmerksam  gemacht,  sielie 
Researches  in  the  Calculus  of  Variations  (London  and  Cambridge,  1871),  p.  269. 

2)  Man  kann  das  sckwaclie  Extrenmm  noch  liurzer  definieren,  wenn  man 
mit  KNESER  den  Begriff  der  ,3engeren  Umgebung"  einer  Kurve 


von   der  Klasse  C'  einfcihrt.     Darunter   versteht   man  irgend   einen  Bereich  im 
Ratim  der  Yariabeln  x,  y,  y'  ',  welcner  die  Kurve 


ganz  in  seinem  Innern  enthalt. 

Welter  sagen  wir,  eine  zweite  Kurve 


liege  in  einer  gewissen  engeren  Umgebung  2J/  von  ®,,|wenn  die  Korve 


im  Eaum  der  Yariabeln  x}  y}  y'  in  &l'  liegt. 

TJnter  Benutzung  dieser  Tenninologie  konnen  wir  sagen:  Die  Ku*rve  @0  Izefert 
fur  das  Integral  J  ein  schwaches  Mmimum,  wenn-  AJ">0  fur  alle  zuldssigen 
Variationen  in  e^ner  gewissen  engeren  Umgebung  von  ®0 

ZEEMEI-O  hat  diese  Unterscheidungen  noch  weiter  ausgebildet;  indem  er  von 
einer  Umgebung  Oter,  lter,     .     wter  Ordnung  spncht,  vgl.  D^ssertat^on,  p.  29 
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Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  konnen  wir  dann  den  fol- 
genden  Satz1)  ansspreclien: 

Wenn  fur  die  Extremale  @0  die  Sedingungen 

E(x)  >  0,  fur  x^x^x,,  (IF) 

A(x,  xj  4=  fw  #1  <  x  <:  #2  ,  (HP) 

erfulU  sindy  so  liefert  sie  #um  mindesten  ein  schwaclies  Mimmum  fur 
das  Integral  J. 

Der  Satz  1st  zixerst  von  WEIERSTRASS  2)  in  seinen  Torlesungen 
bewiesen  worden  ;  der  erste  publizierte  Beweis  stanamt  von  S  CHEEFFEK3)  ; 
der  folgende  Beweis  rtihrt  von  KNESEB4)  her: 

Wir  variieren  die  Extremale  (£0,  mdem  wir  sie  durch  eine  be- 
liebige5)  zulassige  Kurve 

S:  y=~y(x),        x^x^x^ 

ersetzen,  mid  bezeichnen,  wie  scnon  friilier;  das  Inkrement  Ay  = 
=  y(x}  ~~  $(#)  m^  ^  Dann  wenden  wir,  wie  in  §  4,,  auf  das  In- 
krement  A/1  die  Taylor'sche  Pormel  mit  Restglied  an,  brechen  aber 
diesmal  erst  bei  den  Grliedern  dritter  Ordnung  ab.  Wir  konnen  dann 
schreiben 

*  a, 

A  J"-  iJ(P<»2  +  2  QCOOD'  +  R&'*)dx  +  ij  (Ltf  +  N&'^dx, 

arx  xl 

wo  L  nnd  N  >;gleiclimaBig6)  unendlich  klein^  sind  im  Infcervall  \_xl  x^\, 
worunter  wir  folgendes  verstehen:  Zn  jeder  positiven  GroBe  6  gibt 
es  eine  zweite  positive,  von  x  unabMngige  GroBe  ^a?  derart  daB 


vorausgesetzt;  daB 

|  CD  |  <  $ff,     nnd  |  G)f  |  <  Qa    in  [^  a?8]  . 

*)  VgL  p  88,  Fufinote  2) 

s)  Ygl    HAUCOCK,  Lectwres  Nr.    187—139;    der   WeierstraB'sche   Beweis 
beraht  auf  ahulichen  Prinzipien  wie  der  yon  KNESBR. 

3)  Mathematische  Annalen,  Bd  XXYI  (1886),  p.  200. 

4)  Jaliresbericlit    der    deutsciien    Mathernatiker  -  Vereinigung, 
Bd  VI  (1899),  p  95.    Wir  gehen  nicht  auf  die  Einzelheiten  des  Beweiaes  em,  da 
eich  spater  em  einfacherer  aus  dem  Weierstrafi'schen  Theorem  (§  19,  c))  er- 
geben  wird. 

6)  Jetzt,  wo  es  sich  um  hinreichende  Bedmgnngen  liaiidelt,  durfen  wir 
uns   niclit   melir  auf  spezielle  Variationen  der  Form  €77  oder  selbst  co^^  s)j  be- 
iikeii. 
6)  Vgl.  A  II  6. 
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Mittelst  der  Legendre'schen  Transformation  (§  9,  b))  laBt  sich 
das  erste  Integral  auf  die  Form  bringen 


Da  wir  voraussetzen,  daB  die  Bedingungen  (II')  und  (III')  erfiillt 
sind,  so  existieren1)  Losungen  der  Legendre'sclienDijBferentialgleicliung 


'welche  in  [^^2]  von  der  Klasse  Cf  sind.  Daraus  folgt  nacli  all- 
gememen  Satzen2)  tiber  Differentialgleickungen,  welche  einen  kon- 
stanten  Parameter  entlialten,  daB  auch  die  Differentialgleickung 


Integrale  besitzt,  welche  in  [^a?^]  von  der  Klasse  Cf  sind,  vorans- 
gesetzt,  daB  die  Konstante  c  Mnreicliend  klein  genommen  wird. 
Wahlen  wir  fur  w  ein  solches  Integral  von  (5)  und  schreiben  zur 
Abkurzung: 


so  nimmt  der  Ausdruck  fur  AJ  die  folgende  Form  an: 


wo  A,  p,  v  in  demselben  Sinne  wie  L  und  N  gleichmaBig  unendlich 
klein  sind  in    aa-     Statt  dessen  konnen  wir  aber  schreiben 


und  da  1,  p,  v  in  dem  angegebenen  Sinne  unendlich  klein  sind?  so 
konnen  wir  zwei  positive  GroBen  ^  und  Q   so  wahlen,  daB  R  +  v  >  0 


*)  Dies  folgt  aus  dem  ZTIS arnmenlxaiig  zwisclien  der  Legendre'sclieiL  und 
Jacobi'schen  Differentialgleiclmiig,  vgl.  §  10,  a)  und  §  12,  a). 
*)  Siehe  die  Zitate  auf  p  82,  FuBnote  ^  und  §  24,  e). 
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und  c2  +  A  —  -7^17-  >  0  in  [^  #2]  und  daher  A  <7>  0,  vorausgesetzt, 
daJB  |  CD  |  <  £  und  ico'  |  <  (/,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

c)  Sclwaclie  und  starke  Variatiouen: 

Die  Ausdrdcke  ,,scb.wacli"  und  ?3stark"  werdenbisweilenauch  auf  die 
Variationen  iibertragen  -1)    Eine  einen  Parameter  £  enthaltende  Variation 

A?/  a»   CO(^,    8) 

heiBe  scMvach,  wenn  nicht  nur 

}  e)  =  0,  sondern  auch  ico7^,  a)  ~  0; 


£=:0 

und  zwar  gleicnmaBig3)  im  Interval!  [#a#2],  dagegen  st&rk,  wenn  zwar 
die  erste  aber  nicht  die  zweite  Bedmgung  erfullt  ist. 
Sowohl  die  Variationen  der  Form 

Ay  ==  si] 

als    aucb  die  allgemeineren  in  §  8  betraehteten  ^ISTornialvariationen" 
sind  scnwacne  Variationen.3) 

Dagegen  stellt  die  Funktion4) 


Ay  = 


s" 


wo  w  eine  positive  ganze  Zahl  irst^   eine   starke  Variation  dar;   hier 
ist  die  Bedingung 


*=o 
aber  nicat  die  Bedingung 


Andere  Beispiele  von  starken  Variationen  werden  in  §  15  ?  d) 
vorkommen. 

d)  Unzulangliclikeit  der  Bedingungen  (I),  (IF),  (III'),  fiir  ein 
starkes  Minimum: 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zum^starken  Extremum  zuriick  und 
beweisen,  dafi  die  drei  Bedingungen  (I),  (II7);  (IIIJ)  fiir  ein  starkes 

-1)  Tgl   OSGOOD^  loc.  cit,  p  106     Die  Terminologie  ist  schwankend. 

2)  Vgl.  A  H  6. 

3)  Daraus  folgt,  daJB  die  Bedingungen  (I),  (H),  (HI)  nicht  nur  far  ein  starkes, 
soadern  auch  fur  ein  schwaclies  Minimum  notwendig  sind. 

4)  Dies  ist  eine  von  GOTJKSAT  herrubrende  Modifikation  eines  Beispiels  von 
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Extremum  mcht  Mnreictiend  sind,     Dazu  geniigt  es;  ein  einziges  Bei- 
spiel  beizubrmgen,  in  welehem  die  Bedingungen  (I)?  (IF),  (IIP)  erfullt 
smd,  und   in  welchem  trotzdem  kein  Minimum  stattfindet      Bin  ein- 
faehes  Beispiel1)  dieser  Art  ist  das  folgende: 
Seispiel  IX:   Das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen  unter  der  Annahxne.,   daB  die  Koordi- 
naten  der  Endpunkte  smd:    (#1?  y^)  ~  (0,  0),  (&>,  ys)  =  (1?  0). 

Die  Extremalen  smd  bier  ge- 
rade  Linien,  und  @0  ist  das  Seg- 
ment [01]  der  x- Adh.se.  Perner  ist 


(a?  - 


Pig.  16 

somit    smd     die    Bedingungen    (I), 

(IT),  (IIP)  far  ein  Minimum  erfullt 

Trotzdem  kann  A  J  negativ  gemaclit  werden.    Denn  wahlen  wir  fur  @ 

die  gebrochene  Linie  P±PP2  und  bezeiclmen  die  Koordinaten  von  P 

mit  (1  — -jp,  q)9   wo   0  <  p  <  1   und  g>0;    so   erhalten  wir  fur  AJ" 

den  Ausdruck 


1st  nun  irgend  erne  NacKbarschaft  (p)  von  @0  gegeben,  so  wahle 
man  g<(>;  dann  kann  man  p  stets  so  klein  nekmen,  daB  AJ"<0. 

Schliefilich  kann  man  nach  dem  Lemma  tiber  Abrundung  der 
Ecken,  §  14,  c),  die  gebroehene  Linie  P^PP^  duret.  eine  Kurve  der 
Klasse  G  ersetzen,  welche  ebenfalls  A/<0  macht^  wom.it  unsere 
Behauptung  bewiesen  ist. 

§  16.    Konstrtiktion  eines  Feldes  von  Extremalen. 

Naclidem  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  worden  ist,  daB  die 
bisher  als  notwendig  erkannten  Bedingungen  nicht  liinreicliend  sind, 

*)  Das  erste  Beispiel  dieser  Art  war  das  Problem  des  Rotationsktfrpers  von 
geringstem  "Widerstand^  mit  dem  -wir  Tins  sp'ater  noch  ausfanrlicli  beschaftigen 
werden  (§  49)  Schon  LEGENDRE  fand,  daB  der  Widerstand  durch  eine  passend 
gewaKLte  Zickzacklinie  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  vgl.  LECHENDKE^  loc. 
cit,  p.  73  in  STACKBL'S  tTbersetzung,  und  PASCAL,  loc.  cit,  p.  113. 
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ware  es  das  natfirliehste,  zunachst  nach  weiteren  notwendigen  Be- 
dingungen1) zu  suchen.  Wir  werden  jedoch,  tun  Wiederholungen  zu 
Yermeiden,  tier  diesen  Weg  nicht  einschlagen,  sondern  uns  direkt  zur 
Ableitung  des  WeierstraB'schen  Fundamentalsatzes  wenden,  aus  dem 
sich  sowohl  weitere  notwendige  als  aueh  Ixmreicliende  Bedingungen 
ergeben  werden.  Dazu  ist  es  vor  allem  notig,  den  wiehtigen  Begnff 
eines  J3Feldes  von  Extremalen"  zu  entwickeln 

a)  Definition  eines  Feldes  von  Ertremalen: 

Wir  betrachten  irgend2)  eine  Schar  von  Extremalenbogen 

y  =  (p  (x,  d) ,        x(a)  ^  x  ^  I  (a) ,  (6) 

und  beschranken  den  Parameter  a  auf  ein  Interval! 

ai  <  a  <C  az  •  (^  a) 

Die  Punktionen  x(a),  x(a)  sollen  im  Interval!  [^a2]  stetig  sein 
und  der  Ungleichung :  %(a)<ix(a)  genugen;  und  die  Funktionen  (p 
und  <px  sollen  von  der  Klasse  Cf  sem  in  dem  Bereich 

<h  <!  a  ^  04 ,         x(a)^x^  x(a) .  (7) 

Wir  sagen  dann:  die  IBogenschar  (6),  (6  a)  l)ildet  ein  ,,Feld^  von 
E%tremalenCk}  wenn  Jceine  szwei  Sogen  der  Schar  einen  PunM  gemeinsam 
hdben.  Das  laBt  sich  auch.  so  ausdrucken:  wenn  die  Grleichungen 

x=~x,         y  =  <p(x,  a), 

als  Transformation  zwischen  der  x,  a-Ebene  und  der  x,  y-Ebene  auf- 
gefaBt,  erne  ein-eindeutige  Bezietung  zwischen  dem  Bereich  (7)  der 
x,  o-Ebene  und  dessen  Bild  in  der  x ,  y-Ebene;  das  wir  mit  of  be- 
zeichnen,  definieren.  Das  Feld  ist  dann  eben  diese  Punktmenge  Q$^ 
d  h.  die  Gresamtheit  der  Punkte  samtlicher  Bogen  der  Schar  (6),  (6a), 
oder?  wie  wir  auch  sagen  konnen,  derjenige  Teil  der  x,  y-Ebene; 

*)  Eine  vierte  notwendige  Bedmgung  wird  sich  spater  aus  dem  Weier- 
strafi'schen  Fundament  als  atz  ergeben,  §  18,  a);  eine  direkte  Ableitung  derselben 
nach  der  Metnode  von  WEIBRSTEASS  findet  man  bei  BOLZA_,  Lectures,  §  18,  b);  bei 
GOURSAT,  Cours  d' Analyse,  Bd.  II,  p  607,  und  in  Parameterdarstellung  unten 
in  §*£4.  j& 

s)  Die  Bezeichnung  gp(aj,  a)  ist  also  hier  allgemeiner  als  in  §  13,  a). 

s)  Nach  KNESEB,  Jjelirbuch,  §  14,  der  Be  griff  eines  Feldes  in  einem 
engeren  Sinn  ruhrt  von  WEIEBSTKASS  her^  im  allgemeinsten  Sinn  von  H  A.  SCHWARZ, 
Werke,  Bd.  I,  p.  225.  Ygl  auch  Osaoor>,  loc.  cit  p,  112,  und  GOUESAT,  loc.  cit 
p.  611. 


§  16      Konstrnktion  eines  Feldes  von  Extremalen  97 

welcher  von  den  Extremalenbogen  (6)  uberstrichen  wird,  wenn  der 
Parameter  a  yon  04  bis  a2  wachst. 

Da  die  Begrenzung  &  des  Bereiches  (7)  eine  stetige?  geschlossene 
Kurye  ohne  mehrfache  Punkte  ist  (eine  sogenannte  ,,Jordan'sche 
Kurye") ,  so  ist  auch  das  Bild  S'  von  S  eine  solche  Kurve;  sie  teilt 
daher  nach  A  VI  2  die  x,  #-Ebene  in  ein  Inneres  und  ein  AuBeres. 
Nach  emem  allgemeinen  Satz  yon  ScHONFLiES1)  ist  dann  die  Punkt- 
menge  of  identisch  mit  dem  Inneren  der  Kurye  &'  zusammen  mit  der 
Begrenzung  £'.  Das  Feld  ist  also  stets  einfach  msammenhdngend. 

Analytisch  bedeutet  die  oben  gegebene  Definition  eines  Feldes, 
daB  die  Grleichung 

y  =  <p(#,  a) 

fur  jeden  Punkt  (x,  y)  des  Bereiches  oP  eine  und  nur  eine  Wurzel  a 
besitzt,  welche  der  Ungleichung  (6  a)  geniigt;  diese  Wurzel  ist  also 
eine  in  oP  emdeutig  definierte  Funktion  yon  x  und  y,  die  wir  mit 

a  =  &(x,  y) 
bezeichnen  und  die  inverse  Function  des  Feldes   nennen;   so   daB   also 

fur  jeden  Punkt  (x,  y)  yon  oP  und 

a  =  a(x,  <p(x,  a})  (8 a) 

fur  jeden  Punkt  (x,  a)  des  Bereiches  (7). 

Es  soil  dann  neben  der  angegebenen  Haupteigenschaft  des  Feldes 
noch  die  weitere  Bedingung  in  die  Definition  des  Feldes  aufgenommen 
werden,  daB  die  inverse  Funktion  a(x,  y)  im  Bereidi  o?  von  der 
Klasse  Cf  sein  soil. 

Wir  beschranken  uns  iiberdies  ausschlieBlich  auf  Felder,  welche 
ganz  im  Bereich  91  liegen. 

Die  durch  einen  beliebigen  Punkt  (x,  y)  yon  of  gehende  Feld- 
extremale  hat  in  diesem  Punkt  ein  ganz  bestimmtes  Gefalle,  welches 
daher  ebenfalls  eine  in  of  emdeutig  definierte  Funktion  yon  x  und  y 
ist-  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  p(x,  y)  und  nennen  sie  die  6refW- 
funJition  des  Feldes7  so  daB  also 

x)  VgL  A  YII  2 ;  um  den  Satz  von  SCHONFLIES  anwenden  zu  konnen,  trans - 
formiere  man  zunachst  den  Bereich  (7)  in  ein  Quadrat  mittels  der  Transformation 

B  o  1  z  a ,  y ariationsreclmung 
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P  0;  y)  =  9*  (x,  a  (%,  y))  .  (9) 

Nack  den  iiber  die  Funktionen  cp  imd  a  gemackten  Annakmen  folgt 
nack  A  IV  9;  daB  p(x}  y)  im  Bereick  of  von  der  Klasse  (?'  ist.  Zu- 
gleick  folgt  ans  (8  a)  und  (9)  die  Identitat 

p(x,  <p(x,a))==(px(x,  a)  (9  a) 

ftir  jedes  (^,  a)  in  (7). 

Man  kann  die  Definition  des  Feldes  datin  verallgemeinern,  daB 
man  aucla  ;;offenea  und  ;;Tinendliche"  Felder  zula6t?  indem  man 
gestattet,  daB  in  den  Ungleiohungen  (7)  einige  oder  alle  GFleichheits- 
zeichen  unterdrtiekt  werden;  nnd  dafi  die  Intervalle  a17  a%  nnd  x(a), 
&(a)  sick  nack  einer  oder  nacli  beiden  Seiten  ins  TJnendliche  er- 
strecken  (vgL  die  Beispiele  tuiter  b)). 

Eine  weitere  Verallgem  einer  ung,  yon  der  wir  jedocli  keinen  Ge- 
branch  macken  werden;  erkalt  man;  wenn  man  jeden  Teilbereich  eines 
Feldes  selbst  wieder  ein  JMd  nenni 

V)  Beispiele  von  Feldera  von  Extremalen: 

Wir  wollen  diese  Definitionen  zunackst  an  emigen  Beispielen  er- 
lautern. 

£e^spiel  VI  (Siehe  p.  32)-  f=^G-(y'}. 

Hier  waren  die  Extremalen  die  Greraden  der  Ebene  Die  Schar  parallel  er 
Geraden 

y  =«=  m  x  -|-  a  , 


bildet  ein  Feld,  das  aus  samtliclien  (imEndlicken  gelegenen)  Punkten  der  x,  y- 
Ebene  fcestelit.    Hier  ist 

a  (05,  y}^y  —  inx,  jp(#,  y}  =  m  . 

Ebenso  liefert  die  Sckar  von  Halbstraklen  durch  einen  festen  Punkt  P  : 


ein  Feld,  namlicli  die  durck  die  UngleicTiuiig  x  >  XQ  ckarakterisierte  Halffce  der 
Ebene  Man  pflegt  das  auck  so  anszudrucken:  Die  Halbebene  x^>x0  wird 
durch  das  obige  Geradenbusckel  ,,emfacli  -and  luckenlos1'  ansgefullt.  Es  ist  kier 


Zuweilen  ist  es  wunschenswert,  den  Ptmkt  P0  dem  Peld  zu  adjungieren  ; 
•wix  nennea  allgemeia  ein  Feld,  dem  gewisse,  -arsprunglich  nickt  zu  ikia  gek(5rige 
P-ankte  seiner  Begrenzung  adjungiert  -worden  sind,  ein  f)uneigenthches  Feld". 
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Beisptel  VII  (Siebe  p   33):     f=l-iJ"y  '  \ 

Die  Extremalen  waxen  die  Halbkreise  mit  dem  Mittelpunkt  auf  der  rc-Acbse. 
Hier    bilden    z    B     die    konzentriscben    Halbkreise   mit    demselben   Mittelpunkt 


0<a<oo,  aj0—  aO<a0  +« 

ein  Feld,  namlich  die  obere  Halbebene.  */>0       Dabei  ist 


a  (a;,  y)  =  V  OB  —  ^0 


Be^sp^el  VIII  CSiehe  p   33).     f 

Die  Extremalen  waren  hier  die  Parabeln 


_, 

Wir  greifen  aus  dieser  doppelt  unendlieheri  Schar  yon  Parabeln  die  einfacn  iin- 
endliche  Schar  dureb  den  Koordinatenanfang  beraus   fcc=-,  §  =  -  j  : 


j,-*--, 


0<a<oo, 

Bieselbe  bildet  ein  Feld,  bestebend  axis  dem  Inneren  des  Winkelratuns  zwiscben 
der  positiven  iK-Acbse  und  dem  Halbstrabl  von  der  Amplitude  J)  —  vom  Koordinaten- 

anfangspunkt  aus,  inklusive  der  positiven  a;-Acbse,  jedocb  mit  Ausscbliifi  des 
Pnnktes  (0,0):  __ 

<^:  ^>3/>0 

Man  findet 


l  I  (Siebe  pp.1,  33,  79): 
Wir  betracbten  die  Scbar  von  Kettenlinien  mit  der  ic-Acbse  als  Dixektrix, 
welcbe  durcb  den  Punkt  Px  geben.     Von  jeder  dieser  Kettenlinien  bebalten  wir 
den  Bogen 


bei,  d  b  den  Bogen  vom  Punkt  P±  bis  zum  konjngierten  Punkt  P^  (mit  Aus- 
scblufi  der  Endpunkte),  also  bis  zum  Berubrungspunkt  mit  der  Enveloppe  § 
(Siebe  Fig.  12).  Dabei  ist  x'±  durcb  +  oo  211  ersetzen,  falls  kein  konju- 


a)  Unter  der  „ Amplitude"  eines  Vektors  versteben  wir,  wie  dies  in  der 
Funktionentbeorie  ublicb  ist,  den  Winkel,  welcben  derselbe  mit  der  positiven 
£C-Acbse  bildet,  gerecbnet  im  entgegengesetzten  Sinn  des  Ubrzeigers. 
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gierter  Ptmkt   auf  der  betreffenden   Kettenlinie  existiert     Diese  Bogen  erfiiller 
einfach  und  luckenlos  das  Innexe  des  Bereiches  I  der  #,2/-Ebene  (siehe  Fig  12) 

zwischen  der  Geraden  x  =  xl  und  der  Enveloppe  g, 
da  nach  p  81  durch  jeden  Punkt  dieses  Bereiches 
ein  und  nur  ein  Bogen  der  Schar  gezogen  werden 
kann  Da  sich  uberdies  zeigen  lafit *) ,  daB  die 
inverse  Funktion  a(%,y)  von  der  Klasse  C'  ist, 
so  bildet  unsere  Bogenschar  ein  Feld  von  Extre- 
malen 

Adjungiert  man  dem  Feld  die  Enveloppe  %, 
so  bleibt  zwar  fur  das  so  erhaltene  uneigentliche 
x  Feld  die  Haupteigenschaft  eines  Feldes  bestehen, 
aber  die  Funktion  a(x,y')  hort  nach  (15)  und  (15 a) 
auf,  von  dei  Klasse  C'  zu  sein,  da  <pa(#;,a)  =  0 
entlang  g  2) 

c)  Satz  tiber  die  Existenz  eines  Feldes: 

Wir  werden  sagen:  ein  Feld  of  von  Extremalen  ,,umgiUik  unseren 
Extremalenbogen  ®0;  wenn  erstens  der  Bogen  @0  einer  der  Extremalen 
des  Feldes  angehort,  und  wenn  sich  zweitens  erne  Nachbarschaft  (Q) 
des  Bogens  (£0  angeben  l*afit;  welche  ganz  in  oT  enthalten  ist. 

Es  sei  jetzt  irgend  erne  Extremalenscliar 


y  «  <p(x,  a) 

gegeben,    welcte    den   Bogen  (£0  ftir  a  ==  a{ 
die  Funktionen  93  und  cpx  in  dem  Bereich 


(10) 
0  enthalt;    und   fur  welche 


(11) 


von  der  Klasse  C'  sind,  wobei  Xx  <  , 
Alsdann  gilt  der  folgende  Satz: 
Wenn 


ar3  < 


50  Jcann  man  eine  $o$^t^ve  Grofie  ft  so  Idein  wahlen,  da/3  die  Bogenschar 

y  *=<?(%,  a],  (10) 

%^x^.x^          a-a0   ^ft  (13) 
Bogen  @0  iimgebendes  Feld 


*)  Ygl   §  16,  c) 

2)  Hieizu  die  Ubungsaufgaben  Nr  2—12,  35 — 40  am  Ende  yon  Kap  III. 

s)  Der  Bereich  (7)  ist  also  hier  insbesondere  ein  Eechteck 
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Be  we  is:   Aus  (12)  folgt,   daB  die  Funktion  <pa($,  a0)  in 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  da  sie  stetig  ist.     Urn  die  Ideen  zu 
fixieren,  wollen  wir  annehmen,  es  sei 

21,  b),  daB  k  <^  dQ    so    klein    genommen  werden 
cpa(%,  a)  >  0  (14) 


Dann    folgt   nach 
kann,  daB 


im  ganzen  Bereich.  (13). 

Es  bezeichne  jetzt  Q^  das  Bild  des  Bereiches  (13)  der  x9  o-Ebene 
m  der  x,  y-Ebene  mittels  der  Transformation  (10),  und  es  sei  P*6&«,  ^ 

.  o  \          //  o  V     o?   ySjf 

irgend  em  Punkt  von  Q)A,  d.  h.  also  irgend  ein  Punkt  auf  einem  der 
Bogen  der  Schar  (10),  (13)  Dann  ist  a^  ^  x%  ^  x%  und  es  gibt 
mindestens  einen  Wert  a  =  as  im  Intervall  [a$  —  fe?  a0  +  fc] ,  so  daB 


Wir  kaben  zu  zeigen,  daB  es  auBer  dem  Wert  aB  im  Intervall  [a0  —  ^; 
a0  +  i]  keinen  zweiten;  von  a&  versehiedenen  Wert  a'%  geben  kann; 
fiir  welchen  ebenfalls 


Ware  das  der  Fall,  so  ware 


Dies  ist  aber  nicht  moglich;  denn1)  wegen  (14)  wachst  die  Funktion 
y(^s?  a)  bestandig  von  dem  Anfangswert  ^(^3,  &0  —  K)   bis  zu   dem 
Endwert  9(^3,    a0  +  A1),    waltrend  a 
von  a0  —  X;   bis   a0  +  ^  zunimmt;  es 
ist  also  <p(a%,  ^D^^fe^^  jenach- 
dem  d§  ^  a3 

Somit  ist  der  Bogen  a  =  %  der 
einzige  der  Schar  (10),  welcher  durch 
den  Punkt  (x&)  j/s)  von  ofj.  "hindurch- 
geh.t?  und  fur  welchen  \a  —  a0  |  ^  &. 

Zugleich.  folgt,  daB  das  ganze 
Segment  Fis  17 


der  Geraden    ^  =  #3    (in  Fig.  17  mit  MN  bezeichnet)    zu    <$k  gehort. 
Die    Punktmenge  c^,   ist    also    identiscn  mit    dem    Flachenstiick    der 


l)  Statt  der  Mer  gewahlten  Begriinclung  kann  man  auch  den  Bolle'sehen 
Satz  anwenden 
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x,  y-Ebene,  das  YOU  den  beiden  sich.  nieht  sehneidenden  Kurven 
2/==  <p(x,  a0  —  fy     und    y  «  <p(x,  a0  +  Jc) 

einerseits,   und   den   beiden  Greraden  x  =====  x^  x  =*  x%    andererseits    be- 
grenzt  wird. 

Nachdem  Hermit  die  Existenz  der  eindeutigen  Funktion  a  (or,  y) 
bewiesen  ist,  haben  wir  weiter  zu  zeigen;  da8  dieselbe  von  der 
Klasse  C'  ist.1) 

Es  seien  (xy  y)  und  (^  +  Aa?7  y  +  Ay)  zwei  benachbarte  Punkte 
yon  o^  und  a,  resp.  a  +  Aa?  die  zugehorigen  Werte  ron  a(a?;  y),  so 
daB  also 

y  =  9(0?,  a)  ,        j/  +  Ay  =*  ?>(fl?  +  A^,  a  +  A  a) 

Dann  ist 

Ay  «=  qp(a?  +  Ao?;  a  +  Aa)  —  y(fl?;  a) 

oder  nach.  der  Taylor'scheu  Formel 


wo   5  »  a;  +*dAn?,         a=*a  +  QAa     und     0 
Wir  erhalten  also 


Nun  besitzt  die  stetige  Funktion  <pa(%,  a)  in  dem  abgescklossenen 
Bereich  (13)  ein  positives  Minimum  m,  und  ebenso  die  Funktion 
\<px(%,a)\  ein  endlich.es  Maximum  G.  Da  (x,  a)  dem  Bereich.  (13) 
angehort;  so  ist  daher 


woraus  folgt;  daB  die  Funktion  a  (a?,  y)  im  Punkt  x,  y  stetig  ist. 

WaHen  wir  ferner  Ay  ==  0  und  lassen  &x  gegen  0  konvergieren7 
so  konvergiert  nach  dem  eben  Bewiesenen  Aa  gegen  0,  also  kon- 
vergieren  cpx(x,  a)  und  ya(i,  a)  gegen  q>x(x,  a)  und  <?„(%,  a) 

Daher  existiert  die  partielle  Ableitung  ax  und  es  ist 


J)  Fiir  den  folgenden  Beweis  vgl  G-ENOOCHI-PEANO,  Differentialrechnwng  und 
Grundstuge der Integralrechnung  (Leipzig  1899),  NT  111;  JOKDAN,  Cours  d' Analyse, 
I,  Nr  91.  DaB  a(#,3/)  von  der  Klasse  (7'  ist,  kann  man  aucli  direkt  axis  dem 
Satz  uber  implizite  Funktionen  entnehmen ;  siehe  §  22,  e) 
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wobei  die  Klammer  ()  andeuten  soil,  daB  das  Argument  a  durch  a(#;  y) 
zu  -ersetzen  ist. 

Ganz  ebenso  folgt,  daB  auci.  ay  existiert  und  daB 


Arts  diesen  Ausdriieken  fiir  a^.  und  a.y  folgt  dann  wegen  (14) 
scHieBlich  noch,  daB  die  Funktion  a  (a?,  y)  von  der  Klasse  Gf  ist  in  o£. 

Endlick  lafit  sich  eine  Nachbarschaft  (p)  Ton  ©0  angeben;  welche 
ganz  m  oJ^  enthalten  ist.  Denn  jede  der  beiden  stetigen  Ftinktionen 

<p(x,a^  +  'k}  —  <p(x,a<d, 
und 

<p(x,  a^)  —  <p(x,  aQ-  t) 

hat  ein  positives  Minimum  in  [a/^J;  ist  daher  $  der  kleinere  dieser 
beiden  Minimalwerte,  so  ist  die  Naenbarschaft  f^>)  von  @0  ganz  m  o^. 
enthalten. 

Der  Bereich  o^  besitzt  also  die  drei  charakteristischen  Eigen- 
schaften  eines  den  Bogen  ©0  umgebenden  Feldes,  was  zu  beweisen  war. 

Da  wir  voraussetzen,  daB  der  Bogen  (£0  ganz  im  Innern  des  Be- 
reiches  9V  liegt,  so  konnen  wir  nach  dem  Satz  fiber  gleichmaBige 
Stetigkeit  k  stets  so  klein  annehmen,  daB  das  Peld  (3^  ebenfalls  ganz 
im  Innern  von  9V  liegt.  Das  soil  in  der  Folge>  wenn  von  einem  den. 
Bogen  @0  umgebenden  Feld  die  Rede  ist,  stets  vorausgesetzt  werden.1) 

d)  Zusammenhang  mit  der  Jacobirsclieii  Bediugung: 

Wir  konnen  jetzt  den.  folgenden  Satz  beweisen: 
Sind  fiir  den  Extremaleribogen^)  @0  die  Bedingungen 

E(x)  4=  0         fur     x^x^x^, 
und  A(x?  %)  4=0    fur    x^<x^x^  (III') 

erfullt,  so  laftt  sicli  der  Bogen  @0  stets  vmt  einem  Feld  von  Extremalen 
umgeben. 

Zum  Beispiel  liefert  die  Extremalenschar  durch  einen  auf  der 
Fortsetzung  von  @0  iiber  den  Punkt  P1  hinaus  hinreichend  nahe  bei 
Pt  angenommenen  Punkt  P0  ein  solehes  Feld. 

Zum  Beweis  ist  es  nur  notig7  die  Abszisse  X0  des  Punktes  P0  so 
zu  wahlen  wie  in  §  12,  a).  Dann  ist  in  der  dortigen  Bezeichnung 

A^rr4=0     in          fl. 


J)  Der  Leser  m9ge  von  Mer  direkt  zu  §  17  ubergehen. 
}  Vgl.  p.  88,  FuBnote  2). 
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Stellt  dann  die  Grleicliung 

y~$p(a?,  a) 

die  Schar  der  Extremalen  durch  den  Punkt  P0  dar,  wobei  der  Wert 
%  «,  aQ  wieder  der  Bxtremale  @0  entsprechen  soil,  so  besitzt  nach 
§  13,  a)  die  Funktion  9  die  in  §  16;  c)  vorausgesetzten  Stetigkeits- 
sigenschaften,  und  uberdies  ist 

<Pa(X>   0o)     +0       in        fo^a], 

weil  nach  §  13,  Gleiehung  (34) 


wo  (7  erne  YOU  Null  verschiedene  Konstante  bedeutet  Somit  erftillt 
lie  Extremalenschar  durch  den  Punkt  P0  alle  Bedingungen  des  unter 
3)  bewiesenen  Satzes  und  bildet  daher  m  der  Tat  em  den  Bogen  @0 
nmgebendes  Feld.1) 

*)  Die  Extremalenscfiar  durch  den  JPunLt  Pl  selbst  Mdet  nur  em  imetgent- 
Iwhes  Feld  um  den  Bogen  (S0  ,  weil  hier  ya  fa  ,  a0)  =  0  .  Trotzdem  lafit  sich 
seigen,  daB  (bei  hmieicliend  kleinem  ty  durch  jeden  Punkt  des  Bereiches  $L  nut 
A.usnahme  des  Punktes  Pl  selbst,  erne  und  nur  eine  Extremale  der  Schar 
^ezogen  werden  kann,  fur  welche  |a—  a0  \^fc  Denn  im  gegen^wartigen  Pall 
ist:  tpfai  a)^y±  fur  jedes  a  und  daher  cp^  fa,  a)^0.  Daraus  folgt,  dafi,  wenn 
wir  definieren 


die  Funktion  %(ic,  a)  stetig  ist  im  Bereich*  J^  ^  £i?  ^  ^3C2  ,  |«~a0|<VZ{)  und 
^(«?,  «0)  <+  0  in  [^  aa]  auch  fur  a  =  ^  ,  da  nach  §  13,  Grleichnng  (36J,  q?a  ^  (x^  , 
Wir  konnen  daher  A;  so  klein  -wahlen,  daB  %(x9  a)  =4=0  im  Bereich'  #1  <^ 
^  —  ^0|</c  Daraus  folgt  aber,  da£  <pa(x^  a)^0  und  daher  ein  konstantes 
Voizeichen  besitzt  im  Bereich-  x±  <  x  ^  a?2  ,  |  a  —  ac  ]  ^^-  ^nd  nunmehr  kann 
oaan  weiterschlieBen  wie  unter  c).  Es  ist  auch  zu  beachten,  daB  es  im  vor- 
liegenden  Fall  mcht  moglich  ist,  eine  Nachbarschaft  (g)  von  @0  in  d\  einzu- 
gchreiben,  da  die  Breite  des  Streifens  c^  gegen  Null  konvergiert,  wenn  x  sich 
lem  Wert  xt  nahert  Ferner  sind  die  inverse  Funktion.  a.(x>  y)  und  das  G-e- 
falle  pfay)  von  der  Klasse  C'  in  c^  aufier  im  Punkt  fa,  y^,  wo  sie  unbcstimmt 
sind  Wenn  sich  jedoch  der  Punkt  (#,  y)  dem  Punkt  fa,  y^  langs  einer  ganz 
in  c^  gelegenen  Kurve  (£  von  der  Klasse  C'  nahert,  so  nahern  sich  beide 
Funktionen  bestimmten  endlichen  Grenzen;  die  Grenze  von  a(#,  y)  ist  der  Para- 
meter a  derjenigen  Extremale  der  Schar,  welche  die  Kurve  (S  in  fa,  y^  be- 
ruhrt;  die  Grenze  von  $(x,  y)  ist  das  Gefalle  der  Kurve  &  im  Punkt  fa,  yt) 
Cberdies  besitzen  die  absoluten  Betrage  beider  Funktionen  endliche  obere  G-renzen 
im  Bereich  o^.  mit  AusschluB  des  Punktes  Pl.  Diejenige  von  \&(x,y)\  ist  k, 
diejemge  von  |jp(«,  y)  \  ist  der  Maximahvert  von  <px(x,  a)  \  im  Bereich  (13), 
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Umgekelirt:    Wenn  filr  den  Extremalenlogen  @0  die  Bedingung 
R(x)=^0    fur    x^x^Xz 

erfdllt  %st,  und  ©0  lafit  sick  mit  einem  Feld  of  von  Ecctremalen  urn- 
geben,  so  ist 

AO,  tfJ  +  O    fur    %1<x^x2.  (HI') 

Be  we  is:   Es  sei1) 

y  =  <p(x,  a) 

die  Extrernalenschar,  welche  das  Peld  of  liefert,  wobei 

y  *=<?(%>  «o) 

wieder  die  Extremale  (£0  darstellt.  Da  in  unserer  Definition  des  Feldes 
mbegriffen  war^  dafi  die  inverse  Fnnktion  a(x,  y)  von  der  Klasse  Or 
sein  sollte;  so  folgt  durcK  Differentiation  der  Identit'at  (8)  nach  y,  daB 

<pa(x,  a)a^  =  1  ;     also     <pa(a,  a)  +  0  in  of; 
also  insbesondere;  da  @0  in  of  liegt, 

ya(x,  a0)4=0     in 


Nun  folgt  aber  ganz  wie  in  §  12,  b),  daB  die  Funktion  <pa(x,  a0) 
der  Jaco  bfschen  Differentialgleichtmg  gentigt;  wegen  der  Voraus- 
setzung  H(x)  4=  0  in  [fl^  a?2]  srnd  die  allgemeinen  Satze  von  §11,  ms- 
besondere  der  Sturm'sche  Satz,  auf  das  Intervall  [^^3]  airwendbar. 
Ware  mm  ^^^2?  so  wiirde  durch  Anwendtoig  des  Sturm'schen 
Satze  s  auf  die  beiden  linear  unabh'angigen  Integrale  <pa(%>  ^0)  n:D^ 
A  (a?,  x^)  folgen;  daB  <pa(x,  a0)  zwischen  xl  und  ^2  verschwinden 
miiBte,  was  einen  Widerspruch  involviert.  Es  folgt  also  in  der  Tat 

A(#7  oc^)  4=  0     fur     ^i  <  ^  ^  ^2  * 


§  17.    Der  AVeierstrafTsclie  Fundainentalsatz. 

Nachdem  im  vorigen  Paragraphen  der  Begriff  eines  Feldes  von 
Extremalen  entwiekelt  worden  ist,  konnen  wir  nunmeiir  zum  Beweise 
des  WeierstraB'sehenFundamentalsatzes  iibergelien,  welcher  die  Grrund- 
lage  der  modern  en  Yariationsrectinung  bildet,  xind  der  von  WEIERSTRASS 
im  Jahre  1879  entdeckt  worden  ist.  Zurn  Beweis  werden  wir  uns 


x)   Hier  liat  qp(o?t  a)  wieder  erne  allgememere  Bedeuining  als  in   dem   un- 
mittelbar  vorangetteiiden  Beweis. 
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der  eleganten,  von  HiLBEKT1)  herriiKrenden  Methode  bedienen,  welche 
unmittelbar  an  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  anknupft, 

a)  Bie  partielle  Differentialgleicliuiig  fur  die  Gefallfunktion. 

Wir  keliren  jetzt  zu  den  Voraussetzungen  und  Bezeiclmungen  von 
§  16,  a)  zuruck  und  beweisen  zunaclist^  dafi  die  Gtefallfunktion  jpfe  y) 
des  Feldes  of  einer  partiellen  Diffeientialgleichung  erster  Ordnung  ge- 
ntigt.  Aus  derDefinitionsgleieliuiig(9)  und  den  Formeln  (15)  und  (15  a) 
erlialt  man  fur  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  p(x,  y); 


wobei  die  Hammer  wieder  andeuten  soil,  daB  in  den  Ableitungen  von 
y  das  Argument  a  dureh  die  Funktion  a(x,  y)  zu  ersetzen  iat. 
Aus  (16)  und  (9)  folgt 


Nun  geniigt  aber  die  Funktion  <p(x,  a)  als  Funktion  von  x  fur 
jedes  a  der  Euler'schen  Differeutialgleichungj   also  ist 


wobei  die  Argumente  der  Ableitungen  von  f  sind:  «,  <p(^?  a),  90^(0;,  a). 
Ersetzt  man  in  dieser  in  x  und  a  identischen  6-leicliung  a  durck 
d(#,  y)  und  macht  Crebrauch  von  (8),  (9)  und  (17),  so  erhalt  man 
den  Satz,  daB  das  Gefalle  p(x,  y)  der  folgenden  partiellen  Differential- 
erster  Ordnung  geniigt: 


wobei  die  Klammer  [  ]  bedeutet,  daB  in  den  eingeklammerten  Funktionen 
von  a?,  y,  y'  das  Argument  y   durch  p(x,  y)  zu  ersetzen  ist. 

ITmgekehrt:  Kennt  man  irgend  eine  Funktion  p(x,  y\  welche  in 
einem  gewissen  Bereich  der  %}  ^-Ebene  eindeutig  definiert  und,  von 

J)  Tgl  GOttinger  Naclirichten,  1900,  p  253—297  und  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  (3),  Bd.  I  (1901),  p  231;  vgl.  ferner  OSGOOD;S  Dar- 
stellung  loc  oil,  p  121;  HBDRICK,  Bulletin  of  the  American  Mathematical 
Society  (2),  Bd.  IX  (1902),  p.  11  und  G-OTJBSAT,  loc.  cit  ,  Bd  II  (1905),  p  617. 
WBIEESTKASS*  nrsprunglichen  Beweis  werden  wir  bei  Betandlung  des  Problems 
in  Paiameterdarstellung  geben  (§  33);  to  das  x-  Problem  findet  man  denselben 
bei  OSGOOB,  loc.  cit,  p.  115  und  BOLZA,  Lectures,  §  20. 
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der  Klasse  G  ist  und  der  partiellen  Differentialgleichung  (19)  gentigt, 
so  gibt  es  stets  eine  Extremalenschar,  fiir  welche  diese  Funktion^>(^;  y] 
die  Gefallfunktion  ist,  namlich  die  durch  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung 

|^-j>C*,yi  (20) 

dargestellte  Schar. 

Bezeichnet  namlich 

y  =  <p(x,a) 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (20),  so  ist 

<px  =*p(x,cp},  (20  a) 

also 

V**  =  Px(%>  9)  +  JPy(a,  9>)9>t-  (20b) 

Ersetzt  man  nun  in  der  partiellen  Differentialgleichung  (19); 
welche  eine  Identitat  in  %,  y  darstellt,  y  durch  <p(x,  a),  so  geht  die- 
selbe  unter  Benntzung  yon  (20  a)  und  (20  b)  ruckwarts  in  die  Differential- 
gleichung  (18)  uber;  welche  zeigt7  daB  die  Schar:  y  =  <p(x,a)  eine 
Extremalenschar  ist. 

Beschrankt  man  jetzt  x  und  a  auf  einen  hinreichend  kleinen 
Bereieh,  so  wird  diese  Schar  ein  Feld  bilden?  und  die  Gleichung  (20) 
sagt  aus>  daB  die  Funktion  p($,  y)  die  Gefallfunktion  fur  dieses 
Feld  ist. 

b)  Der  TJnabMngigkeitssatz: 

Ordnet  man  die  Glieder  der  Differentialgleichung  (19)  folgender- 
maBen  an 

L/yJ  +  UfJP,  -  [ft]  -  ([/;-,]  +  [f 

so  sieht  man,  daB  man  dieselbe  auch  schreiben  kann 


Dieser  wichtige  Satz  ist  schon  1868  ron  BELTRAMIX)  entdeckt  worden; 
er  scheint  jedoch  von  seiten  der  Variationsrechnung  ganzhch  unbeachtet2) 
geblieben  zu  sein  und  ist  erst  dreiBig  Jahre  spater  von  HiLBERT3) 
wieder  entdeckt  und  in  seiner  grundlegenden  Bedeutung  erkannt  worden. 


x)  BELTRAMI,  Sulla  teoria  delle  linee  geodetzche,  Eend  delE»  Istituto 
Lombardo  (2),  Bd.  I  (1868),  p  708  und  Qp&re,  Bd.  I7  p.  366. 

s)  Ich  selbst  bin  durch  Herrn  KJTBSER  auf  die  Beltramfsche  Arbeit  auf- 
merksam  gemacht  worden 

8)  Ygl.  p.  106,  FuBnote  l) 
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Die  Grleichung  (19  a)  ist  nichts  anderes  als  die  bekannte  lutegra- 
bilit'atsbedingung  fur  den  Differentialausdruck 


Bilden  wir  dalier  jetzt  mit  HiLBERT1)  das  Integral 


entlang  irgend  emer  ganz  im  Felde  of  verlaufenden  Kurve  (£  von  der 
Klasse  G',  von  einem  Punkt  P0  nach.  einem  Punkt  P,  so  ist  der  Wert 
dieses  Integrals  unablidngig^)  vom  Integrationsweg  ©  und  nur  von  der 
Lage  der  beiden  Endpunkte  P0,  F  abhangiy,  wenn  unter  p(%,  y]  die 
G-efallfunktion  des  Feldes  verstanden  wird. 

Wir  werden  das  Integral  J^  das  ,,Hill>erf$che  invariante  Integral", 
den  Satz  selbst  den  ^Beltrami-ffzl'berfschen  UnaWidngiglteitssatg" 
nennen. 

Das  Integral  J^  1st  selbst  ein  Integral  von  der  beim  emfachsten 
Variationsproblem  betrachteten  Art.  Die  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeiclien  ist  aber  von  der  ganz  speziellen  Form 

M(x,  y}  +  y'N(%,  y), 

und  dalier  ist  das  Hilbert'sche  Integral  em  gewohnliches  LinienintegraP} 
uncl  laBt  sicli  sckreiben 


p,  y>  f)  -  ptfte,  y,  JP)    %  +  y>(x,  y>  p}  y  - 

Es  hat  dalier,  durcb.  (2 la)  definiert?  nicht  nur  fur  die  bisher 
betraeliteten,  in  der  Form:  y<=y(v)  darstellbaren  Kurven  eine  Be- 
deutung,  sondern  allgemeiner  ftir  Kurven  in  Parameterdarstellung  von 
der  in  §  253  a)  als  ^gewohnliche  Kurven"  definierten  Klasse.  Zugleich 

2)  HILBEET  (loc  cit )  geht  den  umgekelirteii  Weg  Er  setzt  das  Integral  J| 
mit  emer  •unbestimmten  Funktioa  jp(ic,  y)  an  und  fragt  dann:  Wie  mnB  raan  die 
Funktion  p(x,  y)  wanlen,  damit  der  Wert  des  Integrals  J|  vom  Integrationsweg  (£ 

unabhangig  wird?  Br  erhalt  dann  ruckwarts  die  Difterentialgleichungen  (20) 
nnd  (19) 

2)  Vgl  §  6,  b).  Die  Bedmgungen  far  die  Anwendbarkeit  des  Satzes  sind 
erfullt,  denn  da  das  Feld  oP  ganz  im  Bereich  £R,  liegt,  so  sind  die  Funktionen 
[/—  y'fy]  ^nd  [fyf]  in  cf  nicht  nur  eindeutig  definiert,  sondern  au.cn  von  der 
Klasse  C',  nnd  tilberdies  ist  der  Bereich  cf  einfach  zusammenhiingend 

s)  Vgl.  z  B  PICAIMD,  T^te,  Bd  I,  J£ap  III;  BUEKHARDT,  JStnfulwmg  in 
d^e  Theone  der  anafyttsclien  FunJctionen  (Leipzig,  1903),  p  91. 


§  17      Der  WeierstraS'sche  Fundamentalsatz.  1Q9 

folgt  nach  bekannten  Satzen  uber  Linienintegrale,  dafi  das  Integral  /* 
bei  Umkehrung  des  positiven  Sinnes  der  Integrationsriclitung  einfach 
sein  Zeiclien  wechselt. 

Im  G-egensatz  zu  dem  J?Hilbert'schen  Integral  werden  wir  nach 
ZERMELO  nnd  HAHK1)  unser  Integral:  J-ff(x,  y,  y}dx  das  ,,Grmd- 

integral"  nennen,  wo  es  wiinschenswert  ist,  den  Gegensatz  beider 
hervorzuheben. 

Zusatfs:  Das  Httterfsche  invariante  Integral  J*,  genommen 
zwischen  0wei  Punlien  P0?  P  derseTben  Feldextremale  g,  ist  gleich  dem 
Grundmtegral  J,  genommen  von  P0  nach  P  entlang  ebm  dieser  Ex- 
tremale  (S,  vorausgesetst,  daft  x0<%. 

Denn  wahlen  wir  bei  der  Berecknung  von  J"*  die  Extremale  g 
als  Integrationsweg,  so  ist  nach  (9  a)  entlang  g 


also  fallt  in   dem  Integranden  von  J~*  das  zweite  Glied  fort,  und  es 
kommt 

wobei   der  Integrationsweg  fur  das   Integral  J*   eine   ganz   beliebige, 

die    beiden  Punkte  P0,  P   ver- 

bindende   Kurve    der  Klasse  G'  ^P 

ist,    welche  ganz    im    Pelde    of 

liegt.2) 

c)  Ansdruck  der  totalen 
Variation  AJ"  mittels  der 
8-Punktion: 

Aus  dem  Unabhangigkeits- 
satz  laBt  sich  nun  nach  HILBERT     p 
der  WeierstraB'sche  Satz  fol- 
gendermaBen  ableiten: 

Es  sei 

18 

irgend  erne  ganz  im  Feld  of  gelegene  Kurve  der  Klasse  C',  welche 
die   beiden  Punkte  P^  und  P2  verbindet.     Da   die  beiden  Punkte  Pl 


:)  J5ncyclopad^e,  II  A,  p   628. 

2)  Hier  lafit  sich  nninittelbar  §  20  anschliefien. 
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und  P2  auf  derselben  Feldextremale  liegen,  namlich  auf  der  Ex- 
Ireuaale  @0,  so  konnen  wir  den  Znsatz  zum  Unabhangigkeitssatz  an- 
wenden;  wonach 

Jl^J^  (23) 

Daher  konnen  wir  die  totale  Variation 


auch  sckreiben 
Nun  ist  aber 


+  (y  - 


wobei  j?(^  y]  =p  gesetzt  ist. 
Somit  erhalien  wir 


Ftihren  "wir  jetzt  die   Weierstrafi'sche  S-FwnMwn1}  ein  mittels 
der  Definition 


§0,  yip,p)*=f(%,  y,  p)-f(a,  y,p)  -  (jp—p)ff(x,  y,P),    (24) 

wobei  tf,y,$,p  als  unabli'angige  Variable  zu  betrachten  smd,,  so  er- 
iialten  wir  den 

Fundamentalsat0^:    Wenn  der  "Extremdlenbogen^)  (S0  mit  einem 
Feld  umgeben  werden  Jtann,  so  lafit  sicfi  die  totale  Variation 


fur  jede  zulassige  JZurve  (S;   welche  ganz   im  Feld   liegt,   mittiels  der 
Weierstra/Sschen  Formel 


J)  Ygl    ZERMELO,  Dissertation,  p.  66, 

*)  Yon  WEIEBSTRASS  selbst  far  das  spezielle  (,,uneigentlicheu)  Feld  von 
Extremalen  diirch  den  Punkt  Pj  und  fur  den  Pall  der  Parameterdarstellung  ge- 
geben  (1879),  vgl.  §  $&4lPie  Ausdehnung  auf  ein  beliebiges  Feld  scheint 
von  H.  A  SCHWABZ  in  Vorlestmgen  gegeben  worden  zu  sein. 

3)  Ygl.  p  88,  FuBnote  2). 


§18   Ableitung  weiterer  notwendig  Bedingungen  a.  d  Wei erstrafi'seh en  Satz   HI 

;u 

&J-fi(x,y;p,p)dx  (25) 

*1 

ausdrucken;  dabei  ist  (x,  y}  em  PunU  von  ffi,  jp  das  Gefdlle  von  S  im 
Punkt  (x,  y]  und  p  =  p(%,  y]  das  Gefalle  der  durch  den  Punkt  (x,y) 
yehenden  Extremale  des  Feldes  im  Pwikt  (x,  ff). 

Der  Weierstrafi'selae  Satz  behalt  seine  GKiltigkeit  aucli  Eoeh  fur 
das  ,,uneigentliche"  Feld  oJJ,  von  Extremalen  durcli  den  Ptmkt  Pj1) 
(obgleich  alsdann  die  Punktion  p(%,  y)  im  Punkt  P^  unbestimmt 
wird),  sowie  fiir  Kurven  S  der  Klasse2)  D'. 


§    18.       Ableitnng    weiterer    notwendiger    Bedingungen    aus    dem 
"WeierstraB'sclien  Satz. 

Wir    benutzen    den    WeierstraB'schen   Satz    zunachst   zur  Ab- 
leitnng  weiterer  notwendiger  Bedingungen. 

!)  Benn  sclireibt  man  das  Hi  Ibert'sche  Integral 

/J  = 

® 

so  haben  nach  p.  104,  Fufinote  x),  Bnde,  die  Funktionen  \M\  und  \N\  in  <4  endliche 
obere  G-renzen  Gr  und  J3T.  Fukrt  man  daher  den  Bogen  als  mabhangige  Yariable 
ein  nnd  bezeichnet  mit  I  die  Lange  des  Bogens  (£,  so  folgt  Meiaus,  zun^chst  fur 
eine  Kurve  (£,  welche  nicht  vom  Punkte  Px  ausgeht: 

\Jl\^(G  +  X)l.  (26) 

Hieraus  folgt  nach  den  ublichen  Festsetzungen  iiber  uneigentliche  bestimmte 
Integrale,  dafi  das  Integral  Jfa  auch  noch  fur  solche  Kurven  (£  einen  bestimmten 
endlicben  Wert  behalt,  welche  vom  Punkt  P1  ausgenen,  und  dafi  aucn  fur  solche 
Kurven  die  Ungleicnung  (26)  bestehen  bleibt.  "Wir  ziehen  jetzt  vom  Punkt  P1 
nach  irgend  einem  Punkt  P  von  <^.  zwei  Kurven  (£,  (£'  der  Klasse  Cf  Um  zu 
zeigen,  daB  J^t  =  JT^^  ziehen  wir  eine  Gerade:  o?==a;1-J-£,  wo  s  eine  kleine 
positive  Gr6Be  ist;  ihre  Schnittpunkte  mit  (£  und  S'  seien  Q  und  Qf  resp.  Dann 
konnen  "wir  schreiben 


Die  erste  Klammer  auf  der  rechten  Seite  ist  Null,  da  bier  der  Hilbert'sche 
Unabhangigkeitssatz  gilt;  die  zweite  -wird  nach  (26)  mit  s  unendlich  klein,  also  ist 


Hieraus  folgt  dann  wie  oben  der  WeierstraB'sche  Satz. 
2)  Ygl    §  10,  c)  und  §  6,  p  36,  Fufinote  8). 
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a)  Die  WeierstraB'sclie  Bedingung: 

Wir  setzen  voraus,  daB  fur  unseren  Extremalenbogen  @0  die 
Bedmgungen  (IP)  und  (III*)  erfiillt  sind.  Dann  bildet  die  Schar  von 
Extremalen  dnrch  den  Punkt  Pt  em  ?,uneigentliches"  Feld1)  <£L  urn. 
den  Bogen  ©0 

Wir  wablen  dann  auf  @0  zwischen  Fl  und  P2  einen  Punkt 
P3(#3;2/3)  und  zieken  durch  P3  erne  Gerade 

y  -•%  ^^3(^-^3)  - 

P4  sei  derjenige  Punkt   dieser  Geraden,   dessen  Abszisse  x±  *=  x$  —  fe; 

wo  7^  eine  kleine  positive  GroBe  ist.  Wahlen  wir  h  iLinreichend  klein, 

so  wird  der  Punkt  P4 
im  Innern  von  o^ 
liegen,  und  es  geht 
daher  durch.  P4  eine 
und  nur  eine  Extre-* 
male  P1 P4  des  Feldes. 
Wir  variieren  jetzt  den 
Bogen  (£0,  mdem  wir 
den  Bogen  Pl  P3  durch 
die  gebrochene  Kurve 
P1 P4P3  er  setzen,  wah- 
rend  wir  das  Stuck 
P3P2  ungeandert  las- 
sen.  Dann  ist  nack 

dem  Weierstrafi'sehen  Satz7   der  nach  den   am   Ende  von  §  17,  c) 

gemachten  Bemerkungen   anf  den  gegenwartigen  Pall  anwendbar  ist 


10 


genommen  entlang  der  Kurve  P1P4P8 

Da  aber  der  Bogen.  PtP4  eine  Extremale  des  Feldes  ist;  so  ist 
entlang  P1P4:^'==^;  und  deshalb,  wie  aus  der  Definition  (24)  der 
8-Funktion  folgt;  der  Integrand  von  AJ"gleich  Null.  Daber  reduziert 
sich  der  Ausdruck  fur  A  J  auf 


(27) 


genommen  entlang  P4P3. 

')  Vgi   §  16,  d)  und  p    104,  Fuflnote 


§18    Ableitung  weiterer  notwendig.  Bedingungen  a  d  WeierstraB'schenSatz.  113 
Angenommen,  es  ware  nun 


wo  ^3  =  $'(#3)  das  Gefalle  von  @0  im  Punkt  P3  bedeutet;  so  liefie 
sich  eine  gewisse  Umgebung  des  Punktes  (XB,  yB)  angeben,  in  weleher 

8(a?,y;  #(0,  y),  jp8)  <  0, 

wie  aus  der  Stetigkeit  der  8-Funktion  als  Funktion  ihrer  vier 
Arguments  einerseits  und  der  Stetigkeit  von  p(x,  y)  andererseits 
folgt.  Daraus  ergibt  sich  aber;  dafi  der  Integrand  von  AeJT  fur 
hinreichend  kleme  Werte  von  li  im  Interval!  [#3  —  h,  x%\  be- 
standig  negativ  ist,  also  AJr<0.  Macht  man  schlieBlicli  noch  von 
dem  Lemma  tiber  die  Abrundung  der  Ecken  (§  14;  c))  Crebrauch;  so 
ernalt  man  den 

Fundamentalsatz  IV:    Die    vierte    notwendiye   Sedingung   fur 
die  Existenz  eines  Mlinimums  ~besteht  darin,  daft 

«(*,£(*);  y'(x),i>)^b  (IV) 

fur1}  xt^x^cc^  und  fur  jeden  endlichen   W&rt  von  jp. 

Diese  Bedingung  ist  von  WEIEHSTEASS  im  Jahre  1879  entdeckt 
worden2)  und  wird  die  Weierstrafi'sclie  'Bedingung  genannt. 

Beispiel  IX:  (Siehe  p.  95) 

f- 

Entlang  der  Kurve  @0  :  y  =  0  ist 


Der  Ausdruok  kann  in  jedem  Punkt  von  @0  sein  Zeichen  wechsela;  Bediagnng  (IT) 
ist  also   niciit   erfullt   und  ®0  liefert  kein   starkes  Mimrnum^  wie  wir  schon  in 
§  15,,  d)  auf  elementarem  "Wege  gezeigt  haben 
}3e^sjp^el  X.  Das  Integral 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 

Kaon  §  6,  a),  Beispiel  VI,  sind  die  Extremalen  gerade  Linien;  insbesondere 
ist  also   die  Extremale  @0  die   Gerade   durch   die  beiden  gegebenen  Punkte  J^ 

J)  Zunachst   fur  xt  O  <  #2   und  aus  Stetigkeitsgrdnden  auch  fur  x  =  a^ 

s)  Vgl   p.  96,  FuBnote  l).     Fur   den   hier   gegebenen  Beweis  vgl,  HEDB 
Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd   IX  (1902),  p. 

Bolza,  VanatioiiarecliiLiing  8 
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und  P2;  ihre  Gleichung  sei 
Dann  ist 


y  =  w  x  +  w  . 


A  (a?,  tfjj  =  #  —  #!- 

Sind  jetzt  nil  und  w2  die  beiden  Wurzeln  der  Grleicaung 

=  0  , 


namlich 


so  ist 


wenn 


-0 


,  -  —     —  -  0  .  7887 


oder 


E  <  0  ,    wenn    ws  <  m  <  wx  . 

Ira  ersten  Fall  smd  die  drei  ersten  notwendigen  Bedingungen  fur  em  Minimum, 
im  zweiten  Fall  fiir  em  Maximum  erfiillt 
Endlich  ist 


ist  die  quadra tische  Funktion  von  p  in  der  eckigen  Slammer  bestandig 

positiv,  wenn  #j(w  +  1)  >  0;  sie  kann  ihr  Zeichen  weehseln,  wenn  m(m  -f- 1)<  0; 

uud  sie  reduziert  sich  auf  ein  vollstandiges  Qaadx-at,  wenn  m(wi  -f-  1)  =  0 
Wu  erhalten  also  das  Besultat 
Wenn  w;>  0  oder  m <^  —  1,  so  ^st  die Bedinguug  (IV)  enrfidlt,  icenn  —  1  <^ m <" 0 , 

50  ist  die  Bedingung  (IV)  wield  erfultt,  und  die  G-eiade  P1 P2  liefert  sichei  weder 

ein  starkea  Maximum  no  oh  ein  starkes  Minimum 

Das  letztere  Hesultat  laBt  sich  aucla  auf  ganz  elementarena  Weg  e  folgender- 

mafien  beweisen-    Wenn  — l<w<;o,    so    ist  einerseits   sicher   der   Wert   yon 

J"^  ^>  0 ;  andererseits  konnen  wir  aber 
(und  zwar  auf  unendlich  viele  Weisen) 
Pj  und  Pg  durch  eine  gebrochene  Lmie 
veibinden,  die  aus  geradlinigen  Stucken 
besteht,  welche  abwechselnd  das  Gefalle  0 
und  —1  besitzen  (z.  B  PiP8P4PfiPa), 
und  diese  gebrochene  Lime  ist  m  der 
Form  y  «==  f(x)  darstellbar x)  (was  nicht 
moglich  ware,  wenn  m  >  0  oder  m<^ —  1). 
Fiir  eine  solche  gebiochene  Linie  ist 
aber  offenbar  /"=  0.  Schliefilich  hat 

man  noch   von    dem    Lemma   iiber    diskontinuierliche  Variationen   Grebrauch  ZTI 

machen  (§  14,  c)) 

x)  Vgl.  dazu  §  25,  e). 


Fig    20 


§  18    Ableitung  weiterernotwendig  Bedingungen  a.  d.WeierstraB'sehen  Satz.  H5 

b)  Bezielmng  zwischen  der  WeierstraB'sclien  und  der  Legen- 
dre'schen  Bedingnng: 

Wendet  man  die  Taylor'sehe  Formel  auf  die  Differenz 


an,    so    erhalt   man    die    folgeiide    wichtige    Relation1)    zwischen   der 
8-Punktion  und  der  Funktion  fc,  ,: 


(28) 


vvobei  p*  einen  Mittelwert  zwischen  p  und  j>  bedeutet,  also 

_p*  =p  +  e(p  -  -p)  ,      o  <  e  <  i  . 

Hieraus  folgt  der 

Zusatz  I:   Die  Sedingung  (IV)  ist  stets  erfiilltj  wenn 


fur  %±<^%<^%2  und  fur  jeden  endlichen  Wert  von  p  . 
Ferner  ergibt  sich  aus  (28) 


daraus  folgt  der 

Zusat0  II:  Die  Legendre'sctie 
Sedingung 

^(i»,y(^),y'(a?))^0     in    [o^^]   (II) 

ist  in  der  Weierstrafi'sclien  Bedingung 
enthatten. 

Die  vorangekenden  Resultate  werden  sehr 
gut  durch  die  folgende  von  ZBRMBLO  *)  hex- 
ruhrende  geometnsche  Interpretation  der&-Fun7c- 
tion  yeranscliaiilicht: 

Es  bezeichne  f(p)  die  Funktion  f(x,y,p) 
als  Funktion  von  p  allein  betrachtet;  wir 
konstrmeren  ,  bei  festgehaltenen  Werten  von  x  und  y,  die  Eurve 


Fig    21, 


(na) 


(29) 


und  ziehen  die  Tangente  P0  T  im  Punkt  P0,  dessen  Abszisse 


(30) 
';  es  seien  P 


J)  Diese  Relation  findet  sicli  zuerst  bei  ZEKMELO,  Dissertation,  p.  67;  sie 
entspricht  der  Weierstrafi'schen  Relation  (125),  Eap.  V,  zwischen  8  und  FI 
im  Fall  der  Parameterdarstellung. 

?)  loc    cit.,  p.  67. 

8* 
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und  Q  die  Schnittptinkte  der  G-eraden  p==jp  respektive  mit  der  Kurve  (30)  und 
der  Tangente  P0T. 

Alsdann  wird  die  GrSBe 


a,  y  ;      ,  J> 
dargestellt  durch  den  Vektor  §P7  und  die  Bedingung 


bedeutet  geometnscli,  daB  c2«e  Kurve  (30)  grem#  oberhalb  —  od'er  ivemgstens  mcht 
unterhalb  —  der  Tangente  J?0  T  liegt 

Damit  die  Ungleicliung  (IV)  statfcfinde,  ist  daher: 

1.  Notwendig,  dafi  die  Kurve  (30)  im  Punkt  p  =  y'  ihre  konvexe  Seite 
nach  unten  kehxt,  d  h    daB 

r&o^o 

Dies  ist  aber  unsere  alte  Bedingung-  (II) 

2.  Hinreichend,    da£    die  Kurve  (30)    liberal!    ihre  konvexe   Seite  nach 
Tauten  kekrt,  d.  h    da6  _ 


fur  jedes  ^>;    das  ist  aber  die  obige  Bedingung  (Ha) 

Aber  weder  ist  die  erste  Bedingung  hinreichend  noch  die  zweite  notwendig. 

c)  Unzulangliclikeit  der  Bedingungeu  (I),  (II'),  (IIF),  (IV): 

Indem  wir,  alinlicli  wie  bei  den  frujberen  BedinguBgen;  Ausiiakme- 
falle  bei  Seite  lassen,  wollen  wir  voraussetzen;  daB  fur  unsere  Bx- 
tremale  @0  die  Bedingung  (IV)  m  der  etwas  starkeren  Form 

S(^£W;f(^jp)>0  (IV5) 

fdr:  _     __ 

^i^^^^s?       ^4-^) 

erfiiUt  ist. 

Wir  wollen  zunaehst  zeigen,  daB  auct  die  Bedingungen  (I),  (II'), 
(III'),  (IV)  fur  ein  Minimum  noch  niclit  J^^nre^cJlend  sind 

Dazu  gentigt  wieder  ein   einziges  Beispiel,   in   welchem   die  an- 
gegebenen  Bedingungen  erfullt  sind  und  trotzdem  kein  Minimum  ein- 
tritt.     Ein  derartiges  Beispiel  ist  das  folgende: 
lv)  XI    Das  Integral 
i 


o 
zu  einem  Minimum  zu  macben;    dabei  sollen  a  und  b  positive  Konstanten  sein 


l)  VgL  BOLZA,    Bulletin    of  the  American   Mathematical  Society, 
Bd.  IX,  p.  9.     Weitere  Beispiele  folgen  nnter  d). 


§  18    Ableitung  weiterei  notwendig.  Bedingungen  a.d.Weierstra  fi'schen  Satz.  1  1  7 

und  die  beiden  Endpunkte  sollen  die  Koordinaten  (xl  ,  yj  ==(0,0),  (#2  ,  y2)  =  (1,  0) 
haben. 

Die  Euler'sche  Differentialgleicnung  reduziert  sick  Her  auf 

y"fy>y>  =  0  , 

wo 

fyty,  =  %a~-  24&2/2/'-f-24:&#2/'2  . 

Die  einzige  Extremale  durch  die  beiden  Punkte  Pj  (0  ,  0)  und  P2  (1  ,  0)  ist 
die  gerade  Linie 

®o  2/=0. 

Die  Bedmguag  (IT)  ist  erfullt,  da 


Die  Schar  von  Extremalen  durch.  den  Punkt  Pj  ist  das  Biischel  yon  Gre- 
raden  durch  den  Punkt  P±  ;  daher  existiert  kein  zn  Pt  konjngierter  Punkt  und 
(in')  ist  erfullt. 

Ferner  ist 


8(#i  y;  ^  #)  =  (P  —  y')*  {  0 
also  entlang  @*0: 

>0,  (IV') 


fur  jp  4=  0 

Somit  sind  die  Bedingungen  (I),  (If),  (DT),  (TV)  erfullt 

Trotzdem   hefert  der  Bogen  @0  kem 

Mimmum    fur    das    Integral   J.      Denn          

ersetzt  man  die  Gerade  P^P3   dureh  die       r    p^  n 

gebrocnene  Linie  PjPP2  und  bezeicnnet 
die  Koordinaten  von  P  mit  ft>0,  &,  so 
findet  man  fur  die  totale  Vanation  A/ 

leicbt  den  Ausdruck 

22 


wo  (7i)  mit  7i  gegen  NuE  konvergiert 

Ist  jetzt  eine  positive  Gro'Be  g  bebebig  vorgegeben,  so  w'alile  man  |  fc  | 
und  lasse  li  gegen  Null  konvergieren,  wahrend  k  festgehalten  wird  Dann  folgt, 
da  6>0,  da6  A/<0  fiir  alle  hmreichend  kleinen  "Werte  von  "h.  Indem  man 
scHiefilicb.  noon  das  Lemma  uber  die  Abrundung  der  Ecken  (§  14,  c))  anwendet, 
erhalt  man  das  Eesultat,  da6  die  Gerade  Px  P2  in  der  Tat  kein  starkes  Minimum 
fur  das  Integral  J"  lieferfc. 

d)  Eine  fimfte  uotwendige  Bedingung1); 

Man  erkalt  eine  weitere  notwendige  Bedingung  durch  eine  Modifikation 
des  unter  a)  benutzten  Yerfahrens,  die  durcn  das  obige  Beispiel  nanegelegt  wird. 


J)  Ygl.  BOLZA,  Transactions  of  the  AmericanMathematical  Society, 
Bd  VH  (1906),  p  314. 
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Statt  n'amlich,  wie  dort,  die  Gerade  P4P8  festzuhalten  und  P4  auf  derselben  sieh 
dem  Punkte  Ps  nahern  zu  lassen,  drehen  wir  jetzt  die  Gerade  P4P3  wn  den 
Punkt  PS,  so  daft  sie  szch  der  wrtilalen  Lage  nahert,  w'ahrend  der  Ptmkt  P4  sich 
auf  einer  Geraden  parallel  der  a?-Achse  bewegt.  Bezeichnen  wir  die  Ordinate 
des  Punktes  P4  mit*  y4  «  y3  —  &,  so  heiBt  dies  analytisch,  wir  halten  Jc  fest  uad 
lassen  h  gegen  Ifaill  konvergieren.  Bei  diesem  Grenzprozess  hat  die  durcli  (27) 
ausgedriickte  totale  Variation  AJ"  zwar  nicht  notwendig  einen  bestimmten  Grenz- 
^wert,  aber  sicher  einen  bestimmten  ,,nnteren  Limes44  x),  der  endlich  oder  -(-  oo 
oder  —_oo  sein  kann.  Fur  em  Minimum  ist  dann  notwendig,  dafi  dieser  untere 
Limes  J>  0  fttr  alle  hinreichend  kleinen  "Werte  von  [  k  \  . 

Ganz  dieselben  Schliisse  kann  man  auek  auf  die  Extremalenschar  durch 
den  Punkt  P2  und  die  Variation  P3P5P2  (siehe  Figur  19)  anwenden  Um  die 
Eesnltate  der  beiden  Prozesse  in  einer  Pormel  vereinigen  zu  konnen,  fuhren  wir 
die  Symbole  ein: 


und  bezeicliEen  fur  i  =  1,  2  mit  p^oc,  y)  das  Gefalle  im  Punkt  (sc,  if)  derjemgen 
durcii  den  Punkt  (#,  y)  gehenden  Bxtremale,  welche  dem  von  den  Extremalen 
durch  den  Punkt  P4  gebildeten  Peld  angehort  Dann  lafit  sich  die  angegebene 
Bedingung  schreiben 

i 

L      A*(aj,  9ii»t(a,Sf),  ^\dt^0,  (31) 

h  =  +  oj        \  li) 

o 
wo 


Die  Ongleichung  mufi  gelten  fur  i  =  1  und  i  =  2  ,  wenn  ^  <  o?3  <  £C,  ;  fur 
i  =  1  ,  wenn  ajs  ==  £C2  ;  fur  i  =  2  ,  wenn  #?s  =  ^  ,  und  zwar  fur  alle  hinreichend 
kleinen  Werte  yon  |  &  |. 

Setzt  man  for  die  S-Funktion  ihren  Wert  em  und  bezeichnet: 


+  *,ht,  y,  +s,U,  -   dtf  (32) 

o 

so  nimmt  die  Bedingung  (31)  nach  einigen  Vereinfachungen  die  Form  an  2) 

i 

;Jio  S^h'  fel  X^  ~~l  I  fy'(x*  9  y*  +  ****'  ^(X^  y*  +  ** 


J)  Auch  ,,Untere  Unbestimmtheitsgrenze",  vgl   A  IE  5. 

s)  Fur  die  weitere  Ausfuhrung  siehe  das  Zifcat  p  117,  FuBnote  x).  Ob  diese 
Bedingung  (eventuell  nach  Unterdruckung  des  Gleichheitszeichens)  zusammen 
mit  den  fraheren  Bedingungen  (1),  (IT),  (III1),  (IV)  auch  hinreichend  ist,  ist  noch 
unentschieden. 


§  19.     Hinreichende  Bedingungen  for  em  stark  es  Extremum.          H9 
Be^$p^el  XI  (sieke  p   116): 

f=ay'2 
Man  fmdet 


Wenn  #3>0,  so  1st  der  untere  Limes  von  ^  gleich  +00,  und  (V)  ist 
erfullt,  ist  dagegen  ^  =  ^  =  0,  in  welchem  Fall  (Y)  fur  *==2  erfdllt  sem 
muB,  so  ist  derselbe  —  oc,  und  (Y)  ist  nicht  erfdllt  Dies  ist  der  Grand,  wanim 
hier  kein  Minimum  stattfindet,  wenn  das  Intervall  [^  #2]  sich  bis  zum  Punkt  x  =  0 
erstreckt 

Bei  spiel  XII1)     Das  Integral 


J  ^/2~2/22/'4 


zu  einem  Minimum  zu  machen,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  Px,  P2  auf 
der  ic-Achse  liegen. 

Hier  smd  die  Extxemalen  im  allgemeinen  keine  Geraden,  wohl  aber  ist  die 
spezielle  Gerade 

E0          y-=0 
eine  Extremale.     Man  findet  leicht 


Also  smd  die  Bedingungen  (II'),  (HP),  (IY7)  erfullt,  wenn  ^  und  a?2  Mn- 
reichend  nahe  beieinander  angenommen  werden.  Trotzdem.  liefert  @0  kein  starkes 
Extremum  Denn  es  ist 


Der  untere  Limes  von  8.  ist  also  -co  fur  *  =  1 ,  2  und  fur  jedes  xs . 2) 

§  19.    Hinreiclieiide  Bedingnngen  fiir  ein  staifces  Extremum. 

Wir  setzen  wie  im  vorigen  Paragraphen  voraus,  daB  die  Ex- 
tremale  @0  den  Bedingungen  (II')  und  (III')  geniigt.  Es  sei3)  of  irgend 
ein  Feld  von  Extremalen  urn  den  Bogen  @0;  und 


l)  Dasselbe  rtLhrt  von  CARA.THEODORY  her,  vgl  Archiv  fur  Matkematik 

und  Physik  (3),  Bd   X  (1906),  p.  185. 

*)  Hierzu  die  Ubungsaufyaben  Nr  33,  34  am  Ende  von  Kap   III 

8)  DaB  @0  mit  einem  Feld  umgeben  werden  kann,  folgt  nach  §  16,  d)  aus 

(IT)  und  (III'),  wobei  iibrigens  auch  §  12,  b),  insbesondere  die  FuBnote  x)  auf 

p.  73  sowie  §  13,  a)  zu  vergleichen  smd     Das  Feld  braxicht  aber  nicht  von  der 

speziellen  dort  benutzten  Art  zu  sem. 
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irgend  eine  Kurve  der  Klasse  C',  welche  von  P±  nach  P2  gezogen  ist 
und  ganz  im  Bereich  of  liegl  Dann  gilt  fur  die  totale  Variation: 
AJ—  JK  —  JK  der  WeierstraB'sche  Fundamentalsatz  (25).  Hieraus 

li  Vio 

lassen  sieh  nun  auf  verschiedene  Arten  hmreichende  Bedingungen  fur 
em  starkes  Minimum  ableiten: 

a)  HinreiclieHde  Bedingungen,  ausgedriickt  mittels  der  8-Funktion  ; 

Es  bedeute  wieder  p(x,  y)  das  Grefalle  der  durch  den  Punkt  (x,  y) 
gehenden  Extremale  des  Feldes,  im  Punkt  (x,  y)  Wenn  dann 

8(o?,y;i>(^y),jp)^0  (IVb) 

fur  jeden  Punkt  (#,  y)  Yon  of  und  fur  jeden  endhchen  Wert  von  p, 
so  ist  der  Integrand  von  A/  sicher  ^0  im  Interval!  [%%]?  also 
AJ"^0.  Die  Kurve  @0  liefert  also  nach  unserer  Definition1)  (§  3,  b)) 
ein  (starkes)  Minimum. 

Das  Minimum  ist  jedoch  nicht  notwendig  ein  ;,eigentliches"  Mini- 
mum, es  kann  aucb.  ein  ^uneigentliches^  sein  (§  3;  b)). 

Zu  dem  letzteren  Punkt  ist  nun  noch  folgendes  zu  bemerken: 
Aus  der  Definition  der  Funktion  &(%7y,  p,p)  folgt?  dafi  dieselbe,  als 
Funktion  itrer  vier  Argumente  betrachtet;  stets  versctwindet,  wenn 
p^p]  man  sagt  in  diesem  Fall  nacn  KNESBR;  die  8  -Funktion  ver- 
sehwiade  in  ,,ordentlichera  Weise.  Ist  dagegen:  8  (a?,  y\  p,p)  =  0, 
wahreud  p  =^p}  so  sagt  man;  die  8  -Funktion  verscnwinde  ftir  das 
betrachtete  Wertsystem  in  })aufierordenthdier"  Weise. 

Wenn  wir  nun  der  Bedingung  (IVb)  noch  die  Bedmgung  hinzu- 
fiigen,  daB  die  8-Funktion  im  Felde  of  nur  in  ordentlicher  Weise 
verschwinden  soil,  so  lafit  sict  zeigen,  daB  alsdann  das  Minimum  stets 
em  eigentlict.es  ist. 

Denn  wenn  die  Bedingung  (IVb)  erftillt  ist;  so  kann  nach  be- 
kannten  Satzen  fiber  bestimmte  Integrale  AcT"  nur  dann  gleich  Null 
sem;  wenn  entlang  der  ganz  en.  Kurve  (S 

%(x,y;p(x,V),y)~Q;  (38) 

und  wenn  die  8  -Funktion  im  Feld  nur  in  ordentlicher  Weise  ver- 
schwindet,  so  ist  dies  nur  in  der  Weise  moglich,  daB  in  jedem 
Punkt  (x,  y)  von  S: 

y  -  P  fo  y)  , 


x)  Man  "beaclite,  daB  naclt  der  Definition  eines  den  Bogen  @0  umgebenden 
Feldes  $  (§16,  c))  eine  Kachbarschaffc  ($)  von  (£0  existiert,  welche  in  c^  ent- 
halten  ist 


§  19.    Hmreichende  Bedinguugen  fur  em  starkes  Extremum.          121 

d.  h.  wenn  die  Extremale  des  Feldes  dureh  den  Punkt  (x,  y}  die 
Kurve  &  im  Punkt  (xy  y}  beriihrt.  Dies  kann  jecloch  nur  dann  fur 
jeden  Punkt  der  Kurye  (£  eintreten,  wenn  ©  mit  @0  identisch  ist. 
Denn1)  wird  die  das  Feld  oPbildende  Extremalenschar,  wie  fruiter,  niit 

y  =  g>(x,  a) 

bezeichnet,  so  gilt  naeh  (8)  in  jedem  Punkt  von  K  die  Gleichung 

y(x)  ==  y(x,  a(o;,§0), 

wobei  a  wieder  die  inverse  Punttion  des  Feldes  bedeutet.  Differentiiert 
man  diese  Grleicliung  nach.  x}  so  kommt 


oder  nach  (9), 

y  -!»(»,  F)  -  9.(«,  a) 


Nun  ist  aber  nach  §  16,  d),  Ende;  <pa(x,  a)  4=  0  in  oR  Ware  daher 
(34)  in  jedem  Punkt  von  ©  erfullt;  so  miiBte  sein 

also  a(%,  y}  =  konst.?  d.  h.  aber  S  miiBte  selbst  eine  Extremale  des 
Feldes  sein,  und  zwar  miiBte  (£  mit  @0  identisch  sein?  da  £  durci.  den 
Punkt  P2  geht  und  @0  die  einzige  Extremale  des  Feldes  ist;  welche 
durch  P2  geht. 

Hieraus  ergibt  sich  aber  in  der  Terminologie  von  §  3,  b)  das 
Kesultat: 

Wenn  die  Ungleichung 


erfullt  ist  fur  jeden  Pun~kt  (x,  y]  eines  Feldes  of  um  den  Ewtremalen- 
bogen  (£0  und  fur  jeden  endliclien  Wert]),  welcher  von  p(x,  y]  verscMeden 
ist,  so  Uef'ert  der  Bogen  @0  ein  starJees,  eigentliches  Minimum  fur  das 
Integral  J. 

Znweilen  kommt  es  vor;  daB  der  Bereich  SI,  auf  welchen  die 
znlassigen  Funktionen  beschrankt  sind,  selbst  ein  Feld  nm  den  Bogen  ©0 
bildet;  alsdann  ist  das  Minimum  nicbi  nur  ein  relatives^  somdern  ein 
absolutes  (§  3?  a)). 


J)  Der  Beweis  rulirt  von  KNESER  her,  vgl.  Lehrbucli,  §  22 ;  vgl.  auch  OSCFOOD, 
loc.  cit ,  p.  118 
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Beispiel  X  (siehe  p.  113) 


Die  Schar  von  geraden  Linien 

y  =  m  x  -j-  a 
parallel  der  Geraden  P±PS  liefert  offenbar  ein  Feld  um  PjP*,  fur  welches 

p(x,  3/)  =  m 
Daher  ist  hier 


Wenn  m>0  oder  m  <  —  1,  so  ist  also  die  Bedingung  (IVb1)  eifullt  Zu- 
sammenfassend  erhalten  wir  daher  mit  Eiicksicht  auf  die  Ergebnisse  von  p  114 
fur  das  gegenwartige  Beispiel  das  Eesultat: 

1.  Wenn  w>0  oder  m<—  1,    so  liefert  die   Grerade  PXP2    ein  starves, 
eigenfliches  Minimum1),  und  zwar  nicht  nur  em  relatives,  sondein  em  absolutes, 
da  das  Feld  hier  die  gauze  #,  2/-Ebene  atisfullt 

2.  Dies   gilt  auch  noch  fur  m  ==  0   und  m  =  —  1,    da   alsdann  7^=0, 
wahrend  for  jede  andere  zulassige  Kurve  J^  ]>  0  . 

8  Wenn  mx  <;  w  <C  0  oder  —  1  <  m  <  m2  ,  so  liefert  Px  P2  zwar  7^z^  starJces 
aber  dock  em  schwaches  Mwvmwm,  (nach  §  15,  b));  vgl.  auch  unten  unter  c) 

4.  Wenn  w2  <  w  <  %  ,  so  liefert  Pt  P3  em  schwaches  Maximum 

5.  Wenn  endlich  w  =  wx  oder  m  ==  -w2  ,  so  liefert  Px  P2  ^^<^^r  em  Minimum 
noch  em  Maximum,  und  zwar  nicht  einmal  em  schwacties.    Denn  alsdann  ist  die 
zweite  Variation  identisch  Null  und  die  dritte  von  Null  verschieden,  da  allgemein 
entlang  einer  Extremale  fur  y  =  y  +  CD 


X  p  fr 

I  o'2^^  +  2(2m  +  1)  /  ®'*dx  +  /  co'4 


Wenn  die  Bedingung  (IV'b)  erftillt  ist,  so  ist  a  fortiori  auch  (IV;) 
erfullt,  da  entlang  @0:  p(%,y)  =  y'(%).  Dafi  das  Umgekelirte  niclit 
nclitig  ist;  folgt  schon  a  priori  aus  dem  in  §  18;  c)  Bewiesenen. 

Wir  wollen  es  zum  tJberfluB  noch.  an  Beispiel  XI  verifizieren.  Die  Geraden 
parallel  der  #-Achse  bilden  ein  Feld  c£A,  fur  welches  p(x,  2/)  =  0.  Daher  ist 


x)  Man  kann  dies  xibrigens  auch  mit  ganz  elementaren  Mitteln  beweisen, 
da  die  t^tale  Variation  fur  irgend  eine  zulassige  Variation  y  =  y  -)-  co  sich 
schreiben  laJSt: 


a;a  a?2 

A  J=  2m(m  -f  1)  Co*  dot  +  /[a'2  +  (2m  + 
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Ftir  die  Extremal  e  y  =  0  1st  dies  zwar  stets  positiv,  wenn  j5  =4=  0 ;  aber  wie 
klein  vir  aucb  Jc  w'ahlen  mogen,  so  konnen  wir  doch  stets  in  o^  Punkte  finden, 

for  welche  bei  passeiidem  _^,  &<0.    Wir  brauehen  rrur  jp  =  --  zu  wablenuiad  x 

3C 

hinreicbend  klein  zu  nelimen. 

b)  Hinreiclieiide  Bedingungen,  ausgedruekt  mittels  der  Funk- 
tion/^,: 

Bei  Anwendungen  sind  die  hinreiclienden  Bedingungen;  die  sich. 
auf  diese  Weise  umaittelbar  aus  dem  WeierstraB'schen  Pundamental- 
satz  ergeben;  im  allgemeinen  ziemlich  umst'andlicb.  In  yielen  Fallen 
reicht  man  jedocb.  mit  einer  einfacheren^  allerdings  weniger  allgemeinen 
Bedingnng  aus;  die  wir  in  folgendem  Satz  formulieren: 

Fundamentalsatjs  V:  Wenn  die  Extremale1}  @0  den  zu  P± 
konjugierten  PunJct  P±'  nicht  enthatt: 

%,  <  x^  (IIP) 

und  liberdies  d^e  Bedingung 

fyy&ytftX)  (IV) 

in  jedem  Punkt  (x,  y]  einer  gewissen  NacJibarschaft  (Q)  von  @0  fur 
jeden  endliclien  Wert  von  p  erfullt  ist,  so  liefert  @0  ein  starves,  eigent- 
liches  Minimum  fur  das  Integral 


Denn  nacb.  dem  Satz  iiber  gleicbmaBige  Stetigkeit2)  konnen  wir 
stets  &  so  klein  wablen,  daB  das  Feld  Q^.,  mit  dem  wii*  alsdann  denBogen 
@0  umgeben  konnen/)  ganz  in  der  Nacbbarscbaft  ($)  yon  (£0  ent- 
lialten  ist.  Dann  folgt  aber  aus  der  Voraussetztmg  (I1V)  auf  G-rnnd 
der  Relation  (28)  zwiscben  der  8-Funktion  und  der  Funktion  fylyf, 
dafi  die  Bedingnng  (IVb7)  im  Bereicb  o^.  erfiillt  ist?  woraus  dann  nach 
a)  die  Existenz  des  Minmrams  folgt. 

Ein  Problem;  fur  welcbes 

/^(*>y>iOH-0  (35) 

in  jedem  Punkt   (x,  y)    des    Bereictes   91  fur  jeden   endlichen   Wert 
von  j5,   wird   naeb   HILBERT  ein  regular es   Problem   genannt.4)     Bei 

l)  Ygl.  p  88,  Fufinote  2).  2)  Ygl.  A  El  3. 

3)  Maa  vergleiche   die  Bemerkungen  im  Eingang  dieses  Paragraphen  und 
beachte,  dafi  (IT)  in.  (Hi,'j  entbalten  ist. 

4)  YgL  dazu  §  24,  c). 
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einem  regularen  Problem  braucht  man  sich  daher  nur  zu  uberzeugen, 
daB  der  Extremalenbogen.  P^P2  den  zu  Pt  konjugierten  Punkt  nicht 
enfchalt,  um  sicher  211  sein,  daB  em  starkes  Extremum  stattfindet. 
Beispiel  XIII1): 


wo  Gr(x,y)  eine  IPunktion  von  x  und  y  ist,   welche  in  einein  gewissen  Bereich 
01  Ton  der  Klasse  C"  ist. 
Hier  ist 


Daher  liefert  jede  Estremale  S0  ,  welche  ganz  im  Innem  von  SI  liegt,  und  welche 
den  zu  Pt  konjugierten  Piznkt  nicht  enth'alt,  ein  starkes  Mininnim,  vorausgesetzt 
dafi  £r(#,2/)>0  entlang  @0.  Denn  da  G(&,y}  in  emer  gewissen  Umgebung 
von  @0  stetig  ist  und  positiv  entlang  @0,  so  ist  G(cc,y)  nach  §  81,  b)  aucli  noch 
positiv  in  einer  gewissen  Naeabarschaft  ($)  von  @01  und  daher  ist  (H'b)  erfullt. 
Fur  Gr(x,y)=y  folgt  Meraus  fur  Beispiel  1  (siehe  pp  1,  33,  72,  79), 
daft  der  Bogen  P^JP*  der  Kettenlinie 


ein  starkes  Minimum  fur  das  Integral 


*2 

=    I  y 


liefert,  falls  er  den  zu  Px  konjugierten  Punkt  Px7  nicnt  enthSlt  9) 

Aus  dem  Beweis  des  letzten  Satzes  geht  hervor,  daB  man  dera 
Satz  aueh  folgende,  nach  §  16,  d)  damit  aquiTalente  Form  geben  kann: 

Wenn  der  Extremalen~bogen  ®0  mit  einem  Feld  umgeben  tverden 
"kann,  und  wenn  uberdies  die  Bedingung  (11^')  erfullt  ist,  so  liefert  @0 
ein  starkes  Minimum 

Haufig  ist  die  Bxistenz  ernes  speziellen  Feldes  um  den  Bogen  @0 
geometrisch  eyident,  watrend  die  Bestimmnng  des  konjugierten 
Punktes  umst'andliclier  ist.  In  solcheii  P'allen  ist  die  zweite  Form 
des  Satzes  vorzuzielien. 

Beispiel  VII  (Siehe  pp.  33,  99):    Das  Integral 


*)  "Wegen  mechanisciier  und  optischer  Deutungen  dieses  Problems  vgl    die 
Ubungsaufgaben  Nr   9  und  17  zu  Kap.  V. 

2)  Hierzu  die  TJlungsaufgaben  Nr.  2 — 12,    33 — 38    am    Ende    von  Kap    III. 
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zu  emem  Minimum  zu  machen.    Dabei  war  der  Bereich  01  die  obere  Halbebene  : 


Die  Extremalen  waren  Halbkreise,  welcne  ihre  Mittelpunkte  auf  der 
liaben     Bezeichnet 


den  speziellen  Halbkreis,  welch  er  durch  die  beiden  Punkte  P^P*  geht,  so  bildet 
die  Schar  der  damit  konzentriscnen  Halbkreise 


y  =  Vor=H£T^^p  ==  <p  (x ,  a) 

ein  Feld  um  den  Bogen  (£0 .    tlberdies  ist  (TL^)  in  der  ganzen  oberen  Halbebene 
erftillt,  da 

fy'y'  ~ 


Der  Halbkreis  (S0  liefert  also  wixklick  ein  starkes,  eigentliches  Minrtmim  fur  das 
Integral  J",  und  zwar  ist  das  Minimum  ein  absolutes,  da  das  Feld  die  ganze 
obere  Halbebene  ausfullt,  also  mit  dem  Bereich  01  identisch  ist 

Anmerkung:  Es  muB  atisdrucHicb.  hervorgelioben  werden,  daB 
es  niclit  MnreicJiend  ist,  daB  die  Ungleichung 


entlang  der  Extremalen  @0  erfuflt  ist;  oder  anders  gesclarie"ben;  daB 


fur  $!  ^  ^  ^  x2  und  fiir  jedes  endliete  ]>. 
Dies  zeigt  unser  Beispiel  XI  (Siene  p.  116): 


Denn  bier  ist  entlang  der  Extremalen 


>  0 

fur  0  <[  a?  ^  1  und  for  jedes  endlicne  p  .    Trotzdem  findet  kein  starkes  Minimum 
statt,  wie  wir  in  §  18,  c)  gesehen  liaben. 

Andererseits    ist   die    Bedingung   (lit')    niclit  notwendig  fiir   ein 
starkes  Minimum,  ja  sogar  nicht  einmal  die  viel  schwdch&re  Sedingung: 


fiir  x±^x^x2  und  fiir  jedes  endliclie  p. 
Dies  zeigt  Beispiel  X  (Siehe  p   122) 
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Hier  1st 

fyv>W>$fr)i  P)  —  2(6£2  +  6J>  +  1)  ; 

diese  Funktion  ?on  $>  kann  sowohl  negative  als  positive  Werte  annehmen,  und 
trotzdem  findet,  wie  wir  unter  a;  gesehen  ha  ben,  ein  starkes  Minimum  statt, 
wenn  m  <  —  1  oder  m  >  0  . 

c)  Hinreichende  Bedingungen    ffir    ein   Extremum   bei   Gefallbe- 

schrankungeii1): 

Bei  imserer  Definition  des  Mimmums  (§  3  ,  b))  konnte  das  Getalle  dei  zn- 
lassfgen  Kurven  irgend  welche  endlichen  Werte  annehmen  Man  kann  aber 
die  Definition  aueh  in  der  Weise  modifizsieren^  daB  man  deni  G-efalle  gewisse 
Beschrankungen.  auferlegt  Anch  fdi  solche  Falle  lassen  sich.  aus  dem  Weier- 
straB'schen  Pundamentalsatz  hinreichende  Bedingungen  ableiten. 

Hierher  geh(5rt  vox  allem  der  folgende,  von  LiNDEBBEG2)  herruhiende  Satz, 
fur  dessen  Beweis  wir  auf  die  Arbeit  von  LINDEBERG  verweisen- 

Bind  fur  die  Extremdte  (£0  die  Bedingungen  (H1)  und  (III1)  erfullt,  und  ist 

8(a5,  J(aO,  f(^),j;)>0  (36) 

in  dem  Bereich  _ 

x^x^x,,  0<|f-^(a:)|^r/  (37) 

wo  rr  e^m  tokebige  endliche  positive  Grofie  ist,  so  lafit  sieh  eine  positive  Grofe  r 
bestimmen.  derart,  daft 


fui  atte  gulassigen  Variations  S  des  Bogem  @0,  fur  welche 

y(x)  -  $(&)  \<  r,  y'(x)  -  y(x)  \  <  r  (38) 

Zusatz  I:  Aus  dem  obigen  Satz  folgt  unmittelbar  der  schon  fruher 
(§  15,  b))  beviesene  Satz,  daB  die  Bedingungen  (I),  (IT),  (IH1)  fur  ein  schwaches 
Minimum  Mnreichend  sind. 

Denn  zunachst  folgt  ans  (IP),  nach  §  21,  b)  daB  sich  eine  positive  Grofie  r' 
bestimmen  MBt,  derart,  daB 

ira  Bereich  _ 

^i<c 

und  nunmehr  ergibt  sich  aus  (28),  daB  fur  eben  diesen  Wert  r    die  Yoraus- 
setzungen  des  Lindeberg'schen  Satzes  erfullt  sind. 

Zusatz  II:  Ist  &  eine  beliebige  positive  GioBe,  groBer  als  das  Maximum  Mf 
von  |  $'(SG)  |,  und  werden  alle  zulassigen  Kuroen  der  Bedingung  unterworfen, 


4)  Vgl.  hierzu  auch  Bei  spiel  FIJI,  p   34. 

2)  Mathematische  Annalen,  Bd.  L1X  (1904),  p.  334.  Der  Satz  sagt 
wesentlicli  mehr  aus,  als  daB  der  Bogen  @0  ein  schwaches  Hinimum  liefert;  das 
Hauptgewicht  liegt  darauf^  daB  die  obere  Grenze  fur  |  y'(gc)  —  $'($)  \  in  (38) 
identisch  ist  mit  der  in  (37)  vorkommenden  GroBe  r'  . 
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ihr  Gefalle  dem  dbsoluten  Wert  nach  <;  G  sein  soil,  so  smd  die  Bedingungen  (I;, 
(II';,  (HP;,  (IV;  fur  e^y^  starkes  Minimum  Tiinreidhend. 

Zum  Beweis  braucht  man  nnr  den  oblgen  Satz  mit  ? '  =  G  +  Mf  anzuwenden. 

d)  Tabelle  der  notwendigen  und  der  Mnreiclieiiden  Bedingungea: 

Znr  bessern  tlbersielit  stellen  wir  die  verschiedenen  Bedingungen^ 
welcbe  bei  der  Aufgabe;  das  Integral 

v,  y,  y')  dx 

bei  festen  Endpunkten  zu  eineni  Minimum  zu  inaclien  (§  3,  b));  vor- 
gekommen  sind;  tabellarisci.  zusammen: 

1  f  _  &-  f  —  o  m 

(Euler's  DifferentialgleicJwng,  p.  24:  Bigensckaften  ihres  allgemeinen 
Integrals,  p.  72). 
Die  Kurve 

®o :     y ssss  y\x)  j      &i  <  ^  <  ^2  ? 

ist  eine  Extremale  der  Klasse  G' ,  welebe  die  beiden  gegebenen 
Punkte  P1  und  P2  Yerbindet,  und  ganz  im  Innern  des  Bereiches  91 
liegt  (p.  54). 

2.  fy'y'(.x>  y(®}i  y' ($)  ^>  0     in     [^^2]  (II) 

(Legeudre's  Bedingung,  p.  57). 


in  [#!%]  fur  jedes  endliche  p  (p.  115). 


fur  jedes  (x,y)    m    einer   gewissen   Naclibarscliaft;   von   ©0   und   fdr 
jedes  endliche  p  (p.  123). 

3.  ^  ^  <  (III) 

wo  #/  der  zu  ^  konjugierte  Wert  ist  (Jacobi's  Bedingung,  p.  87 
und  p.  70,  FuBnote  x). 

4.  8(«,yW5^),jp)^0  "(IV) 

in   [;%%]    fiir  jedes  endlicbe  p^y(x).     (Weierstrafi3  Bedingung, 
p.  113).  _ 


128  Drittes  Kapitel  HinreichendeBedingnngenb.d  einfaclistenKlassev  Aufg-aben. 

fiir  jedes  (#,  y)   in   einer   gewissen   Naebbarscbaft   yon    @0  nnd   fur 
jedesjp -(-#(#,  y)  (p.  120). 

5.  Bedingung  (V),  p.  118. 

Die  Unterdriiekung  des  Gleicbbeitszeicbens  in  (II)  bis  (IV-b)  wird 
durcb  einen  Apostropb  angedeutet  Die  Sedingungen  (I),  (II) ,  (III) 
Bind  notwendig,  die  Bedingungen  (I),  (II7),  (III7)  sind  Mnreichend  fur 
ein  schwacfies  Minimum. 

Die  Bedingungen  (I),  (II),  (III),  (IV),  (V)  sind  notwendig,  die  Be- 
dingungen  (I),  (IF),  (III'),  (IVY)  und  elenso  die  Bedtngungen  (I),  (IIb;), 
(III')  sind  htnreichend  fur  ein  starves  Minimum. 

Die  Bedingung  (III7)  laBt  sich.  hierbei  durch  die  Bedingung,  daB 
@0  sicb  mit  einem  Feld  von  Extremalen  umgeben  laBt  ersetzen 
(pp.  105,  124). 


§  20      Znsannnenliang  des  TJnabliangigkeitssatzes  mit  der 
Hamilton-Jacobi'schen  Tlieorie   und   der  Transversalentiieorie.1) 

Wir  schlieBen  bier  nocb  einige  weitere  Folgerungen  aus  dem 
Unabbangigkeitssatz  an?  die  zwar  fur  die  Aufstellung  Hnreicbender 
Bedingungen  fiir  ein  Extremum  des  Integrals  J  bei  festen  End- 
punkten  nicbt  erforderlicb  sind?  die  aber  vom  Standpunkte  der  Tbeorie 
der  Differentialgleichungen  von  groBtem  Interesse  sind  Dem  mekr 
formalen  Cbarakter  der  Untersucbung  entsprecbend  verzicbten  wir 
jedocb  darauf,  an  dieser  Stelle  eine  strenge  Detailbegriindnng  der 
Scbltisse  zu  geben,  indem  wir  in  dieser  Beziebung  anf  die  ausfiibr- 
licbe  Bebandlnng  der  TransTersalentheorie  in  Parameterdarstellung 
in  Kap.  VII  und  auf  Kap.  XII  verweisen. 

a)  Die  Firnktion  W(x,y)  iind  die  Transversalen  des  Peldes2): 

Wir  kebren  zu  den  Voraussetzungen  und  Bezeicbnnngen  von  §  17 
zurtick  nnd  denken  nns  in  dem  Hilbert'scben  inyarianten  Integral 
J*(P0P)  den  Punkt  P0(^0,2/0)  festgehalten;  den  Punkt  P(x,  y)  da- 
gegen  betracbten  wir  als  frei  yariabel  im  Feld  of.  Fur  jeden  Punkt 
des  Feldes  ist  dann  nacb  dem  Unabbangigkeitssatz  der  Wert  des 
Integrals  /*  (P^P)  vom  Integrations weg  S  unabbangig,  und  durcb 


x)  Dieser  Paragraph  schlieBt  sich  unmittelbar  an  die  Enirwickl-ungen  von 
§  17,  a)  an. 

2)  Ygl.  ZEBMELO  und  HASH,  Bncyklop^die  II  A,  p.  628  und  EILBERT,  Zur 
Yariationsrechnung,  Gottinger  Nachnciiten,  19057  2.  Heft. 
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Angabe    des    Punkt  es  P    emdeutig    bestimmt;    er   ist    also    eine  ein- 
deutige  Fnnktion  von  sc,  y?  die  wir  mit    W(x,  y)  bezeiehnen: 

T7(ar,y)-J*(P0P).  (39) 

K"ach  bekannten  Satzen  uber  LiBienintegrale  folgt  dann?  daB  das 
Hilbert'sche  Integral  J*;  genommen  zwisclxen  irgend  zwei  Punkten 
Ps,  P4  des  Feldes  entlang  irgend  einer  ganz  im  Pelde  gelegenen 
Kurre,  sich  durch  die  Funktion  W(x,  y)  ausdrucken  laBt,  namlieh 

JL  -  ^  -  J*03  =  W(*±,  2/J  ~W(xs,  y.) .  (40) 

Ferner  folgt1)  aus  der  Definition  von   W,  daB 

air     -/         \       /.  / 


doc 


(41) 


wo  jp  wieder  die  Gefallfunktion  ^(^  y)  des  Feldes  of  bedeutet. 
Wir  betrachten  jetzt  die  Kurvenschar 

W(x,  y)  =  konst.  (42) 

Da  die  Funktion  W  im  Feld  eindeutig  definiert  ist,  so   geht  dnreh 
jeden  Punkt  des  Feldes  eine  und  nur  eine  Knrve  dieser  Schar. 

Es  sei 

W(x,  y}  =  c 

irgend  eine  Knrve  der  Schar  (42). 

Sie  moge  mit  %c  bezeichnet  werden,  nnd  sei  darstellbar2)  in  der 
Form 


so  daB  also 

W(x,  y(x}]~=c.  (43) 

Die  durch  einen  beliebigen  Punkt 
P(#,  y)  der  Kurve  %c  gehende  Feld- 
extremale  @  sei 


Fig  23. 


Dann  ist  im  Schnittpunkt  P  der  beiden  Kurven 


x)  Ygl    z.  B.  PICARJ>,  Trwte,  Bd  I,  p   93. 

2)  Hier  ware  bei  einer  strengen  Begrundung  zu  untersuclieii,  unter  welch  en 
Bedingtuagen  dies  der  Fall  ist.  Es  zeigt  sich,  daB  man  for  das  Folgende  vorans- 
setzen  mu6,  daB 

f(x,<p(x,  a),  <?'(#,  a)) 4=0,  fy,(x,  y(x,  a),  tp'(cc,  a)) 

fur  jede  Extremale  des  Feldes 

Bolza,  Tanationareclmtuig  9 
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y(x]  =  y(x) 
und  ferner  nach.  der  Definition  der  Gefallfunktion 

X*7  vJ^y'te)-  C44) 

Differentiieren  wir  jetzt  die  Identitat  (43)  nach  x  und  maclien  von 
den  Gleiclningen  (41)  Geb  ranch,  so  erhalten  wir 

ffa  y,  P)  -pfy>(*,  y,  JP)  +  y'fy(x>  y,p)  =  °  ; 

wegen  (44)  konnen  wir  dies  aueh  schreiben 

f(*>,  y,  y'}  +  &  -  2/0  f*(p,  y,  y'}  -  o  .  (45) 

Hierin  sind   a;,  y   die   Koordinaten   des  Schmttpunktes  P;   «/'   ist  das 
Gfefalle     der    Feldextremale    (£,    ^    dasjenige    der    Kurve   Xc.       Die 
Gleichnng  (45)  ist  aber  nichts   anderes  als   die  sclion  ir       7,  b)  ein- 
gefuhrte  Transyersalitatsbedingung.     Wir  liaben  also  das  Resultat: 
Jede  Kurve  der  Schar 

(x,  y)  =  konst  (42) 


sclmeidet  samtliclie  Extremdlen  des  Feldes  transversal. 

Aus  diesem  Grunde  keiBen  die  Kurven  der  Scliar  (42)  die  ?,Trans~ 
mrsalen  des  Feldes". 

Dem  Zusatz  von  §  17,  a)  stellt  sich  nunmelir  der  folgende 
Satz  an  die  Seite: 

Das  Hillerfsclie  invariante  Integral  J*,  genommen  zwisclien  irgend 
zwei  Punkten  P3>  P4  derseTben  Transversalen,  ist  gleidi  Null. 

Denu  nacL  (40)  ist 


und  dies  ist  gleich  Null,  wenn  P3  undP4  aaf  derselben  Trans  versalen  liegen. 
Hieraus  ergibt  sick  erne  neue  Definition  der  Funktion  W(x?  y). 
Ziehen  wir  namlich  die  Trans  ver  sale  S0  durch  den  Punkt  P0;  und 
schneidet  die  Feldextremale  @  durch.  den  Punkt  P(x}  y}  die 
Transversale  S0  im  Punkt  Q,  so  wahlen  wir  bei  der  Berechnung  der 
Funktion  W(%,  y)  die  aus  dem  Transversalenbogen  P0  Q  und  dem 
Extremalenbogen  ^P  zusaminengesetzte  Kurve  P0QP  als  Integrations- 
weg  fur  das  Hilbert'sche  Integral  J*.  Dann  ist 


und   dies   ist  nach   dem   Zusatz  von  §  17;  a)  und  nach  .dem  soebeu 
bewiesenen  Satz  gleich 

(39a) 
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Die  Funktion  W(x,  y)  kann  also  auch  definiert  werden  als  der  Wert 
des  }yGrundintegral$  J"  genommen  entlang  der  durch  den  PunU  P 
gehenden  Feldextremdlen  (g  vom  Schnittpunkt  von  ©  mit  der  Trans- 
versalen  3T0  Us  mm  Punkt  P.  Hiemrit  ist  gezeigt,  dafi  die  Funktion 
W(x,  y)  mit  dem  ,,Feldintegral"  identisck  ist,  welches  in  den  Theorien 
von  WEIEBSTEASS  und  EJSTBSEK  erne  so  hervorragende  RoUe  spielt 
(siehe  unten  §  33). 

Es  seien  jetzt  ferner  %,  und  Zc,,  zwei  Transyersalen  des  Feldes, 
@'  und  ®"  zwei  sie  verbindende  Extremalen  des  Feldes  (siehe  Fig.  25)! 


<r/u- 


FlS    24  -Fig    25. 

Dann  isi  nach  dem  Unabhangigkeitssatz  das  Integral  J*  genommen 
entlang  der  geschlossenen  Kurve  P'Q'Q"P"P'  gleich  Null.  Nun  ist 
aber  nach  dem  eben  bewiesenen  Satz 


und  nach  dem  Zusatz  von  §  17?  a) 

Jr*(«/^o=^(^r)? 

Also  folgt 


Wir  erhalten  also  den  Kneser'schen  Transversalensate1^: 

Irgend  zwei  Transversalen  des  Feldes  schneiden  auf  den  ver- 
schiedenen  Extremalen  des  Feldes  Sogen  aus}  welche  fur  das  Integral  J 
denselben  Wert  Uefern. 


p.  33, 99):f=£— HJL-  .      Es    sollen   2ru    dem    aus    der 

2/ 

Schar  konzentrischer  Halbkreise  um  den  Punkt  (0,0)  gebildeten  Feld  (vgL  p  99) 
die  Transversalen  bestimmt  werden.  Die  Transversalitatsbedingung  (45)  reduziert 
sich  auf 


Vgl.  ENESER,  LehrJntch,  §  15,  und  Turfcen  §  -407 
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,,transversal*-  1st  also  hier  mit  „  orthogonal"  identisch  tmd  daher  miissen  die 
Transversalen  nut  dem  G-eradenbiischel  durcli  den  Punkt  (0,0)  identisch  sein. 
"Wir  wolleu  dies  aueh  analytisch  verifizieren  Each  p  99  ist 


Die  G-leiciningen  (41)  werclen  daher 
3W  1 


woraus  man  durcli  Integration1)  erhalt 


Die  Transversalen  smd  also 

x 

7  =  c' 

d.  h,  die  G-exaden  durch  den  Punkt  (0,  0)  2) 

b)  Die  Hamilton'sclie  partielle  Differeutialgleidning': 

Wie  sctoE  BELTEAMI  (loc  cit)  bemerkt  hat,  ergibt  sich  durch 
Elimination  von  p  aus  den  beiden  Gleichungen  (41)  eine  partielle 
DifferentialgleicJiung  erster  Ordnung  fur  die  Funktion  W: 


Aus  der  Ableitung  derselben  geht'liervor^  daB  die  Punbtion  ^  nur  von  f, 
nicht  aber  von  der  Wahl  des  Feldes  of  abhangig  ist,  wahrend  die 
Funktion  W(x,  y)  auch  von  of  abhangt. 

Be^sp^el  XIII  (Siehe  p.  124):  /*«=  G(x, 
Hier  lauten  die  Grleichnngen  (41) 


Die  partielle  Differentialgleichnng  fur  W  lantet  also 


Aus   dem   eben    bewiesenen  Satz  folgt,  daB  nicht  jede  beliebige 
Kurvenscitar 


1)  Ygl   z.  B.  PICAKD,  Traite,  Bd   I,  p.  94 

2)  Hierzu  die  Ubungsaufgaben,  ISTr.  24,  25,  26  am  Ende  von  Kap.  HE. 
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Transversalenschar  fur  eln  gegebenes  Variationsproblem  sein  karm; 
sondern  nur  diejenigen,  fur  welche  die  Funktion  F  der  partiellen 
Differentialgleichung 


genugt. 

1st  umgekehrt  F(cc}  y)  irgeyid  eine  FunMion,  welche  der  partiellen 
Differentialgleichung  (47  a)  genugt,  so  gibt  es  stets  eine  eingarametrige 
Extremalenschar  ,  welclier  die  gegelene  Schar  F(x,  y)  =  c  als  Trans- 
versalenschar  zugehort. 

Denn  die  partieUe  Differentialgleiclmng  (47  a)  ist  die  notwendige 
und  Mnreickende  Bedingung  dafur;  da6  es  eine  Funktion 
gibt,  welche  gleictzeitig  die  beiden  Grleichungen 


befriedigt  Diese  Funktion  jp(^y)  geniigt  dann  der  partiellen 
Differentialgleiclrang  (19),  wie  man  sofort  sieht?  wenn  man  die  erste 
der  Grleicliungen  (41  a)  nach  y,  die  zweite  nacli  x  differentiiert  und 
die  recliten  Seiten  der  so  erhaltenen  GleicliTingen  einander  gleicb.setzt; 
was  gestattet  ist,  da  bei  geeigneten  Stetigkeitsannabmen  Fxy  =  Fffg.. 
Nunmelir  bilden  wir  mit  dieser  Funktion  p(x,  y)  die  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

35  -*(*>*)•  (48) 

Es  bezeiclme 

y-y(a?,a)  (49) 

das  allgemeine  Integral  derselben;  so  daB  also 


far  jedes  a.     Durch  Differentiation  nach  x  folgt  hieraus 

9x*samf*+PJ,<P*'-P*  +  PyP  -  (5  !) 

Ersetzt  man  jetzt  in  der  partiellen  Differentialgleichung  (19)  die 
Variable  y  durch  <p(x,o)  und  macht  von  (50)  und  (51)  Grebrauch, 
so  erhalt  man  die  Gleichung  (18),  welche  aussagt,  daB  die  Schar  (49) 
eine  Extremalenschar  fur  das  durch  die  Funktion  /(#,  y,  y')  charak- 
terisierte  Variationsproblem  ist. 

Diese  Schar  wird  dann,  wenn  x  und  a  auf  einen  geeigneten  Be- 
reich  beschrankt  werden,  ein  Feld  bilden,  und  fur  dieses  Feld  ist 
nach  (50)  die  Funktion  p(x,y)  6-efallfunktion  und  die  gegebene 
Schar  F(x,  y)  =  c  nach  (41  a)  die  Transversalenschar.  — 
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Die  Elimination  von  p  aus  den  beiden  Gleiehungen  (41)  wird 
man  naturgemaB  in  cler  Weise  ausfuhren^  daB  man  zunaelist  die 
zweite  G-leiclmng  nach  p  auflost  nnd  den  gefundenen  Wert  in  die 
erste  Grleicliung  einsetzt. 

Bezeickaet  daher  allgernein 


die  durch,  Auflosung  der  Grleichung 

f,(*,y,p)-v  (52) 

naci.  p  erlialtene  Funktion,  so  daB  also  identisoh 

ff(xty,^^v,  (53) 

so  folgt  aus  (412): 

*''  (54) 


und    man    erlialt    somit    als   Resultat    der   Elimination    die   partielle 
Differentialgleictung 


dW       ~l  I          SW\\       3W^/          8W\  cAn  \ 

y,         ,  (47  a) 


oder  wenn   man   nach   der  in  der  Hamilton'schen  Theorie  ublichen 
Bezeicliniingsweise  die  Funktion 

H(x,  y,  v)  z==v$(x,  y,  v)  -  f(x,  y,  $(x,  y,  «))  (55) 

einfiilirt: 


Hiermit  liangt  nnmittelbar  die  Reduction  der  Euler'schen 
Differentialgleichung  auf  ein  sogenanntes  Jcanonisches  System"1}  zu- 
sammen.  Aus  der  Definition  der  Punktion  If  folgt  unter  Benutznng 
der  Identitat  (53) 


Man  ersetze  jetzt  die  Euler'sche  Differentialgleichung  durch  das  da- 
mit  aquivalente  System  von  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  y,  y'i 


J)  Vgl.  z    B,  JOKDAN,  Cows  d' Analyse,  Bd   IE,  Nr.  256—260,  375 


§  20.     Die  Hamllton-Jacobi'sciie  Theorie  135 

und  fuhre  dann  statt  y  erne  neue  unbekannte  Funktion  v  ein  mittels 
der  Grleicliung 

0  ^fyfayty*), 

woraus  durch  Auflosen  folgt 


so    erhalt    man    fair    die  ,  beiden    Funktionen   y,  v    das    System   von 
Differentialgleichungen 

dy  _  cH    ,    dv 

~~ 


das  in  der  Tat  in  der  kanomschen  Form  ist.  Die  Beltrami'sehe 
partielle  Differentialgleichnng  fiir  die  Funktion  W,  in  der  Form  (56) 
geschrieben,  ist  also  mit  der  zu  dem  kanonischen  System  (57)  ge- 
horigen  Hamiltorfsclien  partiellen  Differentidlgleichung  identisct. 

c)  Ableitnng  des  allgemeinen  Integrals  der  Hamilton'sehen 
partiellen  Differentialgleiclmng  aus  einem  ersten  Integral  der 
Enler'scten  Differentialgleichung: 

JSTacn  der  Hamilton-  Jacobi'schen  Tneorie1)  folgt  aus  dem  letzten 
Resultat,  daB  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  (47) 
nnd  die  Integration  der  Euler'schen  Differentialgleichung  aquivalente 
Probleme  sind.  Wir  wollen  dieses  wichtige  Eesultat  nach  BBLTEAMIS) 
und  HiLBERT8)  direkt  aus  dem  Unabhangigkeitssatz,  ohne  Zuhilfe- 
nalime  der  Hamilton-Jacobfselien  Theorie;  beweisen. 

Wir  nehmen  zunachst  an,  das  allgemeine  Integral  der  Euler'schen 
Differentia]  gleiehung  sei  gefunden: 


und  betrachten  nun  die  einparametrige  Extremalenschar^  die  man  er- 
talt,  wenn  man  /?  einen  f  eaten  Wert  beilegt  und  nur  den  Parameter 
cc  variiert.  Bei  geeigneter  Beschrankung  von  x  und  a  wird  diese 
Schar  ein  Feld  bilden.  Zu  diesem  Feld  gehort  dann  eine  bestimmte 
Gefallfonktion  j)(ic;y)  und  eine  bestimmte  Funktion  TT(#,y);  beide 
werden  von  der  Konstanten  |8  abh'angen,  und  die  Grleicliungen  (41) 


*)  Vgl  Encyclopadie,  HA,  p.  343  (E  v.  WEBER),  und  die  dort  gegebenen 
Literatnraacliweise  auf  HAMILTON  und  JACOBI. 

2)  Loc.  cit.  p.  368. 

s)  ,,^r  Vwriationsrechnung" ,  G-ottinger  Nachricliten,  1905,  und 
Mathematische  Annalen,  Bd.  62,  p  350. 
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erscneinen   daner  jetzt   als   Identitaten  in  x,  y,  §  und  konnen  aaeli  ft 
differentiiert  warden.     Man  erhalt  so: 


Aus  der  Definition  der  Gefallfunktion  berechnet  man  leicht 

^  ^9*9*0—  _9tt9xa 
3?  9« 

Darans  folgt  aber?   da8  ^~    nicht    identisch    yerschwinden    kann,     da 

ff(%>&,fi)  das  allgemeine  Integral1)  der  Buler'schen  Differential- 
gleicliung  sein  sollte  Da  tiberdies  aucli  fy'y'(%,y9$>}  nicht  identisch 
verscliwinden  kann;  wenn  wir  singnlare  Vorkomninisse  beiseite  lassen, 
so  1st 


Hieraus   folgt   aber,    da8    die    Funttion   TF(#;  y]  ]8)    die    Konstante 
nicbt  additiv  enthalten  kann;  d.  h.  nicht  yon  der  Form 


sein  kann  Die  Funktion  W(x,  y]  /3)  +  y  ist  also  in  der  Terrnmologie 
yon  LAGOR.ANG-E  ein  ,,voUstandi(jes"  Integral2)  der  parti  ellen  Differential- 
gleichnng  (47).  Hierans  ergibt  sich  dann  nacli  der  Tlieorie  der 
partiellen  Differentialgleicixungen  erster  Ordnung2)  anf  folgende  Weise 
das  xaUgemeine"  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (47):  1st 
erne  willktirliclie  Funktion  von  3  so  ist  aucn 


W(ie,  y;  ft  +  W)  (59) 

em  Integral  yon  (47).    Bestimmt  man  jetzt  ft  als  Funktion  yon  x}  y 
ans  der  Gleiclmng 

Wp(x,Kft  +  X(fi  =  Q,  (60) 

nnd  setzt  den  gefundenen  Wert 


in  den  Ausdrnck  (59)  ein^  so  erlialt  man  eme  Funktion  yon  x  und  y, 
welcne  ebenfalls  der  partiellen  Differen.tialgleich.nng  (47)  genftgt.  Die 
so  erhaltene  Losung  wird  dann  nack  LA^RANGE  die  allgemeine  Losung 

J)  Vgl    §  12,  b),  aieichung  (26) 

3)  Ygl    z   B.  G-otrasAT,   Lemons   sur   V  integration  des  equations  a^tx  denvees 
partielles  du  premier  ordre  (Paris  1891),  p.  87. 
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ypn  (47;  genannt?  well  sie  von  der  willkurlichen  Funktioa  K  ab- 
hangt. 

Zur  Herleitung  der  Punktion  W(x,  y;  /})  ist  es  ubngens  nieht 
einmal  notig,  das  aUgemeine  Integral  der  Euler'sehen  Differential- 
gleichung  zu  kennen;  es  geniigt,  wenn  ein  erstes  Integral1) 

n(x,  y,  /)  -  j8  (61) 

bekannt  ist.     Die  Auflosung  yon  (61)  nach  /  moge  ergeben 

tf—p(x,y\F).  (62; 

Bei  festgehaltenem  /J  ist  dann  jp(o?,  y;  j8)  die  Gefallfanktion  fur  die- 
jenige  Extremalenschar?  die  man  durcli  Integration  der  l)ifferential- 
gleichung  erster  Ordnung  (62)  erhalt  Um  die  Funktion  W(x,  y*  ft) 
zu  erhalten,  braucht  man  aber  diese  Integration  gar  mcht  auszu£tiliren; 
da  man  dazu  nur  die  Funktion  p(x,  y;  /3)  notig  hat,  und  zwar  erhalt 
man  nach  dem  Unabhangigkeitssatz  die  Funktion  TT(a?,  y;  j8)  durch 
Ausftihrung  von  zwei  Quadratures2; 


/== 

Da  die  Funktion  /  die  Variable  x  nicht  explizite  enthalt,  so  MBt  sicB.  nach 
§  6,  a)  sofort  ein  erstes  Integral  der  Enler'schen  Differentialgleichnng  angelben, 
namlich 


Darans  ergibt  siah 
und  Meraus. 


Also  ist 


Dies   ist   in    der   Tat   ein   vollstandiges   Integral    der   znm  Problem   gehorigen 
Hamilton'schen  partiellen  Differeniaalgleichiing 


x)  Ygl   Encydopddie  H  A,  p.  196 

*)  Ygl.  z.  B.   SERRET,    Differential-   und   Integralrechmmg,   Bd.  II,    p    305. 
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d)  Ableitung  des  allgemeinen  Integrals  der  Euler'sclien  Diffe- 
reatialgleiclrang'  aus  einem  vollstandigen  Integral  der  Hamilton'schen 
partiellen  Differ entialgleiclmng: 

Hat  man  umgekehrt  auf  irgend  einem  Weg  ein  Integral  W(x^  y;  ft) 
der  partiellen  Differentialgleichung  (47)  gefunden,  welches  erne  nicht 
additive  willkurliche  Konstante  ft  enthalt?  und  ist 


so   erhalt   man   das  allgemeim  Integral  der  Euler'sclien  Differential- 
gleichimg,  indem  man  die  G-leicJiung 


nach  y  auflost. 

Zum  Beweis  scKheBt  man  zunactst  genau  wie  unter  t),  daB  es 
erne  Funktion  p  gibt,  welche  gleichzeitig  den  beiden  Gleidningen  (41) 
gentigt?  nur  mit  dem  UnterscMed,  daB  jetzt  diese  Fnnktion  p  ebenso 
wie  die  Funktion  W  yon  dem  Parameter  ft  abhangt.  Man  kann  daher 
die  beiden  Gleichnngen  (41)  nach  ft  differentiieren  nnd  erlialt  so  die 
beiden  Gleichungen  (58).  Aus  denselben  folgt  aber,  daB  fiir  jede 
beliebige  Funktion  y  yon  x  die  Grleickung  gilt 


Wenn  nun  insbesondere  die  Funktion  y  der  Gleicnung  (64)  genugt, 
so  ist  die  linke  Seite  und  daher  auch  die  recite  Seite  der  letzten 
Grleichung  gleich  Null.  Da  aber  wegen  der  Voraussetzung  (63)  der 

Faktor  /^/ff  nicht  identisch  verschwinden  kann;  so  folgt;  daB  die 
Funktion  y  dann  stets  auch  der  Differentialgleichung 


gentigtj  und  daraus  schlieBt  man  ganz  wie  unter  b);  daB  sie  dann 
aueh  der  Euler'schen  Differentialgleichung  gentigen  muB.  Da  die 
durch  Auflosung  von  (64)  erhaltene  Funktion  y  aber  zwei  un- 
abhangige  willktirliche  Konstante  enthalt;  so  muB  sie  das  allgemeine 
Integral  der  Euler'schen  Differentialgleichung  sein. 

Zugleich  folgt  nach  b),  daB  bei  festgehaltenem  ft  r  die  Gleichung: 
W(x,  y-j  ft)  ==  konst.  die  Transversalenschar  zu  der  Extremalenschar: 
Wp(x,  y,  ft)  »  konst.  darsteEt. 
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Es  lafit  sick  welter  noch  der  folgende  Satz1)  beweisen: 
Kennt  man  wgend  em  wllstdndiges  Integral   W(x,  y,  ft)  +  7  der 
partietten  Di/ferentialgleichung  (47),  so  Jcann  man  stets,  ohne  Awsfuhrung 
einer   weiteren   Integration   eine  Losung  iv(x,  y)   von    (47)    leslimmen, 
welclie  entlang  einer  fteliebig  wrgegebenen  Kurve 


verschwindet,   das  heifit  also  geometrisch;  man  kann  stets  eine  Trans- 
versalenschar  bestimmen,  welclie  die  Xnrve  d  enthalt. 

Man  erhalt  die  verlangte  Losung  w(x,  \j)  nacli  DAKBOIH:  folgender- 
mafien:  Man  berecLne  t  aus  der  Grleichung 

Wx(x,  y;fi)x'  +  W,(x,  y;  p)  y  -  0 

als  Funktion  yon  /3  and  substituieie  den  gefundeaen  Wert  r~r(/3) 
in  die  Funktion   W(x,  5/;  /3).     Definiert  man  dann 


setzt  mit  dieser  Funktion  A(/8)  die  Gleichung  (60)  an^  und  bestimrat 
daraus  j3  =  b(a?,  j/)  als  Fonktion  yon  a;?  y,  so  ist 


die  gesuclite  Losung  der  partiellen  Differentialgleichung  (47). 

In  dem  besonderen  Fall,  wo  die  Kurre  E  in  emen  Punkt 
degeneriert,  wo  also 

Z(*)  =  x*,         ^(T)=^O? 
vereinfaclit  sicli  die  B/egel  dahin;  dafi 


zu  nehmen  ist.  In  diesem  Fall  gehen  die  samtliclien  Extremalen  der 
Schar,  deren  zngebonge  TransTersalenschar  durch:  w(x,  y)  =  konst. 
dargestellt  wird;  durcb.  den  Punkt  _P0. 

Beispiel:  /^l/r+7^. 

Die  Hamiltou'sche  partielle  Differentialgleichung  lautet  iuer 


dx 

Ihr  genugt  offeubar  die  Funktion 

W(&,  y  ;  ^)  =  X  sin  £  —  y  cos  /?  ; 


J)  Fur  den.  Beweis  verweisen  wir  auf  DARBOUX,  Theone  des  surfaces,  Bd.  IT, 
p.  447. 
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daraus  ergibt  sich  das  allgemeine  Integral  der  Euler'schen  Differentialgleichung 
In  der  Form 

w^x,  2/1  P)  =  x  cos 

Die  Geradenschar  • 

as  sin  (3  —  2/ cos  0  — 

1st  in  der  Tat  transversal  (d  h.  Her  orthogonal)  zur  Extremalenschai  • 

x  cos  p-^-y  sin  /?  =  konst. 


Wir  wollen    diejenige    Ldsung    der   partiellen   Differentia]gleiclrang    bestimmen, 
welche  entlang  dem  Kreise 

§ :  x  =  R  cos  T  =  #(r)  ,         y  =  E  sin  T  =  ^  (T) 

verscirvnndet     Dazu  haben  wir  nach  der  obigen  Regel  die  Gfleichung 

—  E  cos  (n  —  /?)  =  0 
nach  T  anfzulosen: 


Es  ist  dann 

XQJ)  «  -  JR  ^m  (3  cos  ^  +  -|)  -  cos  |3  sin  (f  ±  ~j]  «  ±  JS  ; 

sodann  haben  wir  die  Gleichung 

W^(aj,  y;  |?)  +  *'(/3)  -so;  cos  p+  y  sin  0  =  0 
nach  /?  anfzulosen  und  die  gefundenen  Werte 


in  die  Funktion  W(x,  y\  j3)-f~^(/5)  emzusetzen.     Wir  erhalten   so  bei  passender 
Wahl  der  Vorzeichen  die  gesuehte  Losnng: 

w(x,  y)  =  ±  (y?+l/^  —  JB)  . 

Schrumpfb   der  Kreis   auf  seinen  Mittelpunkt  zusammen  (JB«0),  so 

w(aj,  y)  =  +  1/aJs  +  2/8N  . 
Das  letztere  Besultat  eigibt  sich  auch  nach  der  obigen  Regel,  indem  man 


setzt. 

e)  Die  Hethode  von  Car  atteo  dory  zur  BehaHdlung  von  Variations- 
problemeu: 

Wir  kniipfen  an  die  vorangeheiLden  Entwicklungen  nock  einen 
kurzen  Bericht  tiber  die  Metliode,  die  neuerdings  OARATHEODOEY  l) 
fiir  die  Betandlung  von  Vanationsproblemeo.  gegeben  hat. 

x)  ,,Uber  diskonUnuierliclie  Losungen  in  der  Variationsrechnung", 
(Grdttingen,  1904),  p  65,  und  G-ottinger  Nachrichten  19057  p.  1 
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Wir  betrachten   mit    OAEATHEOBOBY   eine  beliebige,   naeh    dem 
Parameter  aufgeloste  Kurvenschar 

F(x,  y)  -  konst.  (65) 

und  greifen  zwei  benachbarte  Kurven  der  Schar  heraus 

F(x,  y)  «  ^  (66) 

I  '  \    / 

und 

F(x9  y)  =»  ^  -[-  dp, .  (67) 

Durch    einen    beliebigen   Punkt  P(x,y)    der   Kurve    (66)    ziehen  wir 
ein  Linieneleinent  PQ  bis  zu  dessen  Schnittpunkt  Q(x  +  dx,y+  dy) 
mit    der    Kurve   (67).     Der  Wert    des 
Integrals 


genommen  entlang  dem  Linienelement 
PQ  ist  dann  bis  auf  Grheder  hoLerer 
Ordnung  gegeben  durcn1) 


wenn  p  das  Grefalle  des  Elementes  PQ  im  Puuit  P  bezeiclmet. 

Wir  stellen  uns  ntm.  die  Aufgabe,  p  so  zu  bestimmen,  da8  dieser 
angenanerte  Wert  des  Integrals  J(P  Q)  em  Minimum  wird.    Dazu  muB 

A  __X^_  -  n       Jl        /        =  A 


sein;  oder?  wenn  wir  die  Differentiation  ausfuhren 


Da  das  Grefalle  der  Kurve  (66)  im  Punkt  P  durch  —  -~  gegeben  ist, 

so  zeigt  der  Vergleich  mit  (45)  ,  daB  diejenige  Richtung,  fur  welche 
das  Segment  PQ  fur  das  Integral  J(PQ)  den  Tdeinsten  Wert  liefert, 
von  der  Kurve  (66)  ^m  Punld  P  transversal  geschnitten  wird. 

Durch  Auflosung  der  Gleichung  (69)  erhalt  man  den  gesucliten 
Wert   des    Gefalles  p    als   Ptmktion   yon   x,  y;   wir   bezeiclinen    die- 

selbe 


Das  Zeichen  ov>  soil  Her  bedeiiten:   annahemd  gleiclt. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  p  in  (68)  ein,  so  erhalt  man  den  Mini- 
malwert  M  von  J(PQ)  als  Funktion  von  x,y.  1m  allgemeinen  wird 
sicli  dieser  Minimalwert  M  YOU  Punkt  zu  Punkt  andern,  wenn  wir 
den  Punkt  P  die  Kurve  (66)  durchiaufen  lassen.  Es  soil  nun  die 
Funktion  F(x,  y)  so  bestimmt  werden,  da6  der  Minimalwert  M  ent- 
lang  jeder  Kurve  der  Schar  (65)  einen  konstanten,  nur  von  11  ab- 
hangigen  Wert  hat.  Bine  Kurvenscb.ar?  welche  diese  Eigentiimliclikeit 
hat,  nennt  CABATHEODOBY  erne  ScJiar  geoddhscli  aquidistunter  Kurven. 
Bei  einer  solchen  Sclaar  kann  man  den  Parameter  p  stets  so  wahlen; 
daB  der  konstante  Wert  des  Minimalwerts  M  gleieh  dp  wird  Als- 
dann  ist 


wobei  ffir  p  die  Funktion  p(x,  y]  einzusetzen  ist.  Durch  Elimination 
von  p  aus  den  beiden  Grleicliungen  (69)  und  (71)  erhalt  man  eine 
partielle  Differentialgleichung  ftir  die  Funktion  F(x,  y),  welche  die 
notwendige  und  hinreicliende  Bedingung  fiir  die  Aquidistanz  ausdriiekt. 
Diese  partielle  Differentialgleicliung  ist  aber  mit  der  Beltramf  sclien 
Diflferentialgleicbung  (47)  identisch;  wenn.  man  W  statt  F  sckreibt. 
Denn  man  kann  die  in  Frage  stehende  Elimination  von  p  in  der 
Weise  ausfuliren,  daB  man  zunaehst  die  beiden  Gleichungen  (69)  und 
(71)  nact  Fx,  Fy  auflost?  was 

Ft-f-ffa        Fv-f,  (72) 

ergibt^  und  dann  aus  diesen  p  elimimert.  Der  Vergleicb,  mit  den 
Grleichungen  (41)  zeigt  dann  die  Riclitigkeit  unserer  Behauptung. 
D^e  partielle  D^fferent^algleichung  (47)  ist  also  die  notwendige  und  hin~ 
reichende  Bedingung  daf'ur,  daft  die  Eurven  der  Schar  W(x,  y)  ««  Konst 
geodatisch  aquidistant  sind. 

Wir  kekren  jetzt  wieder  zu  einer  beliebigen  Kurvenschar  (65) 
zuriick,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  in  der  allgemeinsten  Weise 
eine  Kurve 

(£:  y  =  y(x) 

zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaffc  h.at;  daB  in  jedem  ihrer  Punkte 
das  Q-efalle  der  Kurve  mit  dem  oben  bestimmten  Wert  von  p  iiber- 
einstimmt,  welcker  fur  J(PQ}  den  kleinsten  Wert  liefert.  Es  muB 
dann  entlang  der  Kurve  S 
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sein.     Das    allgemeine   Integral    dieser  Differentialgleichung    (die   mit 
derjenigen  Differentialgleichung  identisen  ist,  die  man  aus  (69)  erhalt, 

wenn  man  p  durch  -~  erset^t),  ist  eine  Kurvensehar 

y«g>(a;,a);  (74) 

jede    Kurve    derselben   wird    dann    von  jeder   Kurve    der  gegebenen 
Scliar  (65)  transversal  gesckoitten. 

Wenn  nun  insbesondere  die  Kurven  der  Scliar  (65)  geodattscli 
aquidistant  sind,  so  ist  die  mgehorige,  Scliar  (74)  eine  Extremalenscliar 
fur  das  Integral  J.  Denn  alsdann  gelten  die  Grleiennngen  (72);  ans 
denen  man  genau  so  weiter  scklieBt  wie  nnter  b)  bei  der  Losung  der 
Atrfgabe,  zu  einer  gegebenen  Losung  W  der  partiellen  Differential- 
gleicliung  (47)  die  zugehorige  Extremalenschar  zu  bestimmen. 


UbttBgsanfgaben  m  den  drei  ersten  Kapiteln. 

(Selrwiengere  Aufgaben  smd  durcli  emen.  Stern  gekennzeiclmet  ) 

1.  Obere  und  untere  Grenze,   lesp    absolutes  Maximum  und  Minimum  der 
folgenden  Funktionen  fur  die  aiigegebenen  Intervalle  zu  bestimmen  (§  2). 

N  ,  .       rt  f  sin  %x   .   sin  3^       sin  4^    ,         \ 

a)         »(flO-8[8ina!  --  -—  +  —  5  ---  r~  +       } 


in      0,«], 

in    ~*'~ 


c)  l^^dt    in    [0,1]. 

«y 

0 

d)  3ic4  —  16#3  +  18fll2  4~  2     in    [ — 1,4]. 

Die    notwendigen    und    die    bmreichenden  Bedingungen    fur    ein    starkes, 
respektive  scnwacb.es,  Extrenmm  des  Integrals 

p,  y,  y}  da) 

far  die  folgenden  Funktionen  f  aufzustellen ,  sowie  die  Konstantenbestitamung 
und  die  Konstruktion  von  Extremalenfeldern  zu  diskutieren- 

(A.  MATER). 

a,  &,  c  konstant. 
5. 
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(Wegen    der    Gefallbescnrankung  ygl.  Bel&piel  Vm7  p.  34;   we  gen  der  geo- 
metriscnen  Deutung  vgl.  Nr.  S5). 


,  ERDMANN.) 


(  WEIERSTRAS  s .) 


Andeutung    Fnhre  Polarkoordinaten  ein.     Spezielle  Falle 
8  /•=(£ 


Die  Koordmaten  der  Endpunkte  seien:  ( —  17  a),  (+  1,  5). 
Spezialfall  • 


x  —  y 


Extremalen- 


10. 


Extremalen: 


(STKOMQUIST.) 


(EtlLEB.) 

Wird  die  Fnnktion  <p(u)  dnrch  die  Differentialgleiclmng:  qp/'=rqp2r"1  und 
die  Anf  angsbedingungen  :  90(0)  —  1,  90/(0)  =  0  defmiert,  so  sind  die  Extremalen 
(anBer  for  r  =  0)  : 


Diskutiere  die  Gestalt  der  Extremalen,  -wobei  die  Falle.  r>l,  0<[r^l,  r<0 
zu  unterscheiden  sind.  Untersuche  die  Periodizitatseigenschaften  der  Extremaleo, 
wenn  r  rational.  Diskutiere  die  Konstantenbestimmung. 

12*.  f- 


Annliche  Besultate  wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 

13.    Das    Hamiltonysch.e    Prinzip1)    aiif   die   Bewegung    eines   materiellen 
Punktes  anznwenden,   welcher  gezwungen  ist,   sich  auf  einer  gegebenen  Knrve: 


zu  bewegen.     Anwendung  auf  das  ebene  Pendel. 


J)  Ygl   Kap.  XL 

Bolza, 


10 
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14,  Dieselbe   Aufgabe   to    den   Fall,    da$    die  gegebene  Ktirve  sich  naeh 
einem  gegebenen  Gesetz  bewegt. 


15.  Alle  Funktionen  /"(a?,  y,  «/')  von  der  Form 

/•«£(«,  2/)*/'2  +  -WX  y)/8  + 

zu  bestimmen,  fur  welche  die  Exfcremalen  G-erade  sind  (§  6,  c)) 


-    —  l2-2 

wobei  YQ,  YH  Y2  drei  willkiirliche   ganze  Funktionen  von  y  allein  sind,   deren 
Grad  durch  den  Index  angegeben  wird. 

15  a.  Dieselbe  Aufgabe  fur 
LSsung  (fur  w=j=0,  1,  -|) 

16*.  Alle  Funktionen  f(#,  2/,  y')  zni  bestimmen,  fur  welche  die  Extremalen 

Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  auf  der  iu-Achse  sind  (§  6,  c)). 

(STROMQDTST.) 

17.  Alle  Funktionen  f(#,  y,  y')  zu  bestinamen,  fiir  -welche  ,,transversalu  mit 
,,orthogonalu  identisch  ist 
Losung. 


(H.EDUICK.) 

18.  Unter  der  Annahme,  daB  die  Konstantenbestimmung  bei  gegebenen 
Endpunkten  Pt  und  P2  (wenigstens  bei  Beschrankuug  von  Px  und  P2  auf  ge- 
wisse  Bereiche)  eindeutig  ist,  ist  das  Integral  J",  genommen  entlang  der  Ex- 
tremale  von  Pl  nack  P2,  eine  eindeutige  Funktion  der  Koordmaten  #x,  yt;  ^2,  ^a 
dieser  Punkte,  die  -wir  mit  J(x^y^  ^2,^a)  bezeichnen  und  das  Extremtilen- 
tntegral  zwischen  Pl  und  P2  nennen 

Das  Extremalenintegral  2u  berechnen  fur 
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19.  Zu   beweisen,    dafi    die   partieUen  Ableitungen  des  Extremalenintegrals 
folgende  "Werte  haben: 


3  J  2  T  (75) 

g^  -[/•(«,,  yt,  ya')-y,YX«»,  y,,  y/)],   ^-fy(^  ya,  y,'), 

wobei  ?//,  2//  das  G-efalle  der  Estremale  Px  Pa  in  Px,  resp    P2  bedenten. 

(HAMTLTOST.) 
20    Hinreiehende    Bedingungen    fiir    ein    starkes    Extremum    des    Integrals 

^f2 
jf(x,  y}dx 

arx 

mittels  der  ersten  und  zweiten  Variation  abzuleiten,  wenn  beide  Endpunkte  aui 
gegebenen  Oeraden  x=xt,  respektive  x  =  &s  beweglicb  sind. 
Losung: 


Andeutung:  Benutze  die  Taylor'sche  Formel  mit  Bestglied 
Beispiele 


) 

f=(6ax—  3a?2  —  y*}(Zax  —  x*  —  $Xy  +  y*>  . 

(ElJLER.) 

21.  Mit  Hilfe    der   zweiten  Variation   zn   beweisen,    da6    die    Gerade  Pl  P* 
das  Integral 


fy 

zu  einem  starken  Minimum  macht  (BROMWICH) 

22.  Mit    Hilfe   von   Nr.  21    den   folgenden    Satz   von  OSGOOD   zu   beweisen, 
Es  sei  f(x)  von  der  Klasse  G'  im  Interval!  [a  6]  und  es  sei 

Alsdann  ist 

i 


23.  Enthalt  f  die  Variable  y  nicht  explizite,  so  kann  man  die  Extremale  ©0 
stets  mit  einem  Feld  umgeben  Daher  ist  bier  die  Bedingung  nsb  Hnreicnend 
fur  ein  starkes  Extremum.  (OsaooD.) 

10* 
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2-4  Fur  die  Aufgabe  JTr.  2  die  Trans  versalensehar  zn  dem  von  der  Schar 
paialleler  Geraden 

gebildeten  Feld  zn  bestimmen  (§  20,  a)) 

25  Fur  Beispiel  X  die  Trans  versalens  char  des  aus  dem  Greradenbuschel  dnrcli 
den  Koordinatenanfang  bestehenden  Feldes  201  bestimmen  (§  20,  a)). 

26  Fur  Beispiel  VIH   die  Transversalenschar  des  anf  p    99]  betrachteten 
Feldes  zn  bestimmen  (§  20,  a)). 

Die  folgenden  Aufgaben  Nr.  27  bis  32  sind  singulax,  insofern  bei  ihnen 
mdit  alle  in  der  allgemeinen  Theorie  gemachten  Voraussetzungen  eifullt  sind,- 
insbesondere  verschwindet  ffy,  im  Integirationsmtervall  Es  soil  besonders  die 
Extremalenschai  dnrch  den  Pnnkt  Pl  und  ibxe  Bnveloppe  nntersucht  werden: 


(HlLBERT.) 


«=  y's  coss 


29* 
30*. 
31*  /=-2//4 

11  7  -         -  (HlLBEKT) 


v^ti  yiJ ' — \       *'  ''  ^   * 7  »7S/        \  i       '     i       /  .__  . 

(HlLBERT.) 

S3*,  Die  Bedingungen  (IT)  und  (V)  fur  das  Integral 

2* 


zu  diskutieren,  wobei  2/t  =  0,  ^/3  —  0  sein  soil  (§  18,  d)). 
LSsung:  _ 


34*.  Dieselbe  Aufgabe  fur 
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Ldsung- 


Wenn    xt  =  —  1,    so  muB  uberdies    #2  <C  -|    sein 
Wenn    #2  =  +  l,    so  muB  uberdies    ^!>4-    sein. 


G-ewisse  isopenmetrische  Aufgaben  mit  vanabeln  Endpunkten  lassen 
sich  mittels  eines  schon  von  EXJLEE  angewandten  Kunstgriffes  auf  Aufgaben 
ohne  Nebenbedingungen  und  mit  festen  Endpunkten  reduzieren.  Dieser  Art  ist 
die  folgende  Aufgabe: 

35.  Unter  alien  Kurven  von  gegebener  Lange  JT,  welche  vom  Koordinaten- 
anfang  Px(0,  0)  durch  die  obere  Halbebene  (2/>0)  nach  einem  nicht  vor- 
geschriebenen  Puakt  P2(a?a,  0)  der  positiven  #-Achse  gezogen  werden  konnen, 
diejenige  zu  bestimmen,  welche  nut  der  as-Achse  den  groBten  Flacheninhalt 
einschlieBt 

Der  Euler'sche  Kunstgriff  besteht  Her  darin,  daB  man  auf  alien  zulassigen 
Kurven  die  Bogenlange  s,  gemessen  vom  Punkt  Pt  bis  zu  dem  variabeln  Punkt 
P  als  unabhangige  Variable  einfuhrt,  die 
zulassigen  Kurven  also  schreibt 


Der  Punkt  P(#,  y)   besckreibt   dann   die 

Kurve    von   P.    bis    zum   Endpunkt    P,, 

IPig.  27. 
wenn  s  von  0  bis  I  w'achst: 


Da  s  die  Bogenlange  "bedeutet,  miissen  die  Funktionen  x(s),  y(s)  der  DijBFerential- 

gleichung  geniigen 

'  «:l.  (76) 


Hiernach   foimulieren  wir  jetzt    die   Aufgabe   folgendermafien    analytisch: 
Unter   alien  Funktionenpaaren  aj(s),  y(s)  von   der  Klasse  G\  welche  der 
Differentialgleichung  (76)  und  uberdies  den  Bedingungen 

y(0)-0; 

fur     0<5 
geniigen,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  das  Integral 

i 
J==  I  yx'ds 

oJ 
zu  einem  Maximum  macht. 

Wir  haben  also  ein  Yariationsproblem  mit  zwei  unbekannten  Funktionen 
und   einer  Differentialgleichung  als   Nebenbedingung  ,   also  ein  Problem  derart, 


*)  Es   laBt   sich  zeigen,   daB   dies  keine  Beschrankung  der  Allgemeinheit 
involviert. 
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wie  sie  schon  in  §  1  erwahnt  worden  sind.  In  unserem  Fall  ergibt  sich  aber 
aus  der  speziellen  Form  des  Integranden,  daB  sich  die  Aufgabe  auf  den  ein- 
fachsten  Fall  ohne  Nebenbedingungen  reduzieren  laJBt.  Wir  konnen  namlich 
&'  mittels  (76)  elimiuieren  und  erhalten  dann  folgende,  mit  der  vorigen  aqui- 
valente  Aufgabe  •  Unter  alien  Funktionen  der  Klasse  C' 


welcne  den  Anfangsbedingungen 

=0,         2/0)  =  0 


der  Gebietseinschrankung 

y(s)^>0     fur 

und  der  Gefallbeschrankung  *) 

dy 

\ds 

genugen,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  das  Integral 

i 


zu  einem  Maximum  macht  Dies  ist  ein  Problem  vom  einfachsten  Typus  ohne 
Nebenbedingungen  2) 

Nacbdem  man  das  Problem  in  der  s,  2/-Ebene  gelost  hat,  berechnet  man 
die  Funktion  x(s)  mittels  (76)  und  kehrt  so  schlieBlich  zur  53,  ^-Ebene  zuriick 
Als  Losung  erhalt  man  emen  Halbkreis  in  der  a?,  ^/-Ebene, 

Die  folgenden  Aufgaben  sind  nut  derselben  Methode  zu  losen.  Bei  der 
Anwendung  derselben  hat  man  jedoch  die  groBte  Yorsicht  zu  beobachten,  weil 
beim  tlbergang  yon  der  ursprunglichen  53,  £/-Ebene  in  die  neue  Ebene  hSmfig 
die  eigentumlichsten  Beschrankungen  der  zul'assigen  Kurven  eingefuhrt  werden 


36*.  Unter  alien  Km?ven,  die  in  der  oberen  Halbebene  (2/^>0)  von  emera 
gegebenen  Punkt  P^  nach  einem  nicht  vorgeschriebenen  Punkt  P2  der  Gf-eraden 
y  =s=:  y%  gezogen  werden  konnen  ,  und  welche  zusammen  mit  den  Ordinaten  der 
Punkte  P19  Ps  und  dem  dazwischenliegenden  Segment  M1MS  der  rc-Achse  einen 
gegebenen  Flacheninhalt  ^1  einschlieBen  ,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  die 
kleinste  Lange  hat 


a)  Vgl.  wegen  derselben  p.  34 

a)  Es   ist   hier   ganz   wesentlich,    daB    die  Abszisse  £C2  nicht  gegeben  ist 
Denn   ware  #2  gegeben,    so   ware  nunmehr  noch   die  Bedingung  hinzuzufugen, 


0 

und  man  hatte  wieder  em  isoperimetrisches  Problem. 


tlbungsaufgaben  zu  den  drei  ersten  Kapiteln 


151 


Andentung:      Fiihre     als 
M1MPP1M1  em  (siehe  Fig  28). 

Los  ting:  Ein  Kreisbogen  mit 
dem  Mittelpunkt  auf  der  #-Achse 

37*.  Es  smd  zwei  vom  Koor- 
dinatenanfang  0  ausgehende  Geraden 
OM  und  OJVgegeben  und  anf  OJUein 
Pnnkt  Pl  Unter  alien  Kurven,  welche 
von  PI  nach  der  Geiaden  ON  gezogen 
werden  konnen,  und  welehe  mit  den 
beiden  Geraden  einen  Sektor  von  ge- 
gebenem  Flacheniniialt  einschlieBen, 
die  Kurve  klemster  Lange  zn  be- 
stimmen 


unabhangige    Variable     den     Flacheninhalt 


Fig   28 


38  "*  Analoge  Aufgabe,  wenn  der  End- 
punkt  JP2  statt  auf  der  Geraden  ON  auf 
einem  gegebenen  Reels  r  —  r±  mit  dem 
Mittelpunkt  0  beweglich  ist.  (EULER  ) 

39*.  Einen  Rotationskorper  von  ge- 
gebener  Oberflache  und  moglichst  grofiem 
Volumen  zu  konstruieren,  dessen  Ober- 
flache die  Rotationsachse  genau  zweimal 

4-'ff4.  /T7"  \ 

uHliC.  [  JCLNESER. ) 

Die  Anfgabe  lafit  sich  auf  das  Bei- 
sjptel  VIII  reduzieren.  Die  gesuchte  Ro- 
tationsflache  ist  erne  Kugel 

40.  Aus  einem  gegebenen  Quantum 
homogener,  nach  dem  Newton'schen  Gesetz 
anziehender  Materie  einen  Rotationskorper 
zu  bilden,  dessen  Oberflache  die  Rotations- 
achse genau  in  zwei  Punkten  trifft,  und 
welcher  auf  einen  materiellen  Punkt,  der 
sich  in  einem  dieser  beiden  Trefrpunkte  be- 
findet,  eine  moglichst  grofie  Anziehung 
ansubt.  (GAUSS,  KNESER,  1ST,  R.  WILSON.) 

Die  Gleichung  der  Meridianknrve  der 
gesuchten  Rotationsflache  lautet  in  Polarkoordinaten 


Fig.  29 


41.  Die  erste  notwendige  Bedingung  fur  ein  Extremum  des  Integrals 


aufzustellen  (§  8). 
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42     Die     kirrzeste     Linie     zwischen    zwei     Punkten     im     Raum    zu    be- 
stimmen. 

43.    Die      erste      notwendige      Bedingung      fur      ein      Extremum       des 
Integrals 

OT2 

J"  as  /  f(x ,  y ,  ?/',  j/")  d  «r 

*i 
aufzustellen  : 

a)  Wenn  die  Endpunkte  und   die  Tangentenrichtungen  in  denselben  vor- 
gesckrieben  sind, 

b)  Wenn  nur  die  Endpunkte  vorgesckrieben  sind 
Losung: 

(78) 


dxdy'  ^  dec*  dy" 

Wenn  f  die  Yariabeln  x  und  y  nicht  enthalt,  so  lassen  sich  zwei  Integrationen 
sofort  ausfahxen  und  man  erhalt 


(79) 


Im  Fall  b)  kommen  noch  die  Grenzgleichungen 

g/ 


(§  7,  a)) 


dy" 


dy" 


(80) 


44*.  In  einer  Ebene  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  A  und  IB  eine 
Kurve  211  ziehen,  welche  zusammen  mit  den  Jladien  AA\  BB'  der  Krummungs- 
kreise  in  A,  reap.  J5,  und  dem  Bogen  A'  B'  der  Evoluie  den  Heinsten  Plachen- 
raum  einschliefit.  Das  G-efalle  der  Kurve  in  A  und  JB  ist  verges  cnrieb  en. 

Losung:  Die  Extremalen  sind  Zykloiden. 
Andeutung:  Mache  von  (79)  Gebrauch,  setze 

a  =  2  c  cos  y  ,        t  =  2  c  sin  7  , 
und  mache  alsdann  die  Substitution 

y'  =*  cotg    -  — 


Diskussion   der  Konstantenbestimnaung.     Diskutiere  den  Fall,   wo  nur  die  End- 
punkte gegeben  sind. 
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45.  Die  erste  notwendige  Bedingung  fur  ein  Minimum  des  Integrals 


aufzustellen 
Losung: 

df       d    of        d*    of         .  ,      _  dn     of 

~  ~       ~ 


(EULEB.) 

Andeutung:    Wende    die   Lagrange'sohe   partielle   Integration   meder- 
holt  an. 

46s1"    Unter  welchen  Bedingungen  ist  die  Fnnktion 


bei  beHebiger  Wahl  der  Fnnktion  y  die  Yollstandige  Ableitung  emer  Funktion 

9(^1  y*  y',  ••-,  v*""1^ 
nach  x?  (§  6,  b))  ^         ; 

Antworfc     Es    ist   notwendig   und    ninreichend,    daB    identisch    in   x   <u 

^ 


dy      dx  dy' 

( Jntegrabilii&tsbedingung")  (EuLEB,  LEXELL  ) 

47*.  Es  sei  N  eine  in  [X#2]  stetige  Fnnktion  und  es  sei 

** 


far  alle  Funktionen  ij,  welche  in  feaSg]  von  der  Klasse  0(^)  sind  und  samt  ihren 
n  —  1  ersten  Ableitnngen  in  ^  und  a?2  versckwinden.  Alsdann  ist  N  erne  ganze 
Fnnktion  n  —  lten  G-rades  (§  5,  c)).  "  (ZEBMELO.) 


Viertes  KapiteL1) 
Hilfssatze  fiber  reelle  Funktionen  reeller  VariabeliL 

Teils  als  Nachtrag  zu  den  bishengen  Kapiteln,  Kauptsachlich 
aber  als  Vorbereitung  fur  die  sahwiengeren  Untersuclitingen  der 
folgenden,  stellen  wir  im  gegenwartigen  Kapitel  eine  Reihe  von  Satzen 
iiber  reelle  Funktionen  reeller  Vanabeln  zusammen,  die  fur  eine  arith- 
metJhiscJb  strenge  Begrundung  der  Variationsrecknung  niclit  zu  ent- 
bei.ren  sind  Es  handelt  sich  dabei  im  wesentlichen  um  gewisse 
Existenztteoreme  iiber  implizite  Funktionen  und  liber  Systeme  von 
Differentialgleichungen,  die  gewohnlich.  nur  fur  die  Umgebung  eines 
Punktes  bewiesen  werden,  wahrend  man  sie  in  der  Variationsrechnung 
fur  die  Ujngebung  einer  ganzen  Kurve  notig  hat. 

§  21,     Tiber  die  Umgebung  einer  Punktmenge. 

Wir  -werden  sagen,  ein  Punkt  P(x^9  .  .  .,  x£)  liege  in  der  Um- 
gebung (p)  einer  im  #1?  .  .  ,  ^n-Eaum  defimerten  Punktmenge  €L, 
wenn  er  in  der  Umgebung  (Q)  wenigstens  eines  Punktes  von  6C 
liegt;  d.  h.  also,  wenn  es  mmdestens  emen  Punkt  A(a1?  .  .  .;  an)  von 
Gi  gibt,  derart;  dafi 


Die  Gesamtlieit  derjenigen  Punkte,  welcLe  in  der  Umgebung  (4)) 
der  Menge  6C  liegen,  bezeiclinen  wir  mit  (p)^   und  nennen  sie  ,,die 
(Q]  der  Menge  €L". 


x)  Wir  empfehlen  dem  Leser  dieses  Kapitel  znnachst  zu  ubersclalagen  und 
erst  spater  nach  Bedarf  darauf  zuruckzugreifen. 
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Man  zeigt  leickt,  daB  jeder  Punkt  von  (0)^  zugleick  ein  innerer1) 
Ptinkt  yon  (Q)^  ist;  ferner,  daB  (&)&  stets  m  (o)$  entkalteu  ist2); 
wenn  6  <^  £  . 

Dagegen  werden  wir  sagen  der  Punkt  JP(%',  ..  .,  #n')  liege  in 
der  ^gesMossenen  Umgebung  [p]  cfer  Menge  €L",  in  Zeicken:  in  [o]<cy? 
wenn  es  mindestens  emen  Punkt  A(ai9...,a^)  von  6L  gibt,  fur 
welchen 


Ist  6L  beschrankt  und  abgeschlossen3),   so   ist  auch  die  Menge 
beschrankt  nnd  abgeschlossen. 

TJnter  Benutzung  dieser  Termmologie  beweisen  wir  nun  zunacnst 
folgende  Hilfssatze: 

a)  Lemma  I: 

Ist  2)  eine  beschrankfo,  abgescJilossene  Pwildmenge  ,  ^velc^^e  gam 
im  Innern  einer  anderen  Menge  GL  liegt,  so  lafit  sicli  Q  so  Mein 
wahlen,  daft  die  Umgebung  ($>)$  gan#  in  6C  enthalten  ^$t 

Wir  wenden  zum  Beweis  erne  in  der  Theone  der  Punktmengen 
haufig  benutzte  Schlufiweise4)  an;  von  der  wir  noch  wiederbolt  Ge- 
brauck  zu  maclien  haben  werden: 

Angenommen,  wie  klein  wir  auch.  Q  wahlen  mogen;  so  gabe  es 
immer  nock  mindestens  einen  Ptinkt  von  (p)$,  welcker  nickt  zu  Qi 
gekort  Dann  waklen  wir  eine  abnekmende  Folge  von  positiyen 
GrroBen  mit  der  Grenze  Null: 

ft  >  ft  >  '  '  '  >  9*  >  '  •  '  >  °> 

i^-0.  (2) 


es    nack    -Annakme    mindestens     emen     Punkt 
v  ')?  welcher  nickt  zu  €L  gekort;  nack  der  Definition  von 

(o)*>  laBt   sick   dem   Ptinkt  Pv  mindestens   ein  Punkt  J3V(&£  .    -,  6^) 

VS,  y/CO  v 

von  £&  zuordnen?  so  da8 

|a£-K|<fc,,       «-l,2,  ...,n.      (3) 

*)  Vgl.  A  I  7 

2)  Auck  die  Umkehrung  dazu  gilt,  vorausgesetzt  daB  es  Punkte  des 
(a))-Raximes  gibt,  welctte  anfierhalb  00  liegen,  tmd  daB  g  kinreickend  klein 
gew^klt  ist. 

»)  Vgl   A  I  2  und  6. 

*)  Vgl    z.  B.  JOKDAN,  Cours  d' Analyse,  I,  Nr.  30. 


156     Yiertes  KapiteL    Hilfssatze  uber  reelle  Fimktionen  reeller  Variabeln 

Wir  betrachten  jetzt  die  Folge  {Sr}  Hat  dieselbe  unendlich 
viele  verschiedene  Punkte,,  so  besitzt  sie  mindestens  einen  Haufungs- 
punkt1)  H(hv...,hn),  da  sie  als  Teilxnenge  yon  &  beschrankt  isi 
Wir  konnen  dann  stets  aus  der  Folge  {Sv}  erne  unendliche  Folge 
[Sv  K  wo  v%+i  >  vz,  herausgreifen  derart  daB2) 

LSV  -  H  (4) 

*  =  co       * 

Enthalt  dagegen  die  Menge  {Sv}  nur  eme  endliclae  Anzahl  ver- 
schiedener  Punkte  ,  so  kommt  mindestens  emer  derselben  unendlich 
oft  vor;  wir  konnen  also  in  diesem  Fall  eme  tmendliche  Fol^ge  [BVt] 

herausgreifen,  so  daB 

JBVt  =  S; 

daher  gilt  auch  hier  (4). 

In  beiden  Fallen  folgt  aus  (2)  und  (3),  daB  anch 

LPV  »  H.  (4a) 

ts=co       Z 

Der  Punkt  H  gehort  stets  zu  9&.  Im  zweiten  Fall  1st  dies  unmittel- 
bar  klar?  im  ersten  Fall  folgt  zunachst,  daB  H  als  H'aufungspunkt  you 
{JB^}  a  fortiori  auch  Haufungspunkt  der  Menge  &  ist,  in  welcher 
{Sv\  enthalten  ist.  Da  aber  die  Menge  £B  abgeschlossea  ist,  so 
enthalt  sie  den  Punkt  3 

Hiermit  sind  wir  aber  bei  einem  Widerspruch  angelangt;  denu 
als  Punkt  von  S  ist  H  ein  innerer  Punkt  von  €L,  es  gehoren  also 
alle  Punkte  in  einer  gewissen  Umgebung  von  H  zu  6L;  andererseits 
gibt  es  nach  (4  a)  in  jeder  Umgebung  von  H  Punkte,,  welche  nicht 
zu  6C  geh6ren;  namlich  die  Punkte  Pv  fur  hinreichend  grofieWerte  von  i. 

Daraus  folgt,  daB  unsere  Annahme  falsch  war;  und  damit  ist 
der  Satz  bewiesen. 

Da  jeder  Punkt  von  (p)#  zugleich  em  innerer  Punkt  von  ((>)# 
ist;  so  folgt  tiberdies,  daB  ($)$  gam  im  Innern  wn  QL  enthalten  ist. 

Ist  ferner:  0  <  a  <  p,  so  ist  a  fortiori  auch  [d]$  ganz  im  Innern 
von  6C  enthalten. 

Ein  stetiger  Kurvenbogen 


*)  Nach  A  I  5 

s]  Vgl   A  I  4.    Die  Gleichung  (4)  bedeutet  natinlich 


,  2, 
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ist  eine  beschrankte,,  abgeschlossene  Punktmenge1)  im  #1;  ...7 
Liegt  dalier  ein  solcher  Bogen  ganz  im  Innern  elites  Bereiches  6C? 
so  gibt  es  stets  erne  Umgebnng  (^)  der  Kurve  S7  welche  ganz  in  Gt 
liegt.  In  dieser  Form  haben  wir  schon  haufig  von  dem  Satz  Gre- 
brauch  gemaeht. 

b)  Lemma  II  (Erweiterter  Vorzeiehensatz2)/- 

Ist  die,  Fwnkhon  f(xl7  .  .,  #J  stetig  m3)  einem  Bereich  Qi  und 
positiv  in  einer  ~beschrankten  ;  abgesclilossenen,  gang  im  Innern  von  QL 
gelegenen  PunMmenge  G;  so  laftt  sich  Q  so  Main  wahlen,  dafi  f(xly  ...,#„) 
auch  noch  in  der  ganzen  Umgebung  ($)$  posztiv  ist. 

Be  we  is:  Ist  C  irgend  ein  Punkt  yon  Q,  so  ist  f  positiv  in  G 
und  da  C  ein  mnerer  Punkt  des  Bereiches  £C  ist,  in  welchem  f  stetig 
ist;  so  lafit  sich  eine  gewisse  Umgebung  von  C  angeben,  in  "welcter  / 
auci.  nocb  positiv4)  ist.  Bezeichnet  also  £B  die  Gresamtheit  der- 
jenigen  Punkte  von  6C;  in  welchen  f  positiv  ist,  so  ist  die  Menge  G 
nicht  nur  in  £B  enthalten,  sondern  sie  liegt  auch  ganz  im  Innern 
von  £6.  Daher  konnen  wir  Lemma  I  auf  die  beiden  Mengen  S5  und 
S  anwenden  und  erhalten  unmittelbar  den  obigen  Satz. 

Ist  z.  B.  die  Punktion  /*(#;  a1;  .  .  .,  an)  stetig  im  Bereicli 

Xi<x<Xt,    \a.-a*\<d,      i-1,2,  .    .,  n 

und  ist 

f(^<?...?<)>o? 

fiir  __     _ 

^<^<r^2, 

wo  Xx  <C  ^i,  ^2  ^  3£s,  so  lafit  sich  Jc  so  klein  wahleu;  da6 

f(«;  a»  ...,an}>0 
in  dem  ganzen  Bereich 

Xi  _  k<x  <  ^2  +  k,  \at  —  a/  1  <A?     $  =  1,2,  .  ,,w. 

Denn   dieser   Bereich  ist   identisch   mit    der   Umgebung  (&)    der   be- 
schr*ankten;  abgeschlossenen  Menge 

*i^3!^0»,     «i  =  <  *-l,2,  ...,», 

in  welcher  f  positiv  ist. 


*)  Nach  A  VII 1 

2)  Der  Satz  ist  eine  Erweiterun^  des  Satzes  von  A  El  2, 

»)  VgL  A  HI  1  und  3. 

4)  Nach  A  El  2. 
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Zusatz:  Das  obige  Lemma  bleibt  richtig,  wenn  darm  das  Wort 
?,positiv"  beidemale  dutch  ,,von  Null  verscMeden"  ersetzt  wird. 
Denn  wird  nur  vorausgesetzt,  daB 


n 


so  bezeichue  &  (resp.  (2")  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte  von  <2; 
in  welchen  f  positiv  (resp.  negativ)  ist.  Alsdann  ist  jede  der  beiden 
Mengen  (£',  (2"  beschrankt  und  abgesahlossen  Ersteres  ist  unmittelbar 
Mar;  um  letzteres  zu  zeigen,  sei  H(Jil9  .  .,  li^j  ein  Haufungspunkt 
von  (2';  dann  kann  man  aus  &  em  unendliclie  Folge1)  von  Punkten 
Pv(x*,  .  .  .,  ^')  lieraiisgreifen;  so  daB 

LPr  =  If 

V  =  JD 

Aus  der  Stetigkeit  von  f  folgt  dann;  daB 


Nun  ist  aber  der  Punkt  H  als  Haufungspunkt  von  &  a  fortiori  zu- 
gleich  Haufungspunkt  von  Q-,  und  da  (2  abgescHossen  ist;  so  ist  H 
in  Q  enthalten;  es  ist  also  nach.  Toraussetzung 

fQh,--  ,  /O  +  O; 

daher  bleibt  nur  die  Moglichkeit?  daB  f(hv  .  .  ;  Jin}  positiv.  Der 
Punkt  H  geiiort  also  zu  &,  und  daher  ist  &  abgeschlossen;  das 
gleiche  gilt  von  &'. 

Wir  konnen   also   nach   Lemnia  II  zwei   positive   GroBen   p';  $' 
angeben,  so  daB 

*      ->°     in 


n 


Bezeichnet  daher  g  die   kleinere    der   beiden    GroBen    $',  ®",  so  folgt 
leicht,  daB 

f*     •••    ^H-0     in 


§  22.    Bin  Satz  iiber  emdeutige  Abbildung  uad  seine  Auwendungen. 
Es  handelt  sich  um  die  Auflosung  der  n  Gleichungeu 

yi-*f*(*u    ••7*J,         *"-l;2,  ...,  w,  (5) 

nach  5?1;  .  .  .?  ^w.     Wir  fonnuheren  xunachst  den  Satz;  wie  er  in  den 

*)  Ygl.  A  I  4 
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Lehrbuchern  gegeben  zu  werden  pflegt,  und  kniipfen  daran  die  Er- 
weiterung,  die  wir  fiir  die  Zweeke  der  Variationsreehnung  notig 
haben. 

a)  Der  Satz  liber  die  Inversion  eines  Funktionensy  stems  fiir  die 
Umgelrang  eines  Punktes: 

Dabei    wird    die    Auflosung    des    Gleichungssystems    (5)    unter 
folgenden  Annahnaen  betrachtet: 

A)  Die    Funktionen    fz(xv  . .  .,  xn]    sind    von    der  Klasse  C'  in 
emer  gewissen  Umgebung  (d)  eines  Punktes   x1  ==  av  .  .  .,  xn  ==  an* 

B)  Die  Funktionaldeterminante 


ist  an  der  Stelle  (a)  von  Null  verschieden. 
Setzt  man  dann 


so  laBt  sicL.  naci.  Annahme  einer  Mnreicltend  kleinen  positiven  GroBe 
S  <  d  erne  zweite  positive  GroBe  £  derart  bestmnnen,  daB  die 
Gleichungen  (5)  ftir  jedes  Wertsystem  yv  .  .  .  ;  yn)  ftir  welches 


eine  und  nur  eine  Losung  #1?  •  .  .,  #n  besitzen,  fiir  welclie 


Bezeichnen   wir   diese   Losung;    die  naturlicL  von  yly  y^  .  .  .?  yn  ab- 
t;  mit 


so  sind  die  Funktionen  ^  eindeutig  definiert  und  von  der  Klasse  Gr 
im  Bereicn:  jt^  —  6.  <  f  ^  und  die  partiellen  Ableitungen  von  ^ 
werden  nacli  den  gewohnlicken  Differentiationsregeln  ftir  implizite 
Funktionen  erhalten.  Der  Satz  ist  em  spezieller  Fall  des  Dini;scb.en 
Satzes  uber  implizite  Fi^nktionen  1). 


J)  Fiir  den  Beweis  des  letzteren  verweisen  wir  anf  DrNi,  Analisi  infim- 
tesmiale  (litt),  Bd  I,  p.  163;  PEANO,  ^fferentialrechnung ,  Nr.  110 — 117; 
C.  JOEDAN,  Cours  d' Analyse,  I,  Nr  91,  92;  OSGOOD,  Lehrbuch  der  Furiktionen- 
theone,  Bd.  I,  p.  47—57. 
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b)   Der  erweiterte   Satz  fiber   die  Inversion  eines  Fnnktionen- 
sy  stems1): 

Wir  betraahten  jetzt  die  Auflosung  des  Grleichnngssystems 

y.~/;(0i,  •••><),      <-i,2,  ...,»,  (5) 

und  zugleich  die  durch.  diese  Grleichungen  vermittelte  Abbildung  des 
(#)-Raumes  auf  den  (y)-B/aum  unter  den  folgenden  allgemeineren 
Voranssetziingen  : 

A)  Die  Funktionen   f%(%v...,x^)    sind    von    der   Klasse  C'  in 
einem  Bereich  €L. 

B)  (2  ist  eine  ^eschrankte  }    abgescJilossene  Punktmenge   im  Innern 
von  €L. 

C)  Zwei  verschiedenen  Punkten  (x],  (xf}  von  (2  uerden  durch  die 
Transformation  (5)   allemal   &wei    versclwedene    Puiikte   (y'},  (yfr)    #u- 
geordnet. 

D)  Die  Funktionaldeterminante 


ist  von  Null  verschieden  in  (B 

Alsdann  Id  fit  sicli  eine  positive  G-rdfie  Q  so  Jdein  uahlen,  da/3  die 
Transformation  (5)  eine  ein-eindeutige  Begielmng  zwischen  der  Um- 
geluny  (^)g  und  der  en  Slid  c£  im  (y)~Raum  definiert}  oder  anders 
ausgedrucJct,  daft  fur  jedes  (y)  in  o$l  die  Gleichungen  (5)  eine  und  nur 
eine  Losung  in  (p)^  Iesit0en. 

Beweis:  Zunaciist  konnen  wir  nach.  §  21,  a)  eine  positive  Grofie 
d  so  klein  waklen,  daB  die  TlBagebnng  (tf)@  ganz  im  Innern  von  &L 
liegt  Alsdann  wahlen  wir  eine  abnehmende  Folge  positiver  GrroBen 
mit  der  Grenze  Null: 


3ind  nehmen  an;   es   gabe   fur   jeden  Wert  des  Index  v  in  der  Um- 
gebung  ($v}e  inindestens  ein  Paar  versckiedener  Punkte 


deren    Bilder    im    (^-Rauna    zusammenfallen.      Wir    wollen    zeigen, 

J)  SieheBoLZA,  Mathematische  Annalen,  Bd.  63  (1906),  p.  247;  ygl.  auch 
BOLZA,  Lectures,  §  34,  wo  ein  spezieller  Fall  des  Satzes  bewiesen  wird 
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daB    diese    Annahme    zu    einem    Widerspruoh    mit    unseren    Voraus- 
setzungen  fiihrt. 

Zu  diesem  Zweek  bemerken  wir  zunaehst,  daB  naeh  der  Definition 
der  Umgebung  einer  Punktmenge  den  Punkten  P{,  P"  sioh  zwei 
Punkte  von  Q  zuordnen  lassen: 


derart  daB1) 

^;,  -  1,;  <  ft  ,      |  <;  -  £.;  .  <  ^  ,  (7) 

und  betraehten  nunmenr  die  Folge  yon  Punkten 


i/  ~  1,  2;  .  .  .,  in  inf. 

im  2%-dioaensionalen  Baum  der  Variabeln  ^y  .  .  .,  |  '5  |"7  .  .,  |  , 
Dieselbe  ist  enthalten  in  der  durch  die  Bedingungen 

(i;,...,  ij)     in     (2;         <£,...  ,i;)     in     (5 

definierten  Menge  SX  Letztere  Menge  ist  beschrankt;  also  ist  es 
ancli  die  Menge  {Zv}.  Daraus  folgt  nach.  der  in  §  21,  a)  benutzten 
Metliode,  da8  ein  Punkt  Qi^  .  .  .,  /*/;  h",  .  .  .,  7^")  und  eine  zugehorige 
Teilfolge  {Zv  J  yon  {^v}  existieren  (wo  wieder  ^t+i>^)7  der- 
art daB 


oder?  was  dasselbe  ist, 

i  n;  -  .ff;       i 

jU  s=  00  r*  (U  =  0 

wenn  wir  mit  J3"'  und  1?"  die  Punkte 


im  (o?)-Ratiin  bezeichnen. 

Die  Menge  S)  ist  iiberdies  abgeschlossen;  wie  leicht  zu  zeigen 
ist;  daraus  sehlieBt  man  wie  in  §  21,  a),  daB  der  Punkt  (h^  .  .  ?  AJ; 
A^  .  .  .  ,  &n")  zu  2)  gehort,  d.  n.  daB  die  beiden  Punkte  H',  H'f  zur 
Menge  (2  gehoren.  Endlieh  folgt  aus  (6)  und  (7),  daB  auch 

~H".  (8) 


J)  Dem  Index  *  sind  stets  die  Werte  1,2,..  ,  w  zu  geben 
B  o  1  z  a  ^  Y anationsreclmiuig  1 1 
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laBt  sicli  aber  zeigen,  daJJ  die  beiden  Punkte  JET,  H"  zusammen- 
fallen   miissen.      Denn    nacli   der   Definition    der   Punkte   P^,  P"  isi 

A(<,,---XJ  =  /;(<;>  •••><;,), 

also  wenn  wir 


definieren, 

Fftr,    .  ,<,;<„...,  O-O. 

Aus  (8)   folgt   daher   unter   Beriicksichtigung  der  Stetigkeit  dei 
Punktion  _F;  da6 


also,  da  wir  es  nur  mit  reellen  Grofien  zu  tun  naben, 


Das  heiBt  aber:  Die  Bilder  der  beiden  Punkte  Hr,  H"  fallen  zusammen; 
und  daher  miissen  die  beiden  Punkte  selbst  nacn  Yoraussetzung  C) 
zusammenf alien,  da  sie  beide  zur  Menge  Q  gehoren  Wir  schreibejo 

TT'  —  77""  =  77"  • 

also  ist 

LP'  «J5T,        LP'f  -JI.  (9) 

tii  tii  \  j 

f.i  =  oo      r  /i  =  so     /" 

Somit  folgt  aus  der  eingangs  gemachten  AnnaJame,  daft  es  eznen 
Punkt  H  der  Menge  Q  gibt,  derart  daft  in  jeder  Nahe  von  H  Paare 
verseli'iedener  Pim&te  existieren,  deren  Bilder  im  (y*)-Raum  zusammen- 
fallen. 

Dies  fuhrt  nun  aber  umnittelbar  zu  einem  Widerspruch  mit 
anseren  Voraussetzungen.  Denn  einerseits  sind  fur  den  Punkt  H  die 
Voraussetzungen  des  Satzes  Ton  §  22,  a)  erfullt;  bezeichnet  also  JS. 
das  Bild  des  Punktes  H  im  {^/)-Raum,  so  lassen  sich  nach  a)  zwei 
positiye  Grofien  6  und  s  angeben,  derart  daB  die  Qleickungen  (5) 
fur  jedes  Wertsystem  (y]  in  der  Umgebung  (i)  des  Punktes  K  eine 
und  nur  eine  Losung  in  der  Umgebung  (S)  des  Punktes  H 
besitzen. 

Andererseits  folgt  aber  aus  den  Grleichungen  (9)  und  aus  der 
Stetigkeit  der  Punktionen  ft,  daB 

LQ9   --K", 
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wenn  Qv  den  genieinsamen.  Bildpunkt  von  Pl'u  und  P"  bezeichnet. 
Wir  konnen  daher  nach  (9)  den  Index  p  so  groJB  wahlen,  daB  A-  und  Pv" 
in  die  Umgebung  (d)  des  Punktes  H,  und  gleichzeitig  Qv  in  die 
Umgebung  (Y)  des  Punktes  K  fallt,  was  einen  Widerspruch  mit  dem 
Vorangegangenen  involviert,  da  fur  (y)  =  Q  die  Gleichungen  (5)  die 
beiden  verschiedenen  Losungen  (x)  =  P^  und  P"  besitzen. 

Daher  nruB  die  Annahme;  von  der  wir  ausgegangen  sind,  falsch 
sein;  es  mufi  also  mindestens  einen  Wert  v  «  m  geben;  derart  dafi 
zwei  versckiedenen  Punkten  der  Umgebung  (ftjg  durcn  die  Trans- 
formation (5)  allemal  zwei  yersckiedene  Punkte  des  (2/)-Raumes  zu- 
geordnet  werden.  Sobald  wir  also  Q  <jj  gm  wahlen;  ist  die  durch.  (5) 
definierte  Bezieliung  zwisclien  (p)e  und  of  eine  ein-eindeutige?  Q.  E.  D. 


c)  Eigenschaften  des  Bereich.es  of  ttnd  der  inversen  Funktionen: 

"Wird  Q  der  zuletzt  angegebenen  Bedingung  gemaB  gewahlt^  so 
haben  die  Gleichungen  (5)  fur  jedes  der  Menge  $  angehorige  Wert- 
system  yv  .  .  ,  yn  eine  und  nur  erne  Losung  ocv  .  .  ,  xfl  in  der  Urn- 
gebung  (p)@.  Diese  Werte  der  x  sind  daher  in  Q$^  eindeutig  de- 
finierte Punktionen  von  yv  .  .,  yn}  die  wir  mit 


bezeichnen.     Es  soil  gezeigt  werden 

Zusaiz  I:  TJnter  den  Voraussetzungen  A)  bis  D)  la  fit  sich  Q  so 
Idem  wcM&n,  da/3  jeder  Punkt  der  Menge  $  ein  inner  er  Punkt  von  o^ 
ist,  und  dafi  uber  dies  die  inversen  Funktionen  ^(y1?  .  .  .,  yn)  in  of  von 
der  Klasse  Cf  sind. 

Zum  Beweis  wahlen  wir  Q  (^  Q^  so  klein,  da8 


A(^...7^)HHO     in     fo)e,  (11) 

was  nach  §  21,  b)  auf  Grund  unserer  Voraussetzungen  A),  B),  D) 
moglich  ist.  Alsdann  sei  (#')  irgend  ein  Punkt  von  (^)<g,  mid  (y'\ 
sein  Bild  ini  (^)-Raum.  Nach  einer  fruheren  Bemerkung  ist  der 
Punkt  (of)  zugleich  ein  innerer  Punkt  von  (p)^;  wir  konnen  also 
eine  positive  GroBe  d  so  klein  wahlen,  daB  die  ganze  Umgebung  (d) 
von  (of)  auch  noch  in  (Q)@  liegt.  In  dieser  Umgebung  (ff)  sind  dann 
die  Funktionen  f%  von  der  KLasse  Cr\  ferner  ist 


Wir   konnen   also   nach   dem   gewohnlichen  Inversionssatz  (§  22;  a)) 
zwei    positive    GroBen    8  <C  d   und   e  angeben?    derart    daB   fur  jeden 

11* 
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Punkt  (y)  in  der  Umgebung  (e)  des  Punktes  ($/')  die  Grleicbungen  (5) 
eine  und  nur  eine  Losung  (x)  m  der  Umgebung  (S)  des  Punktes  (#') 
besitzen,  und  daB  gleiclizeitig  die  inversen  Funktionen  il>t(yv  •  -,  yn) 
in  der  Umgebung  (s)  von  (yf)  von  der  Klasse  C'  sind. 

Jeder  Punkt  (y)  in  der  Umgebung  (5)  des  Punktes  («/)  ist  daher 
das  Bild  ernes  Punktes  (x)  des  Bereicb.es  (p)@  und  genort  daber  zur 
Menge  o$l  Das  beiBt  aber,  jeder  Punkt  der  Menge  o5l  ist  ein  innerer 
Pankt  Ton  o£,  und  zugleicb  folgt,  daB  ^(«/1?  .  .,  yn)  in  <£  von  der 
Klasse  Cr  ist. 

In  dem  speziellen  Fall,  wo  der  Bereicb  (p)<o  zusammen- 
bangend  ist,,  ist  aucn  Q$^  zusammenbangend1);  in  diesem  Fall  ist 
daner  der  Bereicb,  o$!  em  Kontinuum2). 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Zusatz  ergibt  sich  unmittelbar  der 
folgende 

Zusatz  II:  Bemchnet  8  das  dwell  die  Transformation  (5)  defi- 
merte  Bild  der  Menge  (3  im  (y)-Raum,  so  laftt  sicli  ttnter  den  Voraus- 
setzunyen  A)  bis  D)  neben  der  Grofie  Q  eine  gweite  positive  Grofie  6 
bestimmeti,  derart,  daft  die  Gleicliungen  (5)  fur  jedes  (?/)  in  der  Um- 
gebuny  (<?)«  eine  und  nur  eine  Losung  (x)  in  der  Umgebung  (Q)Q  besifaen. 

Demi  da  (5  bescbrankt  und  abgescblossen  ist,  so  ist  aucb  8  be- 
scbr'ankt  und  abgescblossen  3);  und  nacb  dem  eben  Bewiesenen  liegt 
8  ganz  im  Innern  von  of!,.  Also  konnen  wir  nacb  §  21  ;  a)  <?  so 
klein  wablen,  da6  die  Umgebung  (<y)g  ganz  in  c£  entbalten  ist7  wo- 
mit  unsere  Bebauptung  bewiesen  ist 

d)  Der  allgemeine  Satz  von  der  Existenz  eines  Peldes: 

Es  sei  jetzt  eine  w-parametrige  Scliar  von  Kurven  im  (n  +  1)- 
dimensionalen  Raum  der  Variabeln  xv  x%,  .  .  ,  xn+±  gegeben 

x}  -  ipfa  ^  .  .  -,  aj,       3  -  1,  2,  .  .  .,  n  +  1  ,  (12) 

welcbe  folgende  Bedingungen  erfiillt: 

A)  Die  Funktionen  <p1?  92?    .  .,  yn+1  smd  als  Funktionen  ibrer 
n  +  1  Argumente  von  der  Klasse  C'  in  emem  Bereieh 

T1<t<T,J        |a^a,°|<rf,        <-l,  2,  ...,  w.     (12  a) 

B)  D^'e  spesielle  Kurve 


a)  Nach  JORDAN,  Gowrs  d*  Analyse,  I,  Nr.  64. 
2)  Vgl   A  I  9. 
s)  Nach  A  VII  i. 
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(wobei  Tt  <  tv  t%  <  T2),  hat  J&ine  mehrfacJien  Purikte,  d.  k  zwei  ver- 
sehiedenen  Werten   Ton  t  im    Intervall    [^4]    entspreehen    stets  zwei 
verschiedene  Puiikte  der  Kurye  ®0. 
C)  Die  Fioiktionaldeterminante 


ist  von  Null  verschieden  entlang  @0?  d.  JL 

^<-.-,O  +  0     m    ftf2].  (13) 

Alsdann  lassen  sich  die  positiven  Grofien  h,  l\,  .  .,  lcn  so  Jdein  wdhlen, 
da/3  die  Gleichungen  (12}  eine  ein-ehuleutiye  Bezieliuny  zwisclien  dem 
Bereich 

61:         ^-h^t^t.+h,     \a%-a*\^J:%>     i  =  1,  2,  .  .  .,  u 
und  dessen  Bild  oT  im  (x)-Hawn  defimeren,  mid  daft  yleiclizeitig 

*(*,  «i,  -  -  ,  O  4=  0  (14) 

?m  gan#en  Bereich  €L. 

Das  Sild  of'  &s  Bereiclies 


.    .,  w, 


6m  Kontinuum,  und  die  dwrcli  Auflbsung  der  Gleictmngen 
erkaltenen  inversen  Funldionen 


(15) 


m  Bereich  of  ^?07^  c?er  Klasse  C'. 
Der  Sate   ist   ein   spezieller  Fall  unseres  erwexterten  laversions- 
satzes.      Der    dort   mit   0  bezeiclmeten   Punktmenge    entspricht  Mer 
die  Menge 

G:    ti^t^tt,         a.-a,0,         i«l,  2,  ..,w, 

welclie  in  der  Tat  beschrankt  und  abgescUossen  ist  und  ganz  im 
Innern  von  (12a)  liegt.  Der  Satz  ergibt  sich  dann  unmittelbar,  wenn 
man  noch  beachtet;  dafi  die  Umgebung  (p)^  hier  nichts  anderes  ist 
als  der  Bereich 


Man  hat  dann  nur  A7  t1;  .  .  .,  7in  <  p  2u  wahlen. 
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Z^lsat8:  In  dem  speziellen  Fall,  wo  die  Koordinaten  der  IZurven- 
punkte  sick  als  eindeutige  Fun~ktionen  einer  dieser  Koordinaten  mis- 
driickett  lassen,  ist  die  Bedwigung  B)  stets  erfullt  und  kann  daher  weg- 
gelassen  werden. 

Denn  lautet  z    B.  die  letzte  der  Grleichungen  (12) 


so  entsprechen    zwei   versehiedenen  Werten   von  t  stets   verscliiedene 
Werte   von  xn+l}   also   sicher  auch  zwei  verschiedene  Kurvenpunkte 
Man  beachte  aoeh;  daB  in  diesem  Fall 


e)  Der  erweiterte  Satz  iiber  implizite  Punktionen; 

Bei     dem    Satz1)    filer     irnplizite    Funktionen     in     seiner     ge- 
wohnlichen  Form  handelt  es  sich  urn  die  Auflosung  ernes  Q-leichungs- 

systems 

fifa>    -  •>  ®*»  Vi>  -     ;  Vn)  —  °;          i=l,  2,  .  .  .,n.         (16) 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  es  sei  eine  spezielle  Losung  von  (16): 


bekannt,  in  deren  Unigebung  die  Funktionen  fl  von  der  Klasse  G' 
sind.  Ferner  wird  angenommen;  da6  an  der  Stelle  (17)  die  Funktional- 
determinante 


-  -,« 

von  -Null  verscmeden  ist. 

Alsdann  lassen  sich  die  Gleichungen  (16)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (17)  eindeutig  naab.  yv  .  .  .;  yn  aufl6sen;  das  heiBt;  Zu  jedem 
hinreicliend  kleinen  positiven  e  gibt  es  eine  zweite  positive  Grofie  S 
derart^  daB  fur  jedes  Wertsystem  ^1?  3?2?  .  .  ,,  xm,  welches  den  Un- 
gleichungen 


gentigt,  die  Grleichungen  (16)  ein  und  nur  ein  Losungssystern  yv  .  .  ., 
besitzen,  welches  den  Ungleichungen 

\yi  —  l>i\<e9       \y*  —  1 

gentigt. 


*)  Vgl.  die  Zitate  auf  p   159,  FuBnote  l) 
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tfber  dies  sind  die  hierdurct  eindeutig  definierten  impliziten 
JFunktionen:  j/t  ==  ^(#i,  *  .  -,  #ffl)  ui  der  Umgebung  der  Stelle 
tfj  =  <%,  .  .,  a?TO  =  a^  von  der  Klasse  Cf. 

Auch  dieser  Satz  lafit  sich  yon  der  Umgebung  einer  einzelnen 
Stelle  auf  die  Umgebung  einer  Punktmenge  ausdehnen.  Dabei  sollen 
folgencle  Voraussetzungen  gemacht  werden: 

A)  Die  Funktionen  ft  sind  von  der  Klasse  (f  in   einem  Bereich 
<9L  des  (x9  ^)-Ranines. 

B)  Die  Grleiclrangen  (16)  werden  befriedigt  durch.  die  Koordinaten 
x,  y  der  Punkte  einer  ~beschrarikten,  abgesctilossenen  Menge  Q?   Tvelehe 
gang  im  Innern  von  €L  liegt. 

C)  Sind  (%',  /)  "and  ($",  y"}  zwei  versehiedene  Punkte  von  Q,,  so 
ist  allemal  aucli  (xr)  =^  (%'}  1). 

D)  Die  Funldionaldeterminanie 


ist  von  Nnll  versehieden  in  S. 

Bezeichnet  alsdann  3J  die  ,;Projektion"  von  ©  in  den  (#)-Raum 
so  lassen  sich  zwei  positive  QrofieiL  Q  uiid  &  angeben,  derart  dafi  es 
jsu  jedem  (x)  in  der  Umgebung  (<y)^  eine  und  nur  eine  Ldsung  (y)  des 
&leichungssystems  (16)  giU,  filr  wdche  (x,  y)  in  der  Umgebung  ($)e 
Megt,  und  daft  die  dureh  Auflbsung  der  Gleichungen  (16}  erJialtenen 
impliziten  Funktionen 

».^*.C^--v»J;  i-1,  2,  .  .,»,  (18) 

im  Bereich  (<?)«&  von  der  Klasse  Cf  sind. 

Dabei  ist  unter  der  Projektion  eines  Punktes  x[,  .  .  .  ,  x^9  y^,*  •  -;  y^ 
in  den  (^)-Raum  der  Punkt:  ^  =-  x[,  .  •,#„*=<  verstanden. 

Zum  Beweis  betraekten  wir  zunachst  die  Anflosung  des  Gleichungs- 
systems 

%  =  ®A  ,  Um+i  —  f^(®n   '  '  V  #m>    ^  "  -  -  > 

(*-l,2,  ...,  w;  i-1,2,  ...,n) 

nach  xv  .  .  .,  a;m;  j/1;  .  .  .,  ^-  r_ 

Auf  dieses  Gleickungssystem  konnen  wir  den  Ziusatz  II  zu  dem 
^rweiterten  Inversionssatz  (§  22,  c))  anwenden,  Man  erhalt  dann 
tinter  Berucksichtigung  der  speziellen  Form  des  Systems  (19)  das 

*)  Wir  konnea  diese  Bedingung  auch  so  auadiiicken:  InnerhaTb  der  Menge 
C  sind  die  Gleiclmngen  (16)  eindeutig  nach  y^  .  .  .,  yn  auflSsbar. 
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Besultat:    Bs   gibt    zwei  positive   GrroBen   $  und  6   derart,    daB   di 
Grleiclituagen    (19)    fur    jedes    (xv  .  .  .,  x^)    in    (tf)gg    und    fur   jede 

um+v  -  -  y  um+n?  ^r  welclies  |wm+1J  <  tf,   ein  und  nur  ein  Losungs 
system 


"besitzen;  ftir  welches  der  Punkt  (x,y)  in  (p)<o  liegt. 

Setzt  man  schlieBlicB  um+t  =  07  so  erhalt  man  den  obigen  Sab 
Wir  werden  den  Inhalt  dieses  Satzes  kurz  danin  zusammenfassen^  da 
unter  den  Voraussetzmngen  A)  bis  D)  die  G-leickungen  (16)  sich  r 
der  Umgebung  der  Punktmenye  Q  eindeutig  nacJi  yl7  .  .,  yn  auflose. 
lassen^). 

23.    Kxistenztlieoreine  fur   Systeme  von  gewohnlicnen.  Differentia 

gleiclmngen.  2) 

Wir  betrachten  in  diesem  Paragraphen  ein  System  von  n  Diffie 
rentialgleicliungen  erster  Ordnung: 

7?  "*  f*V>  X»  ^    *  •'  ^'         *  ""  l>  2^     •   '  ^'  ^20 

unter  folgenden  Voraussetzungen: 

A)  Die   reellen    Funktionen  fj,(t,  xv  x%7  .    .,  x^)    sind    eindeutij 
definiert   und  stetig  in  einem  Bereich  0L  im  Raum  der  reellen  Yari 
abeln  t,  xiy  x%,  .  .  .?  xn. 

B)  Die  partiellen  Ableitimgen  der  /^  nach  xi?  x%}  .  .   ;  #w 


existieren  und  sind  stetig  im  Inner  n  desselben  Bereiches  6C. 


J)  Zugleicli  folgt  noch,  dafi  (c>)^  m  (g)^  enthalten  1st,  und  daraus  folgi 
daJ&  stets  G^Q,  da  esPunkte  des  (a?)  -  Eaumes  gibt,  die  auBerhalb  ^>  Hegen  (vg 
p.  155,  FuBnote  2).  Daraus  ergibt  sich  weiter,  daB  jede  in  (a)0  gelegene  L5sun 
des  Systems  (16)  zugleich  dem  System  (18)  geniigfc  und  umgekehrt. 

2)  VgL  far  das  folgende  das  Eeferat  von  PAINLEVI£,  Encyclogadie,  II  A 
p.  190 — 200,  und  die  zusammenfassende  Darstellung  von  BLISS,  (Annals  o 
Mathematics,  (2)  Bd  VI  (1905),  p  49—68),  dem  ich  mick  in  der  Bezeichmin, 
und  der  Formulierung  der  Satze  angeschlossen  habe. 
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C)  Der  Punkt  A(r,  |1;  £2,  .  .  .,  |J  liegt  im  Innern  des  Be- 
reich.es  fit. 

Den  Bereict  <SL  nennen  wir  den  »Stetigkeitsbereich  des  Systems  (2(f)". 
Bs  soil  eine  Losung  des  Systems  (20)  bestimmt  werden,  welche  den 
Anf  angsb  edin  gtingen 

*i  (*)  =  $*,        *  =  l,2,...,w,  (21) 

gentigt. 

a)  Bestimmnng  eines  Elementes  der  Losung: 

Da  der  Punkt  A  im  Innern  von  fit  liegt  ?  so  laBt  sieh  erne 
positiye  GroBe  Q  so  bestimmen^  daB  auch  die  gescUossene  Umgebung" 
[9]  des  Punktes  J.^  d.  t.  der  durch  die  Ungleicnungen 


definierte    Bereich,     ganz    im    Innern    von    €L   liegt.      In    dem    ab- 

geschlossenen    Bereich    [p]    erreicht    jede    der    stetigen    Funktionen 

/i  (^7  xv  x%'  •  •  -1  xn)    ^i31611  endlicken  Maximalwert*  sei  M  der  groBte 


derselben,   und   sei   I  die   kieinere  der  beiden  GroBen:  p;  ~- 
Alsdann  yibt1}  es  em  Fimldionensystem  (eine  }}Kurve£f) 

xL-xt(f),        *-l,2,...,n,  (22) 

welches  fur   das   Intervall:   \t  —  v   ^l  eindeutig   defmiert  ist  und  in 
demselben  folgende  Eigmschaften  besitet: 

1.  Die  Funktionen  xk(f)  sind  stetig  imd  differ  entiierbar. 

2    Sie  genilgen  deti  Ungleichimgen: 


3.  Sie  genugen  dem  System  von  Differentialgleichungen 

d-$  =  fk(t,X,,x,,...,xJ.  (20) 

4.  Sie  genugen  den  Anfangsbedingungen 


Eine  Folge  dieser  *  Eigenschaften  ist,  daB  auch  die  Ableitungen 
xk'(t)  in  demselben  Intervall  stetig  sind. 

Da  die  gefundene  Losung  vorlaufig  nur  ftir  eine  gewisse  Um- 
gebung von  t  =  t  definiert  ist,  so  nennen  wir  sie  ein  ^Elemenf  der 

a)  Zuerst  von  CAUCHY  "bewiesen,  vgl.  PICARD,  Traite,  Bd.  II  (1905),  p.  322—330, 
34=0—345;  GTOUESAT,  Conrs  d'  Analyse,  Bd  n,  p.  369—371,  376—382. 
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d-urch   die   Differentialgleichungen   (20)   und  die  Anfangsbedingungen 
(21)  definierten  Kurve, 

Zusatz1):  1st  £C0  eine  beschrSnkte,  abgeschlossene  Menge  im 
Innera  von  fit,  so  lafit  sich  eine  positive  GrroBe  Z0  angebea,  so  da8 
die  Losung  durch  irgend  einen  Punkt  (e,  |1?  .  .  .,  |J  von  €L0 
mmdestens  im  Intervall  t—r\^l0  existiert  und  im  Innern  von  0L 
liegt.  Denn  wir  konnen  dann  nacb.  §  21,  a)  eine  gescUossene  Um- 
gebung  [p0]t7  angeben,  welcte  ganz  im  Innern  VOB  <9C  liegt.  1st 
Jf0  der  groBte  der  Masimalwerte  der  Funktionen  !  fk  \  in  \QQ]sto  ,  so  ist 

1Q  die  Meinere  der  beiden  GroBen  QO,  ^  — 

b)  Die  Peano'scle  TJEgleicliung; 

Es  sei  35  ein  Bereich  im  Grebiet  der  Yariabeln  t,  xv  %%,  .  .,  5?n, 
in  welohem  die  Funktionen  fat,  #1?  .  .  .,  a?J  stetig  sind  und  der 
LifScMtffsclien  Bedingung  geniigen;  d.  h.  es  soil  eine  positive  GrroBe 
K  geben,  derart  daB  far  irgend  zwei  Punkte  von  9&  mit  derselben 
^-Koordinate: 

t,  xtf,  .    .,  %nr    und    *,  %if}    .  .,  xn", 

die  Ungleichungen  gelten 


Ferner  seien 


zwei    ftir    dasselbe    Intervall:    ct<^t<^P    definierte    Losungen2)    des 
Systems  (20),  welche  ganss  im  Bereicli  95  liegen, 
Setzt  man*  dann 

%(*)-^(<)—  ^» 
so  ist 


*)  TgL  BLISS,  loc   oii,  p.  53. 

2)  Dies  involviert  die  DiiFerentiierbarkeit  (und  daher  a  fortiori  die  Stetig- 
keit)  von  Xj,(t)  und  x^t)  in  [a(J],  was  in  der  Folge  stets  in  demWort  ,,L6sungu 
inbegriffen  sein  soil. 
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also  wegen  (24) 

\duzi       •z^'SrT1  ,  s^^ 

\~jt\  <K2j !*•••  (2o) 

1  »  - 

Beacktet    man?    da6    fur    die    vordere    Denvierte1)    von  \UK    die    Un- 
gleiclmng  gilt 


duk\  ==  d\ 


so  folgt  kieraus 


dt  i  dt  dt  i 


woraus   man   durch   Integration   zwischen   den    Grenzen  ^0  und  t  die 
folgende  von  PEANO2)  herriilirende  Ungleichung  erhalt: 


fur 


0  irgend  einen  Wert  ron  t  im  Interval!  [c^/5]  bedeutet. 

c)  Einzigkeit  der  Losung: 

Wir  keliren  jetzt  wieder  zu  den  Annahmen  und  Bezeiehnungen 
ron  §  23;  a)  zuriick.     Es  sei 


irgend    eine    fur    ein    gewisses    Interval!   [«/3]    definierte  Losung  des 
Systems  (20),  welche  ganz  im  Tnnern  des  BereicKes  (SC  liegt3). 

Dann  konnen  wir  nach  §  21;  a)    eine  positive  GroBe  tf  so  klein 
,   da8    auch   die   gesclilossene  Nachtarscliaft  [0]    der  Kurve  S^ 
i  h.  der  duret  die  Ungleicliungen 

<*<*<!*,      K-^OOI<tf>      *-i,  2,  ...,  w, 

Jefinierte  Bereich  ganz  ini  Innern  von  (St  liegt. 

a)  Ygl    Buss,  loc.  cit.,  p.  54,  Fufinote;  vgl    auch  A  IV  1. 
*)  Ygl.  Fouvelles  Annales  (3),  Bd.  XI  (1892),  p.  79  und  Atti  di  Torino, 
3d.  XXXin  (1897),  p    9. 

3)  Das    soil    heiBen:     fiir    jedes  t    im    Intervall    \_ufi]    liegt    der    Pnnkt 
),  .  .  .,  xn(t)  im  Innern  von  <SL. 
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Ferner  sei 
(£:  ff*8*  #*(*)>  a^t^fl,          fc—  1,  2,  ..  .,  W, 

eine  zweite  ebenfalls  fur  das  Interval!  [a/3]  defimerte  Losung  von 
(20),  welche  ganz  in  [tf]  liegt  Dann  folgt  aus  der  Stetigkeit  der 
Funktionen  fkl,  daB  im  Bereich  [tf]  die  Lipschitz'sche  Bedingung- 
erfullt  isi1)  Wir  durfen  also  auf  die  beiden  Losungen  E  und  S  die 
Peano'sche  Ungleichung  (26)  anwenden. 

Hieraus  folgt  sofort:  Wenn  die  beiden  Losungen  £  und  @  sich 
m  einein  Punkt  schneiden^  d,  L  wenn  es  einen  dem  Intervall  [ccfij 
angehorigen  Wert  t0  gibt?  fiir  welchen 

^(0=^(0*        i-1,  2,  ...,  n, 
so  1st 

~x(    ^  %(       1]DaL     a:azei1  Intervall     [ajS, 


Wir  konnen  aber  die  Voraussetzungen  dieses  Satzes  noch  ab- 
schwachen:  Wir  wollen  von  der  zweiten  Loeung  ®  mcht  mehr  vor- 
aussetzen,  dafi  sie  in  der  Nachbarschaft  [<?]  liegt,  sondern  nur,  dafi. 
sie  im  Innern  von  €L  li-egt  und  daB  sie  mit  der  ersten  Losung  (£ 
einen  Punkt  f0  gemein  tat.  Daraus  folgt  wegen  der  Stetigkeit  der 
Funktionen  xk(fy  und  %(0,  daB  wir  ein  den  Punkt  f0  entbaltendes 
Teilintervall  \t'  t"~\  von  [ajS]  angeben  konnen;  so  daB 

^  (27) 


fur 

t'^t^  t". 

Sei  a  ^  a  die  untere  Grrenze  ftir  die  Werte  von  £'  und  /3'  ^  /^ 
die  obere  Grrenze  fiir  die  Werte  von  if',  fiir  welche  dies  stattfindet. 
Dann  gilt  (27)  zunachst  fiir 

«'  <  *  <  is; 

und   wegen   der   Stetigkeit  von  xk(f)  nnd  ^(#),  auch  noch  fiir  t  =  & 
und  f  =  /3'. 

Fiir  das  Intervall  [«/j3/]  konnen  wir  also  den  obigen  Satz  an- 
wenden,, und  es  ist  daner 

St(f)  ^xk(f),    in    [«'/3']; 
also  msbesonclere  auch  fur  t  ==  d  und  #  =  J'. 


a)  Vgl.  z  B.  BLISS,  loc.  cit  ,  p  50,  FuBriote  Man  kann  fur  K  jede  Grofie- 
wahlen,  die  groBer  ist  als  der  gr<5fite  der  Maximalwerte  der  Funktionen  \f*\  im 
Bereich  [<;]. 
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Ware  nun  cc^xxj  so  wfirde,  wegen  <%(#')  —  a^(V)  =0,  die  Un- 

gleichung  (27)  auch  nock  in  einem  Interval!  jV-—d,  #']  gelten  und 

&  ware  nicht  die  untere  Grrenze  der  £';  es  mufi  also  cc  =  a  sein?  und 
ebenso  fl'  =  /?.  Wir  haben  also  den  Satz  gewonnen: 

Es  seien: 


&r   dassdbe  Intervall  [a/3]  definierte  Lbsungen  des  Systems  (20\ 
ivelche 

1  ganz  im  Inn&rn  von  QL  liegen 
2.  einen  Puiikt  gemeinsam  Jidben: 

^(*o)  —  «*(*o);        *-  1,2,.  .  ,«, 


alsdann  sind  leide  Losungen  im  ganzen  Intervall  [«/3]  identiscli: 

^(0  =  ^(0,     fc-l,2,...,»,    /Br     tf^/^j8. 

d)  Fortsetznng  des  durch.  den  Pnnkt  A  gehenden  Elemeutes1): 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  der  in  a)  betrachteten;  durch  den 
Punkt  A  (r;  |1?  .  .  .,  |J  gehenden  Losung  (22)  zuruck,  welche  zu- 
nachst  nur  far  das  Intervall:  t  —  t  \  ^  I  definiert  war.  Wir  konnen 
dieselbe  auf  folgende  Weise  fiber  ihren  ursprunglichen  Definitions- 
bereich  hinaus  fortsetzen:  Wir  setzen  r  +  Z  —  /^;  da  der  Punkt 
Qi(Pv  ®i(Pi)  >  •  •  •;  ^nW)  ^eg®n-  der  Ungleichung  (23)  im  Innem  des 
Bereicnes  CSC  Iiegt7  so  konnen  wir  nach  a)  eine  in  einem  gewissen 
Intervall:  \t  —  &  j  <^  \  definierte  Losung  von  (20)  konstruieren,  welcne 
durcn  den  Punkt  Q^  bindurcligeht  und  ganz  im  Innern  des  Bereiches 
€L  liegt.  In  dem  den  beiden  Intervallen:  \t  —  r  \  ^  I  imd  j  t  —  /3t  |  <J  Z± 
gemeinsamen  Bereich  mtissen  dater  nacn  c)  beide  Losungen  identiscn 
sein,  da  sie  beide  durcn  den  Punkt  Q^  gelien.  Der  Definitions- 
bereieh  der  zweiten  Losung  reicnt  aber  um  das  Stuck  [/31?  fa  +  Zt] 
liber  den  der  ersten  hinaus.  Wir  nennen  daher  die  zweite  Losung 
eine  ,,Fortset0ung"  der  ersten,  und  bezeichnen  sie  durch  dieselben 
Buchstaben:  xk  =  xk(f)  Diesen  ProzeB  konnen  wir  nun  beliebig  oft 
wiederholen,  indem  wir  weitere  Elemente  mit  den  Mittelpunkten 


0  VgL  v.  ESCHEEICH,  Wiener  Berichte,  Bd.  CVH,  Abt.  Ea  (1898),  p. 
und  BMSS,  1.  c    p.  52. 
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A  -  A  +  k       A  -  A  -M*>  •  •  • 

hmzufugen.    Andererseits   konnen   WIT  eine  analoge  Reihe  von  Fort- 
setzungen  nach  der  negativen  Seite  tin  "bilden  mit  den  Mittelpunkten 


Da  die  Grofien  /3r  mit  v  wachsen,  so  nahern  sie  sici.  fur  v==oo 
einer  bestimmten  Grenze  /J^,  die  endlich  odor  +  cx>  sein  kann- 
ebenso  nahern  sich  die  ccv  einer  Grrenze  a^,  welche  endlicli  oder  —  <x> 

sein  kann. 

Wir  erhalten    daher    durch   den   angegebenen  Prozefi    eine  durck 
den  Punkt  A  gehende   Losung  ©^   welche   fur   das    offene   Intervall 


definiert  1st,  und  im  Innem  des  Bereictes  €L  liegt. 

Nach  BLISS  gilt  der  Satz: 

Wenn  bei  Annaherung  der  Variabeln  t  an  den  Wert  aA  (resp. 
ft  )  der  entsprechende  Punkt  der  Kurve  S^  sich  einer  bestimmten 
endlichen  Grenzlage  PA  (resp.  QJ  nahert1),  so  niuB  der  Punkt  P 
(resp.  QA)  anf  der  Begrenzung  des  Bereiches  €L  liegen. 

Hierans  folgt:   1st 


A 


irgend  eine  ganz  iin  Innern  von  fit  gelegene  Losung  des  Systems 
(20),  nnd  ist  A(r,  £»  |2,  .  ,  .,  |J  irgend  ein  Punkt  von  S05  so  ist 


und  S0  ist  ein  Stuck  der  Kurve  (£^. 

Hieran  knupfen  wir  noch.  folgende  prinzipiell  wichtige  Be- 
in  erkung: 

Die  bei  dem  PortsetzungsprozeB  gebrauchten  GrroBen  I,  lv  ?2  .  .  . 
sind  innerhalb  gewisser  Grenzen  willktirlich.  Mit  Hilfe  des  eben  an- 
gegebenen Satzes  lafit  sich  jedoch  leicht  zeigen^  dafi  die  Grenzwerte 
a  und  /3,,  sowie  die  Kurve  ©.  von  der  Wahl  dieser  GroBen  un- 

^3.  ^4  •"• 

abhangig   nnd    somit   durch  den   Punkt  A  eindeutig   bestimmt   sind. 


J)  Dies   tritt  nach  BLISS   (loc.  cit.  p    52)  stets  ein,   werm   61  beachrankt 
und  abgeschlossen  ist 
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§  24.     Abhangigkeit  der  Losung  eines  Systems  von  gewolmlichen. 
Diiferentialgleiclrangen    von    den   Anfangswerten    und   verwandte 

Fragen. 

Wir  geben  m  diesem  Paragraphen  zunachst  ein  Referat  iiber  die 
wichtigsten  Satze  iiber  die  Abhangigkeit  der  Losung  eines  Systems 
von  gewohnlielien  Differentialgleiehungen  von  den  Anfangswerten  und 
entwickeln  dann  einige  sich.  daran  anschliefiende  Satze7  die  fur  die 
Variationsreclinimg  von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

a)  AbMngigkeit  der  Losung  von  den  Anfangswerten:1) 

Die  durch.  ein  en  Punkt  A(t,  £1?  |2? .  . .?  |n)  im  Innern  von  6C 
gehende  Losung 


hangt  von  der  Lage  des  Punktes  A  ab?  d  h.  xk(f)  ist  eine  Funktion. 
nicht  nur  von  t,  sondern  auch  von  r,  $ly  |2; . .  >;  |^;  wir  bezeichnen 
dieselbe  mit  %,(<;  r,  £1;  |2; .  .?  gj  und  scfcreiben  unsere  Losung: 

re*     .  _»    /'ji.   -»     fc      t  t  N  ^-/     ^x*"  •/•  ^^  ^J  /'OQ^ 

Vi'  j  •  i6j[.   ===    Cpj.  (vl     v  .    §-*  .   ^9  >***J*"*J?  ^j   "^    ^   "^    Pi  V  ^  ^  7 

Die  Funktionen  <pk  besitzen  die  folgenden  Eigenschaften : 

1.  Die  Funktionen  <pL  sind  eindeutige  und  stetige  Funktionen  ihrer 
n  +  2  Argumente  in  dem  Bereich 

S:          A(t ,  |1? .  . ,,  SJ     im  Innern  von     6L?         a  £  <  #  <  /3^? 

und  der  Punkt:  (#,  <)pir,  . .,  9?w)  liegt  im  Innera  des  Bereiches  £Cr 
wenn  der  Punkt  (£;  t?  |1; . .  ,  |n)  in  £&  liegt. 

2.  Sie  genugen  den  Anfangsbedingungen 


r,  |1?  . .  .,  |n)  =  |t  (29) 

% 

identisch  far  jedes  (ir?  |D  . . .,  |w)  im  Innern  von  00. 


x)  Vgl  NIOOLBTTI,  Acc.  E.  dei  Lincei,  1895,  p.  316;  Pic^oaD,  in  Darboux's 
Theorie  des  surfaces,  Bd.  IV  (1896),  p.  363;  BENDIXSON,  Bull.  Soc  Math, 
de  France;  Bd  XXIY  (1896),  p  220;  PEANO,  Atti  di  Torino,  Bd.  XXXTEI 
(1897),  p.  9;  v.  ESCHERICH,  Wiener  Berichte,  Bd.  CvH,  Abt.  Ha  (1898), 
p.  1198,  und  Bd.  CYHI  (1899),  p.  622;  PAINLEV^,  Bull.  Soc,  Math,  de  France,. 
Bd.  27  (1899),  p.  152;  BLISS,  loc  cit,  p  55. 
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3.  Die  3)cvrt^ellen  Abl&ttungen 


existierm  und  sind  stetig  im  Bereich.  £&. 
4.  Jedes  der  n  +  1  Funktionensysteme 


1st  erne  Losung  des  Systems  linearer  homogener  D  afferent  ialgleichungen: 

^  ^  ^,  •     ,  9>nK,    (A  =  1,  2,  .  .  .,  «)  (30) 

l 

rait  den  Anfangswerten 


,     wenn 
Hi/ i  (<?  t   t         M  f^9\ 

_~j  _  —  /-^T,  5t,  $a?         ->§n/7  VO^J 


woraus  folgt 


5.  Die  FunTtiionaldeterminante 


ist  im  ganzen  Bereiclie  $&  von  Null  verschieden.1} 


x)  Ist  das  System  von  linearen  Differentialgleichungen  gegeben: 


wo    die  gtf  Fnnktionen   von  i  sind,    die   in    einem   Intervall  p0^]   stetig  sindT* 
und  sind- 
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Wir  knfipfen  hieran  noch  die  folgende  Bemerkung:  Die 
G-leichungen  (28  )  stellen,  wenn  man  den  GroBen  (r,  £17  .  .  .,  |J  alle 
mogliehen  Wertsysteme  im  Innern  von  <SC  gibt,  alle  im  Innern  von 
€L  gelegenen  Losungen__  des  Systems  (20)  dar;  aber  jede  Losung  un- 
endlicli  oft  Denn  ist  A  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  (£  so  ist  die 
Kurve  (£-  nach  §  23,  c)  und  d)  mit  (1A  identisck  Urn  alle  ver- 
schiedenen  Losungen  zn  erhalten?  ist  es  daher  nicht  notig,  den  GroBen 
(T,  g±,  .  .  vgj  aUe  angegebenen  Wertsysteme  beizulegen;  es  genugt 
vielmehr,  wenn  man  dem  t  einen  festen  numerisclien  TFer/1)  beilegt, 
und  blo/3  die  Groften  |1;  |??  .  .  .,  ln  variierm  laftt.  Ist  namlich 
JLO(T°,  li0,  .  .  .,  ^°)  ein  Punkt  im  Innern  von  6L  und  A^(t\  I,1,  .  .  v  g/) 
irgend  ein  Punkt  in  hinreichender  Nahe  von  A0,  so  kann  man  stets 
die  GrroBen  £1?  £2;  .  .  .,  |;?  so  bestimmen,  daB  die  Losung 

^  =  %(';  *°,  Si,  -  -  -  JJ  ,  A  -  1,  2,  .  .  .,  n, 

in  welcher  t  den  Wert  T°  tat,  dureh  den  Punkt  At  geht 
Man  hat  dazu  das  System  von  n  Gleictungen 


nach  |1;  .  .  ;  |w  zu  losen.     Das  ist  aber  naeh  dem  Satz  uber  imphzite 
Funktionen  (§  22.  e))  stets  moglien:  derm  fur 

irgend  n  LSsungen,  so  hat  die  Detexminante 

A  =  |asAJ|,  J,*  =  l,  2,  .    .,»r 

nach  JAOOBI  (TTer^e,  Bd  IV,  p.  403)  den  Wert 


A^Ce'0  ,  (34) 

wo  C  eine  Konatante  ist.  Da  die  Funktionen  qk(  stetig  sind  m  \t^t^  so  folgt 
Mei-atis:  Es  ist  entweder  A^O  im  ganzen  Intervall  [^^j,  wenn.  namlich  (7=0, 
oder  aber  A  =4=0  im  ganzen  Intervall  [*0^],  wenn  namlich  0=j=0  Im  ersten 
Fall  sind  die  Losungen  linear  abhangig,  im  zweiten  Fall  unabhangig. 

Wendet  man    diesen    Satz    auf  das    System  (30)    an,    und   beachtefc,  daB 
wegen  (31) 

A(tr;*,  £lt  .    .,Q  =  1 

fur  jedes  (T,  |t,  .  .  ,  1^)  im  Innern  von  <9C,  so  folgt  der  Satz  Nr.  5  unmittelbar. 

x)  Ob  ein  fester  Wert  von  r  genugt,  urn  alle  partikularen  Losungen  zu 

erhalten,  hangt  freilich   von   der  Gestalt   des  Bereiches  <SC  ab.    Im  allgemeinen 

wird    es  notig  sein,    den  Bereicn  <SL  in  verscbiedene  Teilbereiche   zu  zerlegen, 

und  fur  jeden   derselben  dem  t  einen   bestimmten  konstanten  Wert   zu   geben. 

B  o  1  z  a.  ,  Vanationsreclumng.  1  2 


178     "Viertes  Kapitel.     Hilfssatze  ubei  reelle  Funktionen  reeller  Vanabeln. 

rl  sss  rO      £  1  _  £  0     £    1  _„   £  0  t   1  ^    C  0 

1  L  j   tei          »i  ;   §2  &2  ;  •  •  •>  5«  -^ 

werden  die  Grleieliungen  "befriedigt  durch  das  Wertsystem: 


Und  die  Funktionaldeterminante  A(T°;  r°;  g,°;  .  .  .,  £w°)  ist  4=  0. 

In  diesem  Sinn  stellen  die  Grleichungen  (28),  wenn  man  dem  r 
einen  festen  Wert  erteilt  uncl  die  GroBen  |17  |2,  .  .  .,  £n  als  yariable 
Integrationskonstanten  betrachtet;  das  allgemeim  Integral  des  Differential- 
gleichungssystems  (20)  dar. 

Statt  dessen  kann  man  aber  auch  ebensogut  einer  der  GroBen  | 
einen  festen  Wert  erteilen,  z.  B.  |^  =»  1^°  setzen;  und  als  unabhangige 
Parameter  der  allgein  einen  Losung  die  GroBen  T;  |17  ,  ^_1; 
betrachten.7  wenn  nnr  die  Bedingung 


erfuUt  ist 

Denn  mit  Hilfe  der  Gleichung  (33)  kann  man  die  Funktional- 
determinante  A  riacli  elementaren  Determinanfcens'atzen  anf  die  Form 
bringen 

^..  ,y-|iJ       --        -  if.    (35) 

^  •  T  - 


Wenn  daher  die  obige  Ungleiclnwg  erfullt  ist,  so  kann  man  die 
vorige  SchlnBweise  ohne  weiteres  auf  den  Fall  anwenden,  wo  man 
gf  ==  S,0  setzt  und  die  GrroBen  T,  i1?  .  .  .,  ^_1;  |J  +  1,  .  .  v  £n  variiert 

Zusatzl1):  M  aclit  man  die  stark  ere  Voraussetenng,  daB  die  sarnt- 
lichen  partiellen  Ableitnngen  der  Funktionen  fl  bis  zur  ^  —  lteri 
Ordnung  (inkl  )  im  Bereich  6L  existieren  und  stetig  sind,  und  ebenso 
samtliche  partielle  Ableitungen  bis  zur  nim  Ordnung  mit  AusnaLme 
der  nten  Ableitungen  nacli  t  allein;  so  sind  die  Funktionen  ^  von 
der  Klasse  G^  im  Bereicb  S. 

Zusatz  IIs):  Sind  die  Funktionen  f%  analytische  Funktionen  der 
Yariabeln  t,xi9.  .,$„  und  regular  an  der  Stelle  *0;SA  -  ,  i«°7  so 
sind  aucii  die  Funktionen  yk(t*  T,  |1?  .  .,  gj  analytische  Funktionen 
ihrer  n  +  2  Argumente  und  regular  an  der  Stelle 


o 

i   7 


])  Yp:l.  BLISS,  loc    cit.,  p.  67.  *)  Vgi    fincyUopadie,  II  A,  p.  202. 
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b)  Einbettung  einer  partikularen  Losimg  in  eine  ^-facl  TLBL- 
endlicle  Scliar  von  Losnngen: 

Wir  beweisen    jetzt    noch    den    folgenden  fur  unsere  Zwecke  be- 
sonders  wichtigen  Satz:1) 
Es  set 

£0:  **-•**(*)>      ^i<^4,  7,  =1,2,...,» 

eine  Losung  des  Systems  (20J,  welcJie  ganz  ^m  Inner  H  des  Be- 
reiclies  ©L  liegt 

Ferner  sei  r0  ire/end  em  spezieller  Wert  von  t  im  Intervatt  [^  t9] 
mid  es  nercle:  xk(v^)  =  SA°  yesetzt. 

Alsdann  lafit  sick  eine  positive  Grofie  d  ungebm,  der  art  daft  fur 
jedes  den  TJwgleichungen 


genuyende   Wertsystem  r,%19  .    .,%n  die  Losuny 

*k  =  9^  *,  li,  -  -  -,  ij,       A-  -  1,  2,  .  .  .,n    (28) 

cZ^s   Systems    (20)    im    g  an  2  en    Inter  vail    [^  4]    existiert,   von  der 

Klasse  Gf  ist   und  uberdies  gang   im    Innern   des  Sereiches  €L  liegt, 

Fur  %  =  TO?  gj  =  ^^  .  .  .,  1^  =  gn°  /&ZZ<   rfie   Losung   (28}  mit  &0 


Zum  Beweis  wahlen  wir  zun'achst  eine  positive  Grofie  6  so  Idein, 
dafi  die  geschlossene  Nachbarscliaft  [c?]  des  Bogens  S0;  d.  la.  der 
Bereich 


ebenfalls  noch.  ganz  im  Innern  von  (SC  liegt,  was  nach  §  21,  a)  stets 
mSglich  ist.  In  diesem  Bereich  [tf]  sind  die  Funktionen  fk  stetig 
tind  gentigen  der  Lipschitz'sclien  Bedingung  (24)  mifc  einem  ge- 
wisseii  Wert  der  Konstanten  SI]  letzteres  beweist  man  mit  Hilfe  des 
Mittelwertsatzes  angewandt  auf  die  Differenzen 


Einen  analogen  Satz  far  analytische  Bifferentialgleiclmngen  gibt 
i,  §  27.     Fur  niclit-analytisclie   Differential gieichungen  ist  der  Satz  auf 
anderem  Wege   zuerst  bewiesen  worden  von  LUNN,  Dissertation  (Chicago,  1904) 
Fur  den   Her  gegebenen  Beweis  vgl.  BOLZA,  Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd    VII  (1906),  p.  464. 

12* 
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Wir  orchien  nunmekr  jedem  Punkt  t,  xl}  x%,  •-•,£„  des  Bereiches 
*t<*<^*2>     ~-  co  <#A<  +  oo7         fc«l,  2,  ...,  n     (37) 
einen  Punkt  t,  tf1?  £2,  ...,£„  von  [er]  zu  mittels  der  Definition 
,  wenn:     j\(f)  ~  tf  <J  #,  <J  xt(f)  +  6, 

(t)  +  <J,      wenn:     at  >  4(0  +  6, 
(f)  —  <?,      wenn:     xlr  <  ^(^)  —  (3  , 

und  definieren  dami  die  Funktionen  fA(ty  xv    .  .,  xn)   ftir    den  Bereich 
(37)  durcli  die  Gleiehungen1) 


Die  Funktionen  /^  haben  folgende  Eigenschaften: 

A)  Sie  sind  stetig  im  Bereich  (37);  denn  man  findet 


wobei  fur  hinreicliend  fcleine  Werte  von  |  h  j  und  ( 7^  ,  . 


entweder 


Jc.  oder 


*)  Der  Leser  mag  den  Beweis  zunachst  fur  den  Fall  n »  1  durchfuhren, 
•wobei  man  sicli  der  folgenden  geometrischen  Deutung  bedienen  kann :  Sind  t,  & 
rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  £,  #-Ebene  und  y  eine  dritfce  Ordinate  senk- 

recht  ziir  £, o?-Ebene,  so  konnen  wir  die  Flache, 

y  «  fit,  x]  (38) 

folgendermafien  aus  der  Flache 

y  =  f(t,  x)  (39) 

ableiten-  Wir  schneiden  aus  der  Flache  (39) 
dasjenige  Stuck  2  heraus,  deseen  Projektion 
auf  die  £,  ic-Ebene  der  Bereich  [0]  ist.  Yon 
jedem  Punkt  desjenigen  Rancles  von  £,  dessen 
Projektion  die  Kurve 


P, 


Pig.  30. 


ist,  ziehen  wir  eine  Gerade  parallel  zur 
#-Acbse  in  positiver  Richtung  ins  Unendliche, 
Ebenso  ziehen  wir  von  jedem  Punkt  des 

gegemiberliegenden  Bandes  von  2  eine  Grerade  parallel  der  #-Aehse  in  nega- 
tiver  Kichtung  ins  Unendliche.  Die  beiden  so  konstruierten  Zylinderflachen  zu- 
Bammen  mit  dem  Stuck  2  bilden  dann  die  Flache  (38) 
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B)  Sie  geniigen   in   demselben  Bereich  der  Lipschitis'schen  Be- 
dingung;  denn 

f\(t,  x^,  .  .  .,  a,')  -  f\(t,  Xl",  .  .  .,  <')  •  = 


und 


C)  Sie  sind  endlich  im  Bereieh  (37)  •  denn  ist  G  der  groBte  der 
Maximalwerte  der  Funktionen  \fk\  in  [e],  so  ist 

!/A^-  -,O:^ff  (40) 

in  (37).  __     ^ 

Hieraus  folgt  aber:  Ist  ^  ^  tr  ^  fs  und  ist  g1;  .  7  |B  ein  ganz 
beliebiges  Wertsystem;  so  besitzt  das  System  von  Differential- 
gleichnngen 

d  Xi 

If  -/i(*,^.-  •,»»),    ft  -1,2,.    .,»»,    (41) 

eirie  und  nur  erne  Losung 


welclie    durcli   den   Punkt   A(r,  |1?  .  .  .,  iw)   laindurcligelit;    und    diese 
Losung  existiert  im  gan#en  Intervall  [^  #2], 

Denn  ist  &  eine  beliebige  positive  GrroBe?  so  sind  die  Funk- 
tionen  fk  stetig  und  geniigen  der  Lipschitz'scten  Bedingung  m 
dem  Bereich.  __^  _  _ 

t<t<t*>         \  &*  -  i  A  1  <  &  >         ft  -  1  ,  2,  .  .  .  ,  n  . 

Bezeiehnet  daher  Jf  den  grofiten  der  Maximalwerte  der  Funktionen 
|  /*£  in  diesem  Bereich,  und  Z  die  klemere  der  beiden  GroBen  t%  —  T, 
~b/M,  so  existiert  die  durcli  den  Punkt  A  gehende  Losung  (42)  nact 
CAUGHT1)  mindestens  im  Intervall:  T^/^T  +  L  Nun  ist  aber 
M^  G]  walilt  man  daher:  6  >  (#a  —  T)  G;  so  ist  l/M>  t2  —  tr  und 
daher  I  ==  #2  —  T.  Die  Losung  (42)  existiert  also  mindestens  im  Inter- 
vall [T  #2].  Ganz  in  derselben  Weise  zeigt  man;  daB  sie  auch  im 
Intervall  [^  r]  existiert  und  somit  auch  im  ganzen  Intervall  px  £2] 
Ist  ferner  r0;  ^°,  .  .  .,  |n°  irgend  ein  zweiter  Punkt  des  Bereiches 
(37),  so  gilt  nach  §  237  b)  die  Peano'sche  Ungleichung  (26)  und 

A)  Vgl.  z.  B.  GOURSAT,  Cours  d'  Analyse,  Bd.  II,  pp.  S69,  377 
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daher  ist  a  fortiori  fur  jedes  t  m  [^  j?2]; 


1)  ist  aber  einerseits  nach  (29) 
rrjfrir£          *    ?  ^  —  m  (r  *  r     ^ 

^tl7)  T>  bl?  •        ?  5»/  <PaV^O?  T0?  bl 

und  andererseits 


tf 

J  m  *•&  T>  ^'  •  •  •>  ^  di 


also  nacli  (40) 

)^,fr;  r,|1?    .   Jj  —  ^(r0;  r?  ^,  .    .;  |J  |  ^  fr  |r  —  TO  |. 

Da  uberdies:  f#  —  TO   ^t2—tly  so  ertalt  man  scHieBlich.  die  TJn- 
gleiclnuig 


i-g8"i    .  (43) 

Hierans  folgt:    Wenn  d  die  kleinere  der  beiden.  GroBen 


__      ^  _. 

bedeutet?  und  wir  wahlen 

|r-*0,^rf,     |gt-54°|^rf,         I  =  1,2,    ..,«,    (44) 
so  ist 

iw 

fur  jedes  t  in 

Nun  folgfc  abei*  weiter  aus  der  Definition  der  Funkfciouen  fk,  daB 
jede  Losung  des  Systems  (41),  welcbe  ganz  in  [or]  liegt,  zugleich  dem 
System  (20)  geniigt  und  umgeketrt*  Hieraus  ergibt  sich.  zunaob.st? 
da6  die  Losuxig 

e0:          ^-4(0.       ^^^4 

f20)  zugleicli  dem  Syistem  (41)  gentigt. 


Fftar  die  folgende  TJmformTing  vgl   SLISS,  loc,  oit.  p 
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Wahlen  wir   daher  den  Punkt  (r0?  ^     .  .?  |n°)  msbesondere  auf 
der  Kurve  S0;  so  daB  also 

li°  -  40o),  (46) 

so  gilt  nach  §  23,  o  und  d)  die  Doppelidentitat 


Zugleich  sagt  alsdann  die  Dngleiehung  (45)  aus,  dafi  unter  der  Voraus- 
setzung  (44)  die  Losung  (42)  von  (41)  ganz  in  [or]  liegt.  Daher  muB 
dieselbe  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  anch  clem  System  (20) 
genugen,  und  da  sie  dureh  den  Pun&t  (tr,  |1}  .  .  .,  |J  geht;  so  ist  sie 
mit  der  durch  das  Smbol 


:,^,...,^  (28) 

definierten  Losung*  yon  (20j  identisch.  Somit  existiert  auch  die 
letztere  inindestens  im  ganzen  Intervall  [^tfj,  vorausgesetzt  daB  die 
TJngleichungen  ('44)  erfullt  sind  Damit  ist  aber  unser  Satz  bewiesen 

Zusatz:  Die  Losung  (28)  existiert  sogar  sicher  noch  m  einem 
etwas*weiteren  Intervall.  Denn  da  die  Losung  60  ganz  im  Innem 
des  Bereiches  €L  liegen  sollte,  so  laBt  sie  sich  nach  §  23;  d)  auf 
ein.  etwas  weiteres  Intervall 


fortsetzen,  wo  ely  e%  zwei  hinreichend  kleme  positive  Grrofien  sind. 
Und  nun  kann  man  in  dem  vorangegangenen  Beweis  das  Intervall 
[ti~~ei?  4  +  ^al  ^-r  das  Intervall  [^4]  substituiereu  und  erhalt  das 
Resultat,  da8  die  Losung  (28)  fur  jedes  den  Bedingungen  (44)  ge- 
nugende  Wertsystem  r,  |1?  £2?  .  .  ?  £tt  auch  noch  in  dem  weiteren 
Intervall  [tl  —  e1)  ^  +  ^]  existiert  ?  wobei  wir  noch  besonders  hervor- 
heben,  daB  ely  e%  von  r;  |1;  .  .  .;  |w  unabh'angig  sind. 
Wahlt  man  insbesondere  t  =  T  und  setzt 


0,  gu  .  .  .,  ij  =  ^(*;  |1;  .  .  ,  |J  (47; 

so  stellen  die  Grleichungeii  f 


eine  ^-fach  unendliche  Schar  von  Losungen  (das  sogenannte  ?,allge- 
meme  Integral")  des  Systems  (20)  dar,  welche  die  gegebene  Losung 
®0  enthalt,  namlich  fur  |x  «-  1^,  .  .,  Sw  =»  Sn°.  Die  Funktionen 
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existieren  und  sind  stefag  im  Bereich 

*I-*L^<^  +  %,    'li-lx0  ^rf,    *-  1,2,.  ..,*, 
und  die  Funktionaldeterminante 

^(ffi,^  .  ^) 

»(&,&,  ;.,i;j 

1st  im  Bereich  (48  j  von  Null  verschieden, 

c)  Anwendung  der  allgemeinen  Existenztleoreme  auf  die  Tleorie 
der  Extremalen: 

Wir  ftihren  zunachst  die  Euler'sche  Differentialglei  chung 


auf  ein  System  von  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu- 
rtick^  iadem  wir  sie  in  der  Form  sckreiben: 


dx 


(50) 


Nach  unseren  Voraussetzungen  fiber  die  Funktion  f(x,  y,  y'}  (Vgl. 
§  3,  a))  sind  die  rechten  Seiten  dieser  beiden  G-leichungen  von  der 
Klasse  0"  in  dem  durch  die  Bedingungen 

(x,  y)  in  51;    —  oo  <  yf  <  +  005    fy,y,(x,  y,  y'}  4=  0 

charakterisierten  Bereich  6C  im  Grebiet  der  Variabeln  x,  y,  y. 

Aus  §  23;  a)  und  c)  folgt  daher: 

1st  PQ(XQ}  y0)  irgend  &in  PunM  im  Inner n  von  9\  und  yQ' '  =  tg  90 
das  Gefdlle  irgend  einer  dwrcli  den  furild  P0  gekend&n,  ni<M  mit  de,r 
y-AcJise  parallel  Richtung,  fur  trdclie  die  Ungleichung 


o  (si) 

erfuttt  1st,  so  lafit  sich  durch  den  PunU  P0  in  der  Eiclrtung  0Q  eine 
und  nur  eine  Extremale  von  der  Klasse  C'  ziehen. 

Wir  haben  schon  friiher  (§  19;  b))  em  Problem  der  Variations- 
rechnung  von  dem  in  den  drei  ersten  Kapiteln  betrachteten  Typtis 
regular  genannt,  falls  die  Ungleichung 

M*,y,p)  +  o  (52) 

fiir  jeden  Punkt  des  Bereich.es  S\  und  ftir  jeden  endlichen  Werfc  von  p 
erflillt  ist.    Bei  einem  regularen  Problem  kann  man  also  von  jedem 


§  24.     Abhkiigigkeit  der  Ldsung  von  den  Anfangsweiten.  J85 

Punkt  im  Innern  des  Bereiches  31  nacli  jeder  Richtung,  die  nieht 
init  der  ^-Ackse  parallel  1st,  eine  und  nur  erne  Extremale  ziehen. 

Aus  dem  Satz  von  §  24;  b)  Ende  folgt  ferner: 

1st 


irgencl   em  ganz  im   Innern  yon  91   gelegener  Extremalenbogen   der 
Klasse  C'9  fur  welchen  die  Bedingung 

fyj'fa  it®*'  y'W)  4=  0  in  [tfi^fi] 


erfullt  ist,  so  Ia8t  sicli  derselbe  in  eine  doppelt  unendliche  Scliar  von 
Extremalen 


,,einbetten%  welche  den  gegebenen  Bogen  ©0  enthSlt,  und  welche  die 
in  §  12,  b)  aufgezahlten  Eigenschaften  besitzt;  wobei  noch.  zn  benaerken 
1st,  dafi  die  dort  behauptete  Existenz  nnd  Sfcetigkeit  von  g"'  daraus 
folgt;  da6  mcht  nur  die  partiellen  Ableitungen  H(J  und  H^,  sondern 
auch;  —  und  dies  geht  fiber  die  Voraussetzungen  der  allgemeinen 
Theorie  hinaus  —  ;  Hx  existiert  und  stetig  ist  in  (St. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  (30)  reduzieren  sick  auf  die 
Jacob  i'sche  Differentialgleiehung. 

d)  AusdelmiLng  des  Einbettmigssatzes  auf  ein  System  von  Dif- 
ferentialgleielmngen,  das  niclit  in  der  Normalform  gegeben  ist: 

Es  sei  das  System  von  n  Differentialgleicbungen  gegeben 


(fc-1,2,...,*), 

wobei  die  Funktionen  F^  in  einem  Bereiche  £B  des  t,  xly  .  .  .,  <rn7  x^  .  .  .,  x^- 
-Raumes  von  der  Klasse  C'  sind.     Pemer  sei 

So:  ^  =  ^(0;  t«-  1,2,  ...,«, 

eine  Losung  des  Systems  (54)  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Die  Punktionen  Sr^f)  sind  von  der  Klasse  G'  in  einem  Inter- 

Tall  fcfj. 

^.   Ptir  jedes  t  im  Intervall  [^4]  liegt  das  Wertsystem 

*;  ^\  00,...  ,4%  ^(0>--  >4'(0 

im  Innern  des  Bereiches  £6. 
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3.  Setzt  man  m  der  Funktionaldeterminante 


so    ist    die    so    entstekende   Funktion   von    t   Ton   Null    versckieden 


n 


Alsdann   gelten   fur  die  durck  den  Punkt  (t,  £1?  .      ;  |J  gekende 
Losung 


des    Systems    (54)    dieselben    Folgerungen,    wie   in    §  24;  b)    fur    die 
gleickbezeichnete  Losung  TOD  (20) 

Zum  Beweis  wenden  wir  auf  das  Gleickungssystein  (54)  den 
erweiterten  Satz  uber  implizite  Funktionen  von  §  223  e)  an.  Der  dort 
rnit  &  bezeichneten  Punktinenge  entspricht  Mer  die  Menge: 


weiclie  in  dei  Tat  nach  A  VII  1    beschrankt  und  abgeschlossen  ist 
tind  ganz  im  Innern  des  Bereiches  £6  liegt      Sind  ferner 

(t,  x^  .  .  .;  ocn,  XL',  .  .  ,  O     nnd     (?,  x»    .  .,  xn,  35^   .  ,  x^ 
zwei  versckiedene  Punkte  von  (£0',  so  mu6  notwendig  t  =H  ^  sein?   es 
ist  also  dann  auck  allemal 

(^;%;-        ^J  +  (f,   ^i,      --;^»)5 

flomit  ist  auch  Bedingung  Cj  des  Satzes  erfiillt;  und  ebenso  D)  wegen 
nnserer  dritten  Voraussetzung. 

Daker  lassen  sick  die  Gleickungen  (54)  im  Sinne  von  §  22,  e) 
in  der  Unigebung  der  Punktmenge  ffi0'  emdeutig  nack  #/,  .  .,  xn' 
auflosen: 

V  =  Aft  *i,  •  •  .  ^)'     *  «  !;  2^  •  •  •>  w^     (55) 

und  die  Funktionen  fk  sind  in  einer  gewissen  Uingebung  6C  von  60 
emdeutig  definiert  und  voa  der  Klasse  C". 

Nunmekr  ergibt  sick  der  Beweis  unserer  Bekauptung^  indem  man 
den  unter  b)  bewiesetien  Satz  auf  das  Normalsystem  (55)  anwendet 

e)  Anwendung  auf  Systeme  von  Differ  entialgleichungen,  welclie 
konstaiite  Parameter  eatkalten: 

Es  sei  ein  System  von  n  Differentialgleickungeu.  gegeben?  welcke 
r  Parameter  /11;  .  .  .,  lr  entkalten: 
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Fk(t;  X^  .  .  .,  xn,  <?  .  .  .,  an';  ^,  .  ,  .,  Ar)  =  0  (56) 

(t-1,2,.    .,»), 

wobei   die  Funktionen  Fk  uach  samtlichen  Argumenten  in  einem  Be- 
reich  £B  von  der  Klasse  Cf  sind. 

Pur  ein   spezieUes  Wertsystem   der  A,  ^==  V?  sei  eine  Losung 
von  (56)  bekannt: 

^==^00>  *  -1,2,    ..,», 

von  folgenden  Bigenschaften: 

1.  die  Funktionen  x\(t)  sind  von  der  Klasse  C'  in  [t^]. 

2.  Fur  jedes  t  in  [^fj  liegfc  das  Wertsystem 

';  a?i-^)5  ^'=A'0;  ^=V 

(7<  =  l,2;...,r;  A  «  1;  2,      .,  w) 

im  Innern  von  ^& 

3    Setzt  man  in  der  Funktionaldeterminante 


so    ist    die    so    entstehende   Funktion    von   t  von  Null   verschieden 
in  [f,y 

Endlich    sei   TTO   irgend    ein  Wert  von  t  im  Intervall   [^f2J   und 

*M  -  y- 

Alsdann  gibt  es  erne  Losung  von  (56): 

a*-  <?*(*;  ii,...,Sw;  ^,...,Ar),     S-l,2,..,«     (57) 

von  folgender  Beschaflfenheit: 

1.  Die  Funktionen  (?Af^;  i13  .  -  .,  Sn;  A13  .  .  .,  Ar)  sind  samt  den  Ab- 

dGi      da.      dG,      d*G.       c*&, 
leitungen  -^  9  -^  ,  -^,  g^j-,  a^*    stetig  in  einem  Bereich 

i  h  i  h 


2.  Es  ist 

3.  Fur  t  =  TO  ist 
fur  alle: 
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Zum  Beweis  ist  es  nur  notig  zu  bemerken,  daB  das  System  (56) 
wegen  der  Konstanz  der  GroBen  A,  mit  dem  folgenden  emeiterten 
bystem 


, 


dt~ 
mit  den  Anfangsbedingungen 

aquivalent  ist 

Wendet  man  auf  dies  erweiterte  System  den  unter  d)  gegebenen 
Satz  an  und  setzt 


die  Funktionen  &k  die  oben  ausgesprochenen  Eigenschaften 
Emeu  fur  Anwendungen  wichtigen  Zusatz  erhalt  man,  wenn  man 
spezieU  |t  =  ^  setzt. 


Fttnftes  KapiteL 

Die  Weierstrafi'sehe  Theorie   der  einfachsten  Klasse  YOU 
Problemen  in  Paraineterdarstellung. 

§  25.     Formulierung  der  Aufgabe. 

In  den  vorangegangenen  Kapiteln  haben  wir  uns  durehweg  auf 
Kurven  bescnrankt,  bei  welchen  sich  y  als  eindeutige  Funktion  YOU 
^  darstellen  lafit,  bei  welchen  also  jede  zur  «/-Achse  parallele  Gerade 
die  Kurve  hocnstens  in  einem  Punkt  schneidet;  uberdies  haben  wir 
vorausgesetzt;  dafi  die  Kurve  keine  zur  y-Achse  parallele  Tangente 
besitzl  Wir  werden  uns  jetzt  von  dieser  Besclir'ajikung  befreien^  in- 
dem  wir  in  Zukunft  samtliche  zu  betracbtende  Kurven  In  Parameter- 
darstellung1)  annekmen. 

a)  Allgemeine  Bemerkungen  fiber  Knrven  in  Parameterdarstellnng : 2) 

-     Eine   stetige  Kurve  ®  wird  defimert  durck  ein  System  von    zwei 
Oleichungen 

<E:  x  =  x(f),    y  =  y(t),  t^t^,        (1) 

wobei  x(t)  und  y(f)  Funktionen  der  unabhangigen  Variable  t  (des 
sogenannten  ^Parameter s")  sind,  welcne  im  Intervall  [^  f2]  eindeutig 
und  stetig  sind.  Jedem  Wert  von  t  im  Intervall  [^  t^\  wird  durck 
die  Gleiclmngen  (1)  ein  Punkt  P  der  Kurve  zugeordnet,  den  wir 

x)  Die  Belxandlting  der  Probleme  der  Yariationsrecliming  in  Parameter- 
darstellnng ruhrt  von  WEIERSTRA.SS  ner  (Vorlesungen ,  schon  1866);  sie  bedeutet, 
besonders  far  geometrische  Anfgaben,  einen  -wichtigen  Fortscnrittx.  da  die  Be- 
schranknng  anf  Kurven,  die  in  der  Form:  y  =  y(%)  darstellbar  sind,  eine  er- 
schopfende  Behandlnng  geometrischer  Aufgaben  im  allgemeinen  unmoglich 
macht. 

2)  VgL  Herau  JOBBAJST,  Cowrs  d' Analyse,  I,  Nr  96 — 113,  und  OsaooD,  Lehr- 
~buch  der  Furiktionentheorie,  Bd.  I,  p  122. 
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einfach  den  Punkt  t  nennen.  Durch  die  Gleichungen  (1)  wird  daher 
nicht  nur  eine  gewisse  Punktmenge  in  der  x,  y-Ebene  definiert,  sondern 
zugleich  eine  bestimmte  Ordnung  dieser  Punkte  festgelegt:  ist  #'<£", 
so  geht  der  Punkt  F(f)  deni  Punkt  P"(<T)  voran,  in  Zeiclien  P'-<  P". 
Wahrend  t  von  #x  bis  4  wachst,  beschreibt1)  der  Punkt  (x,y)  die 
Kurve  in  einem  bestimmten  Sinn,  von  ihreni  Anfangspunkt  zu  ihreni 
Endpunkt;  ersteren  bezeichnen  wir  mit  P1;  letzteren  mit  P2}  wofiir 
wir  baufig  auch  blofi  1  und  2  schreiben  werden  Wenn  wir  von 
einer  zwei  Punkte  A  und  S  verbindenden  Kurve  reden;  so  soil 
damit  stets  eine  von  dem  zuerst  genannten  Punkt  (A)  nach.  dem  zu- 
letzt  genannten  Punkt  (B)  gezogene  Kurve  gemeint  sein 
Machen  wir  die  ,?Parametertransformation" 

<-«(T)  (2) 

wo  %(r)  eine  stetige  Funktion  von  t  ist;  welche  bestandig  wacnst 
von  t±  bis  #2?  wahrend  r  von  tl  bis  T3  zunimmt^  so  verwandeln  sicli 
die  Grleicliungen  (1)  in 

«  -  x(x  w)  -  ^00  ,   y  -  i/(z  w)  -  r(r)  ,   r,  ^  %  ^  ^2  .     a  a) 

Umgekehrfc  gehen  die  Gleicliungen  (la)  wieder  in  die  Gleicliungen  (1) 
uber  durch  die  zu  (2)  inverse2)  Transformation 

v^6(i)  (2  a) 

Die  GHeichungen  (la)  stellen  wieder  eine  Kurve,  &,  dar.  Die  beiden 
Kurven  S  und  ®'  besteken  mcht  nur  aus  denselben  Punkten,  sondern^ 
diese  Punkte  sind  auch  in  beiden  in  derselben  Weise  geordnet.  Aus 
diesem  Grunde  konimen  wir  uberein,  die  beiden  durch  (1)  und  (la) 
definierten  Kurven  als  identisch  zu  betracliten;  und  umgekehrt  sollen 
zwei  stetige  Kurven  auch  nur  dann  als  identisch  betrachtet  werden, 
wenn  sie  durch  eine  Parametertransformation  von  der  angegebenen. 
Eigenschaffc  in  einander  transformiert  werden  konnen 

In  dem  speziellen  Fall,  wenn  die  Funktion  x(f)  bestandig  wachst, 
wahrend  t  von  ^  bis  ts  zunimmt;  Ia6t  sich  die  Gleichung  &***&($) 
eindeutig  nach  t  auflosen2)  und  die  inverse  Funktion 


0  Wesentlich  yerschieden  von  dieser  Anffassung  der  Kurve  als  Balm  eines 
sich  bewegenden  Punktes  (,,&afwkwrve,  path-curve"  E  H.  MOORE)  ist  die  Auf- 
fassung  der  JKurve  als  eines  geometrischen  Ortes  (^Oitskurve,  locus-curve"),  bei 
welcher  die  Kurve  durcH  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordmaten  #,  y  definiert 
wird,  und  wobei  von  der  Ordnung  der  Punkte  abgesehen  wird 

2)  Vgl    A  III  5. 
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liefert  erne  zulassige  Parameteiiransformation;  wir  erlialten  daher  die 
Kurve  (1)  dargestellt  m  der  Form 

g-ff(x). 

Ebenso  ist  —  x  em  zulassiger  Parameter  ,  wenn  die  Funktion 
x(i)  bestandig  abnimint. 

Se^  spiel:  Der  im  ersten  Quadranten  gelegene  Bogea  des  Kreises  urn  den 
Xullpunkt  mit  dem  Radius  a  wird  ale  Ortskurve  defimert  durch  die  Be- 
dingungen 


dagegen  als  Bahnkurve,    wenn   er  im  eutgegengesetzten  Sinn  des  Ukrzeigers 
durchlanfen  wird,  z    B.  durch 

x  =  a  cos  t  ,         y  =  a  sin  t  ,         0  <  i  ^  ~  , 

& 

oder  auch  durch  die  Gleichungen 


die  aus  der  ersten  Darstellung  durch  die  Parametertransformation 

t  =  2  Arctg  -r 

hervorgehen,   wo  Arctg,  wie  stets  m  der  Folge,   den  zwischen  —  —  und  -f-  ~ 

22 
gelegenen  Hauptzweig  der  Funktion  arcus  tangens  bezeichnet. 

Ist  erne  stetige  Kurve  S  in  einer  anderen^  $t?  als  Bestandteil 
enthalten^  so  heiBt  ©  ein  Sogen  der  Kurve  $L 

Die  Kurye  ©  soil  von  der  Klasse  G^  keiBen,,  wenn  sich  der 
Parameter  t  so  walilen1)  laBt,  dafi  die  Funktionen  x(t)  und  y(f)  im 
Interval!  [^  ^2]  von  der  Klasse  CW  sind^  und  daB  iiberdies  die  Ab- 
leitungen  x'(f)  und  y'(f)  nicht  beide  in  demselben  Punkt  des  Inter- 
vails  [£j  f2]  verschwinden^  so  daB  also 

^  +  S^  +  0     in     [*,«,].  (3) 

Eine  Kurve  der  Klasse2)  (7^(^J>1)  besitzt  in  jedem  Punkt  eine 
Tangente;  die  3?Aniplitude^  ^  der  positiven  Richtung  derselben,  d.  n. 
der  Winkel  dieser  Richtung  mit  der  positiven  ^-Aclise?  den  wir  kurz 

J)  Zur  Darstellung  einer  Kurve  der  Klasse  C(H)  sollen  nur  solche  Parameter 
zugelassen  werden,  welche  diese  beiden  Eigenschaften  besitzen,  d.  h.  also  nur 
solche  Parametertransformationen  (2),  bei  welchen  %(v)  ebenfalls  yon  der  Klasse 

6Y(W'  ist  und  uberdies 


2)  Man  beachte,  daB  die  Klasse  <7{w  +  1)  in  der  Klasse  $*)  enthalten  ist 
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,,7den  Tangentenwinkel   der  Kurve  &  im  Punkt  tu  nennen  werden, 
wird  durch  die  "beiden  Grleiehungen  gegeben 

COS0--—  £^,-;        sm««    rJ=^  (4) 

'*        '*''  *        '*\ 


Bine  Kurve  der  Klasse  (7  ist  stets  re1cfofi0ierbarv),  und  die  Lange 
des  Bogens  [^  tf]  ist  ausdruckbar  durch  das  bestimmte  Integral: 


4-  Y2  *dt.  (5) 

Da  dasselbe  mit  f  bestandig  wachst,  so  kann  man  fur  eine  Kurve  der 
Klasse  C'  stets  $  als  Parameter  wahlen. 

Eine  Kurve   der   Klasse   G"  hat   in  jedem  Punkt   eine   endliche 
Krummitng,  welche  durch  die  Formel2)  gegeben  wird: 

x'y"  ~~~  x"y' 


Ist  dieselbe  positiv  (negativ),  so  liegt  der  Vektor  von  dem  be- 
trachteten  Kurvenpunkt  nach  dem  Krunamungsmittelpunkt  zur  linken 
(rechten)  der  positiven  Tangente  der  Kurve  >  wenn,  wie  wir  stets 
voraussetzen;  die  positive  j/-Achse  zur  linken  der  positiven  ^-Achse 
liegt.  Die  GroBen  6,  s,  r  bleiben  invariant  gegeniiber  alien  Parameter- 
transformationen 

Wir  werden  es  m  der  Folge  fast  ausschlieBlich  mit  stetigen 
Kurven  zu  tun  haben;  welche  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
von  der  Klasse  C'  sind;  oder  aber  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Bogen  von  der  Klasse  C'  bestehen.  Eine  solche  Kurve  wollen  wir 
der  Kurze  halber  eine  gewohnliche  Kiirve  nennen. 

Ein  Punkt,  m  dem  zwei  dieser  Bogen  zusammenstoBen,  soil  eine 
^Eckefcs)  heifien?  wenn  dort  die  fiichtung  der  positiven  Tangente  tat- 
sachlich  eine  Unstetigfceit  erleidet  Auch  in  einena  solchen  Punkt 
existiert  die  vordere  und  die  hintere  Derivierte  von  x(f)  und  y(t\ 
uncl  dementsprechend  erne  vordere  und  hintere  Tangente. 

Wir  sagen  eine  Kurve  sei  regular  in  einem  Punkt  t  =  t'3  wenn 
sich  %(t]  und  y(f)  ftir  hinreichend  kleine  Werte  von  t^  —  t'\  in  kon- 
vergente  nach  ganzen  Potenzen  von  (t  —  f  )  fortschreiteade  Reihen 
entwickeln  lassen: 


J)  Vgl  JOKDAN,  Cours  ff  Analyse,  I,  Nr.  105 — 111. 

2)  YgL  z.  B.  JORDAN,   loc.  ctt ,  I,  Nr.  448,  450,  und  SCHEPFEBS,    Mnffdwung 
in  che  Theorie  der  Kurven,  I,  p.  35. 

8)  Auch  yjKmckpwnkV1  nach  OAKATHEOSORY,  vgl.  §  48, 
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in  welchen  at  und  lj±  nicht  beide  null  sind. 

V)  Bedingung  fiir  die  Invarianz  eines  Kurvenintegrals  unter 
einer  Parametertransformation: 

Es  sei  F(x7  y,  x'7  z/)  einc  Funktion  von  vier  unabbangigen  Vari- 
abeln,  welche  von  der  Klasse  C"  ist  in  einem  Bereich  *§,  welcher  aus 
alien  Punkten  (x,  y,  x',  /)  besteht,  fur  welche  ($9  y)  in  einem  ge- 
wissen  Bereich  91  der  x7  ^-Ebene  liegt?  wanrend  (x'9  y}  irgend  ein 
endliches  Wertsystem  mit  Ausnahnae  des  Wertsystems  (0,0)  sein  darf. 

Wir  setzen  yoraus,  daB  die  dnreh  die  Gleichungen  (1)  definierte 
Kurve  S  in  dem  Bereich  fl-l  liegt  nnd  yon  der  Klasse  (7  ist,  und 
wahlen  x)  zwei  beliebige  Punkte  P3  und  P4  (tB  <  t±)  auf  S.  Dann 
verstehen  wir  unter  dem  Integral  der  FunTction  F  genommen  entlang 
dem  Bogen  PSP4  der  Knrve  S  das  Integral 

--* 
J'F(x(t),  y(e,  a;',©,  y'(t))dt.  (7) 


Hier  tritt  uns  nun  aber  eine  eigentiiraliehe  Schwierigkeit  ent- 
gegen:  Gfehen  wir  namlich  durch  die  Parametertransformation  (2)  zu 
einer  anderen  Darstellungsform  (la)  derselben  Kurve  (£  tiber  so  er- 
gibt  sich  nach  der  eben  gegebenen  Definition  fiir  das  Integral  der 
Funktion-Fentlang  demselben  Bogen,  derDarstellung(la)  entsprechend, 

T4 

fF(X(t},   Y(T),  X'<?\   Y'^dr,  (1  a) 

** 

wo: 

*3  =*%(**)>  tt'-Zfa)- 

Der  Begriff  des  Integrals  der  Funktion  F  entlang  einer  gegebenen 
Kurve  hat  also  nur  dann  einen  bestimmten,  von  der  Wahl  des  Para- 
meters unabhangigen  Sinn,  wenn  die  beiden  Integrale  (7)  uud  (7  a) 
einander  gleich  sind;  und  zwar  verlangen  wir;  daB  diese  Grleichung 
gelten  soil 

a)  fiir  jede  Parametertransformation  t  =  %(r)  von  den  oben  an- 
gegebenen  Eigenschaften,  bei  welcher  uberdies  %(T)  in  [rstrj  von  der 
Klasse  (7  ist; 

x)  Weiin  wir  sagen,  wir  -wahlen  einen  Punkt  aul  der  Kurve  (£,  so  soil  dies 
stets  keifien:  wir  wahlen  einen  Wert  von  t  nnd  bestimmen  dann  den  zugehorigen 
Pujikt  der  Kurve  Diese  Verabredung  ist  notig,  well  dasselbe  Wertsystem  (a?,  y] 
verschiedenen  Parameterwerten  entspreciien  kann  (mehrfache  Punkte). 

Bolza,  Varifttionsreolmung  13 
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/S)  fur  jecle  Lage  der  beiden  Punkte  PB  und  P4  auf  der  Kurve  ®j 
y)  fur  jede  iin  Bereich  SI  gelegene  Kurve  &  von  der  Klasse  Cr. 
Fiihren  wir  in  dem  Integral  (7)  statt  der  Vanabeln  t  die  Variable 
i  em,  mittels  der  Substitution:  t  =  #(V),  und  beachten,  dafi 


so  geht  (7)  tiber  in 

'(«)rf*  (7b) 


Wegen  /8)  durfen  wir  die  Gleiclmng:  (7b)  =  (7  a)  nach  r±  differentiieren 
und  erlialten,  wenn  wir  der  Jliirze  halber  V  statt  T4  sehreiben: 

,   F(r),  r(*),  F'(T)J.      (8) 


Wegen  a)  mufi  dies  auch.  f&r  die  spezielle  Transformation 


gelten,  wenn  ft  irgend  eine  positive  Konstante  ist;  also  folgt 

F(X&,  Y(rh  l<X'(x),  kYti)~-kF(XW,  7&,  Z'(r),   T  (T))  . 

Aber  indem  wir,  der  Forderung  y)  entsprechend^  die  Kurve  £ 
und  den  Parameter  %  passend  wahlen,  konnen  wir  die  vier  GrroBen: 
X(T);  Y(ji)j  Xr(r);  Fr(r)  jedes  vorgeschriebene  dem  Bereich.  ^  an- 
gehorige  Wertsystem  annehmen  lassen;  und  daher  muB  die  Relation 

F(x,  y,  M,  'ky}  =  kF(x,  y,  of,  yr]  (9) 

identisch  erfullt  sein,  ftir  jedes  Wertsystem  x,y,xf,  y',  im  Bereich  *S 
und  fiir  jedes  positive  Jc,  oder  wie  wir  sagen  wollen:  Die  Funl^on 
F(x,  y,  oc'7  y]  mufi  m  x',  y  positiv-hoinogen1')  und  von  der  Dimen- 
sion 1  $&in. 

Umgekehrt,  wenn  diese  Bedingung  erfullt  ist,  so  gilt  (8),  da  wir 
#'00  >  0  voraussetzen  und  daraus  folgt  rtickwarts  die  Gleichung: 

lv)  Man  mufi  sich  htiten,  diese  beschrEnkte  Homogeneit&t  mit  der  ge- 
•wdhnlichen  Homogeneitat  rationaler  Ftmktionen  zu  verwechseln,  bei  welcher  die 
Homogeneitatsrelation  far  positive  und  negative  Werte  von  Tc  gilt.  So  sind 
z  B  die  Funktionen 


positiv-homog-en,  aber  nicht  homo  gen  im  gewo'hnlichen  Sinn. 
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(7)  =  (7 a).  Wir  baben  also  den  folgenden  von  WEIERSTRASS  her- 
rubrenden 

Sat0l):  Die  notwendige  und  hinreichende  Sedingung  dafwr, 
dap  der  Wert  des  Integrals  der  Funltiion  F(x,  y,  x',  y'}  entlang  einer 
Kurve  von  d&r  Wahl  des  Parameters  unaWidngig  ist,  lesteJit  darin. 
daft  F  in  bezug  auf  x  und  y  posfav-Jiomogen  von  der  Dimension  1  ist. 

Wir  werden  in  der  Folge  stets  voraussetzen,  dafi  die  Fnnktion 
.F  I #,#,#',/)  die  Homogeneit'atsbedingung  (9)  erfullt,  und  wir  werden 
das  Integral  ^ 

y(t}>  %'(t),  yr(t})dt 


je  nach  Bedarf  mit  f/8;(P1P3),  oder  auch  ktirzer  mit  J&  oder  Jn  be- 
zeichnen.  Allgemeiner  soil  Jg(PsP4J  das  Integral  J",  genommen  ent- 
lang einem  Bogen  P3P4  der  Kurve  ®,  bezeichnen. 

Will  man  die  Richtung  der  Integration  timkekren 2) ,  so  nmB 
man  zuerst  emen  neuen  Parameter  einfuhren,  welcher  w'achst^  wenn 
die  Kurye  vom  Punkt  P2  bis  zum  Punkt  P^  durcblanfen  wird; 
z.  B.3):  u  =  —  t  Die  Grleicliungen 

(S~ 1:  x  =  #(—  u) ,     y  =  y(—  u} ,     %  <J  w  ^  u2 , 

wo: 

>ul  *=*         ^2  3       U2  ^  —  ^1  ; 

stellen  dieselbe  Gresamtheit  von  Punkten  dar  wie  (1);  aber  der  Sinn 
ist  entgegengesetzt. 

Das  Integral  von  F  entlang  der  Knrve  S""1  bat  den  Wert 


(—  u)7  —  x'(—  u\  —  y(—  M))  du 


l]  WEIERSTRASS,  Vorlesungen ;  vgl.  auch  BJ^ESER,  Lehrbuch,  §  3  Die  Ver- 
allgemeinerung  des  Satzes  fur  den  Fall,  wo  F  liohere  Ableitungen  von  x  und  y 
enthalt,  ist  von  ZERMELO  gegeben  worden.  (Dissertation,  p.  2 — 23);  fur  den  Fall 
von  Boppelintegralen  von  KOBB,  Acta  Matkematiea,  Bd,  XVI  (1892),  p  67. 

*)  YgL  KNESER,  Lehrbuch,  p.  9, 

s)  Dies  ist  naturlich  keine  eigentliche  T,Parametertransformationu  und  dem- 
entsprechend  haben  wir  die  Kurye  &~l  als  von  (S  verschieden  zu  betrachten. 

13* 
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Wenn  die  Relation  (9)    auch   fur   negative  Werte    von  k  gtiltig 
bleibt  (was  z.  B.  emtritt,  wenn  F  eine  rationale  Funktion  von  $'9  y 

ist)  so  ist 

F(x,  y,  —  x,  —  y)  =  -  F(cc,  y,  x!,  y'), 

und  daher:  J21  =====  —  J12 

Ein  luerher  gehoriges  Beispiel  ist  das  Integral  ftir  den  Irihalt  der 
von  einer  geschlossenen  Kurve  begrenzten  Plache: 

a 


Die  Relation  (9)  braucht  aber  fur  negative  Werte  von  L  nicht 
zu  gelten;  wenn  msbesondere  fur  negative  Werte  von  k  statt  dessen 
die  Relation 

F(x,  y,  ksc',  ky')  -  -  kF(x,  y,  xf,  ij] 

gilt;  wie  z,  B.  bei  dem  Integral  fiir  die  Bogenl'ange,  so  ist:  J21  =«  J^ 
Beides    sind  jedoch  nur  spezielle  F'alle,  und  im  allgememen  1'aBt 
sich  keine  einfache  Beziehung  zwischen  J"21  nnd  /12  anfstellen 

cj  Relationen1)  zwischen  den  partiellen  Ableitnngen  der  Punktioa 

F(x,y,af,ifli 

Differentiiert  man  (9)  nach  k  und  setzt  dann  k  =  1;  so  kommt? 
wie  bei  gewohnlichen  homogenen  Punktionen, 

x'Fx,  +  y'Fy,  =  F.  (10) 

Hieraus  folgt  dnrcli  Differentiation  nach.  x  und  y 

Fx  -  afF*.  +  y'Fy,x  ,        Fy  ==  x'F^  +  y'F,,  ,  (11) 

und  durch.  Differentiation  nach  x'  und  y' 

*'F*<*  +  y'Fy>«  -  0,        *'*W  +  y'Fy,y,  =  0  ;  (11  a) 

nnd  hierau.8;  wenn  x   und  y  nicht  gleichzeitig  null  sind; 


daher  existiert  erne  Punktion  Ft  von  x,  y,  x',  y   derart, 

F«x,  =  y'*F,,     F^^-x'y'F,,    F^.-  x'^.          (12a) 

Die   so    definierte  Funktion  F±   ist  nach.  unseren  Annahmen  fiber  F 
von  der  Elasse  (J  im  Bereich  ^;   selbt  wenn  eine  der  beiden  Vari- 

J)  ITach  WEIBKSTHASS,  Vorlesungen. 
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abeln  x',  y  null  ist;  dagegen  wird  Fl  im  allgemeinen  unendlich  oder 
unbestimmt,  wenn  gleichzeitig  x  =  0?  y  «  0  und  zwar  selbst  dann 
wenn  F  selbst  fur  (/,/)-  (0,  0)  endlich  und  stetig  bleibt:  so' 
z.  B.  fftr 


Wir  bemerken  noch,  daB  aus  (9)  durch  Differentiation  nach  x  und  y, 
bzw.  at  und  y   die  weiteren  Homogeneitatsrelationen  folgen: 

?x(x>  #>  hx,  I  y'}  =  l*Fx(x,  y,  x',  y  \ }    Fy(x,  y,  kx,  ky'  \  ==  IF  (x,y,  x',  y} 

I(A,  u,  M,  JjO  -  Fjfa  y,  x',  yf) ,     F^(x9  y ,  */,  h/')  ==  Ff(x,  y,  x', y) ,     (18) 


-  /r 


d)  Definition  des  Minimums:1) 

Die  Definition  des  Minimums  gestaltet  sicL.  nun  ganz  ahnlich 
wie  im  §  3,  nur  dafi  jetzt  alle  Kurven  in  Parameterdarstellung  Toraus- 
gesetzt  werden;  aufierdem  wollen  wir  den  Begriff  der  zulassigen 
Kuryen  noch  dadurch  erweitern,  dafi  wir  auch  KuiTen  nut  einer  end- 
lichen  AnzaM  von  ?,Ecken"  zulassen/2) 

l]  1m  wesentlichen  nack  WEIERSTRASS,  Vorkswigen,  1879;  ygl.  auch  ZERMELO, 
Dissertation,  p.  25—29,  und  KNESER,  Lelirbuck,  §  17. 

*)  Fiir  eine  Kurve  mit  einer  endlichen  Anzahl  yon  Ecken  von  den  unter  a) 
<5harakterisierten  Kigenschaffcen  hat  das  Integral  J  zunachst  uberhanpt  keine 
Bedeutung,  da  die  Funktionen  x\  y'  und  daher  auch  F(x,  y,  x',  y')  in  den  Ecken 
nicht  definiert  sind.  Legt  man  aber  der  Funktion  F  in  den  Ecken,  die  den 
Paraineterwerten  t  =  c^  c2,  .  ,  en  entsprechen  niogen,  beliebige  endliche  Werte 
bei,  so  erhalt  das  Integral  fiir  die  so  modifizierte  Funktion  nach  A  Y  2  einen 
bestimmten  endlichen  Wert,  und  dieser  Wert  ist  nach  A  V  3  yon  der  Wahl  der 
Wertf.von  &  in  den  P^^ten  ct  unabhangig  und  daher  die  naturgemaBe 
Definition  fur  das  Integral  J  entlang  der  betrachteten  Kurve.  Es  folgt  dann 
nach  bekannten  Satzen  iiber  bestimmte  Integral  e,  dafi 


wobei  die  Bezeichnung  andeuten  soil,  daB  man  bei  der  Berechnung  des  Inte- 
grals fur  das  Intervall  [ctct  +  1]  den  Funktionen  &',  y'  in  et  die  Werte  x'(c  +  0), 
y'(ei  +  0),  in  c,  +  1  die  Werte  sc'(cl  +  1  -  0),  y'(et^  -  0)  beilegt 
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Es  seien  also  zwei  Punkte  P±  und  P2  ira  Bereich  91  gegeben; 
wir  betraclrben  als  ;>zulassige  Kurven"  die  Gesamtlieit  9TL  aller  7?ge- 
wohnliehen1)  Kurven".,  welche  in  91  von  Pt  nacli  P2  gezogen  werden 
konnen.  Dann  sagen  wir  eine  zulassige  Kurve  £  liefert  ein  Minimum  2) 
far  das  Integral 


wenn.  eine  ,/Dmgeliung"  SI  von  K  existierfc,  deravt,  daB 


fur  jede   zuTassige   Kurve  (£?   welclie    in  SIL  von  PA  nach.  P2  gezogen 
werden  kann. 

Dabei  soil  unter  emer  Umgebung  21L  einer  ebenen  Kurve  (£• 
wieder  jeder  ebene  Bereich.3)  verstanden  werden;  welcber  die  Kurve  £ 
ganz  in  seinem  Innern  enth'alt,  so  daB  also  jeder  Punkt  von  £  ein 
??mnerers)  Punkt"  von  91  ist. 

e)  Vergleichung  der  Methode  der  Parameterdarstellung  mit  der 
friiliereji  Methode: 

Man  ist  leicht  geneigt,  die  altere  Methode,  bei  welcher  x  als  unabhangige 
Variable  gebrauctit  wird,  im  Vergleich.  zur  WeierstraB'sclien  Methode  der 
Parameterdarstellung  fur  veraltet  und  unvollkommen  zu  halten  Jedoch  mit 
Uurecht:  Vielmehr  haben  es  die  beiden  Methoden  mit  zwei  verscMedenen  Auf- 
gaben  zu  tun,  und  welcne  von  beiden  den  Yorzug  verdient,  hangt  in  jedem 
einzelnen  Fall  von  der  speziellen  Natur  des  vorliegenden  Problems  ab 

Im  allgememen  kann  man  sagen,  daB  fur  yeomeh  tsche  Aufgaben  die  Me- 
thode der  Parameterdarstellung  nicht  nur  vorzuziehen  ist,  sondern  iiberbaupt  die 
einzige  ist,  -welche  eine  vollstandige  Losung  der  Aufgabe  liefert  4)  Handelt  es 
sich  dagegen  daruni,  eine  Function  zu  bestinamen,  welcbe  em  Integral  zu  einem 
Extremum  nxacht,  so  bat  man  die  altere  Methode  anzuwenden. 


a)  Vgl.  §  25,  a)  Eine  Ausdehnung  der  Aufgabe  auf  eine  allgemeinere 
Klasse  von  Zurven  wird  in  §  35  betracbtet  werden. 

s)  Grenauer  ,,starkes,  relatives"  Minimum;  wir  werden  es  fast  ausscbliefilicl* 
mat  dieseni  zu  tun  haben  Die  Unterscneidung  zwiscben  ,,eigentlichemtl  und 
^uneigentlichem"  Minimum  ist  dann  wieder  ganz  so  wie  p  18  definiert 

8)  Wegen  der  Definition  von  ,,Bereichu  und  ,,Inneresu  vgl  A  I  7  und  9 
Man  beacbte,  daB  wir  zwiscben  Umgebung  und  Hachbardchaft  einer  Kurve 
unter scheiden,  vgL  §  3,  b). 

4)  Es  sei  denn,  daB  man  die  auf  p.  203,  FuBnote  auseinandergesetzte 
Methode  anwenden  will,  bei  welcher  man  jedoch  die  gegebene  Aufgabe  durch 
eine  Aufgabe  von  weit  kornphzierterem  Typus  ersetzt  Vgl  auch  die  tJbungs- 
aufgaben  NT.  35—40  auf  pp,  149—151, 
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Dieselbe  Unteischeidung  gilt  auch  for  Aufgaben  yon  allgemeinerem  Typus. 
So  sind  z  B.  das  Hamilton'sche  Prinzip  und  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion 
in  der  ersten  (Lagrange'schen)  Form  Function  enprobleme,  well  tier  die 
Koordinaten  der  Punkte  des  Systems  als  Funktionen  einer  ganz  bestimmten  un- 
abnangigen  Variabeln,  na'mlieh  der  Zeit,  gesucht  werden  Dagegen  ist  das 
Prinzip  der  kleinsten  Aktion  In  der  zweiten  (Jaeobfsehen)  Form,  bei  welcher 
die  Zeit  eliminiert  ist  und  nur  die  Bahnen  bestimmt  werden,  ein  Kurven- 
problem  (vgL  Kap.  XI) 

Betrachtet  man  die  Aufgabe  daa  Integral 


x,  y,x, 

zu  einem  Minimum  zn  machen,  einmal  in  Beziehung  auf  eine  gewisse  Menge  STL 
Ton  zulassigen  Kurven,  das  andere  Mai  in  Beziehung  auf  eine  andere  Menge  9L, 
so  sind  dies  zwei  ganz  verschiedene  Aufgaben,  und  man  mufi  im  allgememen 
erwarten,  da£  auch  ihre  Losungen  verschieden  sind 

"Wir  wahlen  nun  fiir  9IL  die  Gesamtheit  aller  Kurven  der  Klasse  0',  welche 
im  Bereich  31  vom  Punkt  Pl  nach  dem  Punkt  P2  gezogen  werden  k^nnen,  und 
fiir  91  die  Gesamtheit  derjenigen  Kurven  von  2TI,  fur  welche  bestandig 

#'(*)>  0-  (14) 

Fur  jede  Kurve  von  9L  konnen  wir  dann  x  als  Parameter  einfuhren,  und  er- 
halten  die  Kurve  in  der  Form 


wo  y(x)   eine    Funktion   der  Klasse  Cf  ist,  wahrend  das  Integral  J  iibergeht  in 


wenn  wir  die  Funktion  /"(#,  y,jp)  duxch 

A®?  y»  P)  =  F(x->  2/7  1,  P)  (15) 

definieren     Die   zweite   Aufgabe    ist   aber  identisch  mit  dem  Problem,  das  wir 
in  den  drei  ersten  Kapiteln  behandelt  haben. 

So  gehort  also  zu  jedem  ,,4-Problem",  wie  wir  sagen  wollen,  ein  ent- 
sprechendes  ,,o?-ProblemuT  das  dureh  Hinzufdgung  der  Bedingung  (14)  daraus 
hervorgeht  Ebenso  kann  man  ruckwarts  von  einem  gegebenen  ,,#-Pro"bleniu  zu 
dem  entsprechenden  },<-Problemu  iibergehen,  mdem  man 


setzt  tind  demnach 

F(x,  y,  x',  y'}  =  f(a>,  y,  f)  of  (16  a) 
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definiert,    wobei    es  freilich  vorkommen  kann,    dafi  die  Funktion  F  nicht  alien 
von  uns  vorausgesetzten  Bedingungen  gemigt 
Aus  (15  a)  folgen  die  Relationen 


F  =  fpl) 

i         x's  ' 

Da  die  Menge  91  in  der  Menge  3Tt  enthalten  ist,  so  folgt,  daft  jede 
Losung  des  ^-Problems,  weiche  uberdies  der  Bedingung  (14)  genugt,  a  fortiori 
auch  eine  Losung  des  a>Pioblems  hefert.  Das  ^-Problem  kann  aber  auch 
Lo'sungen  besitzen,  welche  die  Bedingung  (14)  nicht  erfiillen,  und  welche  daher 
keine  Losungen  des  ac-Problems  smd.  Em  Beispiel  dieser  Art  ist  die  bekannte 
,,diskontmuierliche  Losung"  beim  Problem  der  Rotationsflache  kleinsten  Inhalts 
(vgl.  §  52). 

Eg  kann  aber  auch  umgekehrt  das  ^-Problem  Lbsungen  besitzen,  welche 
nicht  zugleich  Losungen  fur  das  ^-Problem  siad.  Ein  einfaches  Beispiel  *;  dieser 
Art  hefert  die  Aufgabe,  das  Integral 


zu  emem  Minimum  zu  machen,  wobei  die  Eadpunkte  P2  und  P2  die  Koordinaten 
(ajj,  yt)  =  (0,  0),  (icai  2/2)  =  (1,  1)   haben   sollen.     Dann  liefeit  die   Gerade  P1  P2 
y^=x   ein   starkes    Minimum    fur  tdas   Integial  und   zwar  ist  der  Mminialwert 
Jsss.  -f-  i.    Denn    ersetzt   man  y  durch   2/-f~o:>i    wo  °°  irgea<i  eine  Funktion  der 
Klasse  G'  ist,  welche  in  beiden  Endpunkten  yerschwmdet,  so  ist 


=  '/  (%&'y'  -f-  u'2}dx  sna  i  &' 


also  A  J>  0. 

Dagegen  liefert  dieselbe  Gerade  Px  Pg  fur  das  entsprechende  ^-Problem,  wo 


J^l^rr 

kem  Minimum  Denn  man  kann  in  jedei  noch  so  kleinen  Umgebung  von  Px  1\ 
die  beiden  Punkte  Pt  und  P2  durch  eine  Zickzacklinie  verbinden,  welche  ab- 
wechselnd  aus  geradlinigen  Stiicken  vom  Gefalle  0  und  —  1  besteht.  Fiir  eine 
solche  Zickzacklinie  wird  aber  offenbar  das  Int^gral/negativ,  also  sicher  kleiner  als  1. 
Die  betrachtete  Zickzacklinie  ist  fur  das  ^-Problem  eine  zulassige  Variation, 
mcht  aber  fur  das  ^-Problem. 


l)  Dasselbe  riihrt  von  BROMWICH  her,  Tgl  Mathematical  Gazette, 
Bd.  Ill  (1905),  p.  179  Em  anderes  Beispiel  dieser  Art  ist  unser  Beispiel  X, 
p.  113,  in  dem  Fall,  wo  m  >  0,  oder  m  <  —  1 ;  man  benutze  dieselbe  Zickzack- 
linie wie  im  Text 
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Das  eben  behandelte  Beispiel  ist  nur  em  spezieller  Fall  ernes  allgememen, 
yon  WEIERSTRAS&  herrubrenden  Satzes  (vgl.  §  30,  b)),  wonaeh  das  Integral 

,  y,  x,  y'idt 

-uberhaupt  kein  Extremum  besitzt,  wenn  F\&,  y,  x,  y')  eine  rationale  Funktion 
von  x,  y  ist,  wahrend  das  entsprechende  a>Problem  sehi  woM  eine  Losing  be- 
sitzen  kann 

SchlieBlich  sei  noch  bemerkt,  daB  man  In  alien  Fallen,  wo  es  sick  nnr  ion 
die  Untersuchung  emer  Kurve  der  Klasse  G'  in  der  Umgebung  ernes 
einzelnen  Pnnktes  bandelt,  die  Kurre  ohne  Bescliranknng  der  AEgemeinneit 
stets  in  dei  Form-  y  =y(#)  annehmen  darf,  da  man  stets  durch  Drehung  des 
Koordinatensy  stems  erreichen  kann,  dafi  in  der  Umgebung  des  betreffenden 
Punktes 
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Das  Verfahren  zur  Aufstellung  notwendiger  BediBgnngeu  fur  em 
Extremum  ist  zunachst  ganz  analog  wie  in  §  4;  wir  werden  daher 
nur  diejenigen  Punkte  ausfulirlicli  erortern,  m  welchen  die  Behandlung 
in  Pararaeterdarstellung  charakteristisclie  Eigenttimlichkeiten  aufweist. 

a)  Die  WeierstraB'sclie  Form  der  Euler'sclen  Differential- 
gleictung: 

Wir  nehmen  an,  wir  batten  eine  Kurve  (£  gefunden;  welcbe  das 
Integral  J  zu  einem  Minimum  macbt.  Wir  setzen  furs  erste1)  yoraus; 
die  Kurve  ©  sei  von  der  Klasse  G'  und  liege  ganz  im  Innern  des 
Bereiebes  91.  Sie  sei  durcb  irgend  einen  zulassigen  Parameter  aus- 
gedruckt  in  der  Form 

<£:  »-a?(0,     y-y(f),     ^t^t>, 

wobei  wir  darauf  aufmerksam  macben,  da8  jetzt  die  Endwerte  tlf  ^ 
Tinbekannt  smd.  Wir  ersetzen  die  Kurve  S  durcb  eine  benacbbarte 
Kurve  von  der  speziellen  Form 

(I:  a?-a?      +  «i 


~wo  s  eine  kleine  Konstante  ist  und  |(tf),  r](f)  Funktionen  von  t  von 
der  Klasse2)  Df  sind;  welcbe  in  ^  und  t%  verscbwinden,  sonst  aber 
willkiirlicb  sind.  Wir  schliefien  dann.  ganz  wie  in  §  4;  da8 

*j--o, 

sein  muB,  wo  wieder 

1)  Wir  werden  nns  von  diesen  Beschrankungen  in  Kap.  YIII  befreien. 

2)  Vgl  die  Definition  §  10,  c)    Die  Zulassung  von  Vergleicbskurven  mit  ,,Eckenu 
macht  nur  ganz  unwesentlicbe  Modifikationen  der  frtiheren  SchluBweise  nStig. 
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Im  gegenwartigen  Fall  ist 

dJ-  ef(F,t  +  F^  +  F^+F^dt.  (18) 

* 

Ladem  wir  einmal  spezielle1)  Yariationen  betrachten,  fur  welche 
i)  =  0;  das  andere  Mai  seiche,  ftir  welcke  |  =  0?  erhalten  wir  das 
Resultat;  dafi  einzeln 

f(F9l  +  F,?)  dt^Q,       f(F,V  +  Frf)  dt  -  0         (19) 
*i  'i 

sein  mufi. 

Auf  diese  beiden  Grleictungen  konnen  wir  jetzt  die  Methode  von 
§  5,  e)  anwenden;  und  erhalten  so  den  Satz,  daB  die  beiden  Funk- 
tionen  %  und  y  den  Leiden  Differentialgleichungen 

F—^F^O  F>-£.F=:0  i'20> 

*<*      At     *         >  »      dt     y'  ^u/ 

gemiig&n  mussen^  was  zngleicli  die  Existenz  der  A"bleitungen  dFxfjdtr 
dFy,/dt  involyiert.  Die  beiden  Diflferentialgleichungen  (20)  smd  jedoch 
nieht  vcmeinander  unabhangig2);  wie  sich.  sclion  a  priori  erwarten  lafit^ 
da  dieselbe  Kurve  unendlieli  viele  ParameterdarsteHnngen  zulaBt.  In 
der  Tat,  ftllurt  mau  die  in  (20)  angedeuteten  Differentiation  en  8  1 


Sind  <?!,  c2,  .  -^n^!,  die  Unatetigkeitspunkte  von  g' ,  7}',  so  zerlegt  man  das- 
Integral  J"  in  eine  Snmme  von  Integral  en  zwischen  den  Grenzen  t±  Cj_ ,  cx  ca , 
nnd  fuhrt  die  Differentiation  nach  s,  welcKe  ^J"  und  d*J  liefert,  sowie  die  wei- 
teren  Umformungen  an  den  einzelnen  Summanden  aus.  Die  vom  Integrate eichen 
freien  Glieder,  welche  dabei  auftreten,  heben  sich  weg,  weil  die  FunTdiionen  a?',  yr 
und  |,  ^  als  stetig  vorausgesetzt  werden 

J)  Was  gestattet  ist,  so  lange  es  sich  nm  die  Ableitnng  von  notwendigen 
Bedingnngen  handelt. 

2)  Schon  HAMILTON  hat  bemerkt,  —  und  zwar  fur  das  entsprechende  Problem 
im  E/aum  — ,  dafi  aus  der  Homogeneitat  der  Funktion  F  folgt,  daB  die  DinV 
rentialgleichungen  (20)  nicht  voneinander  unabhangig  sand.  (Transactions- 
of  the  Irish  Academy,  Bd.  XVII,  p.  6.) 

s)  Der  Hilbert'sche  Satz  (§  5,  d))  iiber  die  Existenz  der  zweiten  Ableitungenr 
welche  dahei  vorausgesetzt  wird,  ist  dahin  zu  modifizieren :  der  Parameter  t  ld$t 
sich  stets  so  ivahlen,  daft  die  ztvetten  Ableitungen  %",  y"  existieren  und  stetig  siwd 
in  alien  denjenigen  Punkten  der  Kwve,  in  welchen 

(21) 
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und  maeht  dabei  von  den  Relationen   (11)  und  (12a)  Gebrauch,  so 
erhalt  man  die  Identitaten 


wo 


T(x,  y;  x',  y';  x",  y"}  =  J^-  _F^,+  l^te'y"-  d"y).    (23a) 

Da   #'  und   y'    nicht   gleichizeitig   verschwinden,    so    sind   die   leiden 
Liffweniialgleickungen  (20)  equivalent  mit  der  einen  Diff&renUalgleicJiunff 

JH  »__    Ji  _] /f '     /  /y>    ^  /        ___     /y»'     A  .'  \     r\  /T\ 

xyf  wic'i         1 V      v/  y  )  ~~~~~       *  I  •*•  / 

Dies  ist  die  Weierstraft'scJier)  Form  der  Eulersclien  Differen- 
tialyleiclmny.  Ihr  mu8  jede  Kurye;  welche  das  Integral  J  zu  einem 
Extremum  macht,  gentigen.  Jede  den  beiden  Differeutialgleieliimgen 
(20)  genugende  Kurre  soil  nach  KNESBR  wieder  ein  Extremale  heiBen. 

Fiihrt  man  die  Krummung  —  der  Kurye  em,  so  kann  man  nack 
(6)  die  Differentialgleichung  (Ij  auch  schreiben: 


Die  Kriimmnng  bleibt  invariant  xuiter  jeder  Parametertransforma- 
tion?  ebenso  die  rechte  Seite  von  (23  b),  wie  man  sich  leicht  mittels 
der  Formeln  (9)  und  (13)  tiberzeugt. 

Ans  den  Formeln  (23)  leitet  WEIERSTRASS  eine  wicbtige  Um- 
formnng  der  ersten  Variation  ab.  Formt  man  in  dem  Ausdruck  (18) 

Dies  findet  2.  B  statt,  wenn  man  fur  t  die  Bogenl^nge  waliltj  was  sich  ana- 
lytisch  dadurcli  ausdrfickt,  daB  man  den  DifFerentialgleichungen  (20)  die  weitere 
hinzufiigt 

x'*  +  y'~=l  (22) 

Ist  in  dem  Punkt,  fiar  welchen  man  die  Existenz  von  x",  y"  beweisen  will, 
^=|=0  —  ,  xf  und  y  sind  nicht  "beide  null,  —  so  leitet  man,  indem  man  ganz 
analog  wie  im  §  5,  d)  verfahrt,  aus  den  beiden  ans  (20)  und  (22)  folgenden 
(lleichungen 


Ausdnicke  ftir  die  Differenzenquotienten 


"At 


her,  an  denen  man  dann  den  Grrenziibergang  mit  dem  oben  angegebenen  Resnltat 
axisfuhren  kann. 

^  WEIERSTRASS,  Vorlesungen. 
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fur  d  J  die  beiden  letzten  Grlieder  durch  partielle  Integration  um  und 
inackt  Ton  den  Grleicliungen  (23)  Gebrauch,  so  erhalt  man 


gesetzt  1st. 

Die  Umform  ung   setzt   die  Existenz    und  Stetigkeit   yon  a?",  /' 

Yoraus. 

Die  Differentialgleiehung  (I),  zusammen  mit  geeigneten  Anfangs- 
bedingnngen,  bestimmt  im  allgemeinen  zwar  die  Kurve1),  aber  niclit 
die  Fnnktionen  x(f)  und  y(f),  solange  der  Parameter  t  unbestimnit 
gelassen  wird.  Erst  naehdem  man  eine  Festsetzung  tiber  die  Wabl 
des  Parameters  getroffen  hat,  werden  aucli  die  Funktionen  x(f)  und 
y(jf)  bestimmt.  Erne  seiche  Festsetzung  bedeutet  aber  analytiscb;  dafi 
man  znr  Differentialgleicbung  (I)  nock  eine  endliche  Grleiclinng  oder 
erne  Differentialgleiclinng  zwiscben  a?,  y  und  t  mit  geeigneten  Anfangs- 
bedingungen  bmznftigt;  diese  Zusategleichung  ist  nur  der  einen  Be- 
dingung  unterworfen,  daB  die  Fnnttionen  x(f)  und  y(f)  sieb.  schlieBlioh 
als  eindeutige  Funktionen  der  Klasse  Gr  ergeben  miisseu.  Die  beste 
Wahl  des  Parameters  hangt  von  der  speziellen  Natur  der  vorgelegten 
Aufgabe  ab.  Fur  Untersucliungen  allgemeiner  JSfatur  ist  es  meist  am 
Yorteilhaftesten,  die  Bogenlange  als  Parameter  zu  wahlen,  was  tnit 
der  Zusatzgleichung  (22)  identisch.  ist  2) 

i)  Ygl  geixaueres  hieruber  in  §  27,  a).  Der  bier  scheinbar  vorliegende  Wider- 
sprncli  lost  sich  dadurcli,  dafi  dieselbe  Kurve  durch  Transformation  des  Para- 
meters in  unendlich  vielen  Fonuen  dargestellt  werden  kami,  vgL  §  25,  a). 

*)  Bei  dem  "d"berg-ang  zu  em  em  speziellen  Parameter  hat  man  sich  vor 
«inem  naheliegenden  Fehler  zu  Mten.  Trifft  man  uber  den  Parameter  t  fur  die 
gesuehte  Kurve  £  eine  besthnmte  Wahl,  die  mit  der  Adjunktion  dei  Relation 


gleichbedeutend  aein  moge,  so  kann  es  kornmen,  dafi  die  Funktion  F(x,  y,  &,  y} 
sich  auf  Grund  von  (22  a)  auf  eine  Form  F«(x,  y,  x',  y)  reduzieren  lafit,  welche 
der  Eomogeneitatsbedingung  (9)  nicht  mehr  gentigt  "VTir  konneu  dann  das 
Integral  Jg  in  der  doppelten  Form  schreiben 


Wenn  AVIT  nun  zu  einer  benachbarten  Kurve  S  ubergehen,  mdem  wir  &,  y  durch 
x^x  +  tt',  y^y  +  sji  ersetzen,  wobei  |,  r\  behebige  Funktionen  von  *  von 
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Nachdem  man  eine  bestimmte  Wahl  iiber  den  Parameter  t  ge~ 
troffen  hat,   ernalt  man  die  allgemeine  Lostmg  in  Form  eines  Paares 

der  Klasse  D'  smd,  welche  fur  t  =  t x  und  t  =  t±  verschwmdeu,  so  wird  im  all- 
gemeinen der  Parameter  *  fiir  (X  nicht  mehr  dieselbe  Bedeutung  naben,  wie  fur 
(£,  d.  h.  x,y  werden  im  allgemeinen  rdcht  mehi  der  Relation  f'22a)  geniigen, 
also  wird  sich  auch  fur  die  Kurve  5  die  Funktion  F  nicht  mehr  auf  die  Form  F* 
reduzieren  lassen.  Daher  muss  en  wir  schreiben 

Js  =   ( F(x,  y,  xf,  Tf}dt 
durten  nicht  schreiben 


Daraus    folgt,    daB    auch   in  dj  und  daher  schkeJBlich  in  den  Biiferentialglei- 
chungen  (20)  und  (I)  die  Funktion  F  und    nicht  FQ    gebraucht    werden  mu6. 
Erst  jetzt,  in  den  fertigen  Differentialgleichungen,  clarf  man  die  aus  der  AdjunJc- 
twn  von  (22  a")  stch  ergebenden  Heduktionen  rornehmen 
So  fuhrt  z  B.  die  Aufgabe  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen,  wenn  man  den  Bogen  i>  als  unabhcingige  Tariable 
einfuhrfc,  auf  das  Integral 


/**  ~ 
yds. 


Wollte  man  hier  unter  Yemachlassigung  der  obigen  Warnung,  mechanisch 
die  fruheren  Eegeln  auf  das  reduzierte  Integral  anwenden,  so  wiirde  man  fur 
die  Differentialgleichung  (I)  das  falsche  Eesultat  1=0  erhalten 

Es  gibt  allerdings  noch  eine  zweite  Mefhode,  die  Aufgabe  zu  behandeln: 
sie  besteht  clarin,  da6  man  nicht  nur  fur  die  gesuchte  Kurve,  sondern  gleich- 
zeitig  fur  samtliche  ziddssigen  Kurven  den  Parameter  t  in  derselben  Weise  spe- 
zialisiert,  d  h.  den  samtlichen  zulassigen  Kurven  die  Nebenbedingung  (22  a)  auf- 
erlegt.  Dann  sind  abex  die  Funktionen  J,  r\  nicht  mehr  willkilrlich,  und  man 
hat  es  mit  einem  ganz  anderen,  und  zwar  viel  komplizierteren  Typus  von  Auf- 
gaben  zu  tun  (vgl.  Kap.  XI). 

Das   obige  Beispiel  wurde  in  der  neuen  Formulierung  lauten:  Unter  alien. 
Funktionenpaaren  x,  y,  welche  der  Nebenbedingung 

genugen,  dasjenige  zu  nnden,  welches  das  Integral 

^2 
J  =   /  ydb 

zu  einem  Minimum  macht  *x 

(Vgl,    LlNDELOF-MoiGNO,    Lci'MlS,    Nr.   116 — 120) 
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Ton  Funktionen  von  t,  welche  zwei  Integrationskonstanten  *)  enthalten: 
x-f(t,*,fi,         y-c/(t,a,p).  (24) 

Die  Konstanten  cc,  p  zusammen  mit  den  beiden  unbekannten  End- 
werten  £1?  \  sind  aus  der  Bedingung  zu  bestimrnen,  daB  die  Kurve 
durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gehen  soil: 


*,  P), 


6, 


Die  vorangehenden  Bemerkuugen  fiber  die  Integration  der  Difie- 
rentialgleidning  (I)  werden  durch  die  nachfolgenden  Beispiele  aoch 
weiter  erlautert  werden.  Wir  bemerken  dazu  noch,  daB  es  taufig 
vorteilhafter  ist,  statt  der  Differentialgleichung  (I)  eine  der  beiden 
Differentialgleichnngen  (20)  zu  benutzen,  besonders  wenn  die  Funk- 
tion  F  eine  der  beiden  Variabeln  x  oder  y  nicht  enthalt.  Nur  muB 
man  sieh  daran  erinnem,  daB  jede  dieser  Differentialgleichnngen  nach 
(23)  eine  fremde  Losung  enthalt  (die  erste  y'  ***  0,  die  zweite  x'  **  0), 
und  daB  erst  die  Kombmation  beider  mit  (I)  aquivalent  ist. 
XIV:  Das  Integral 


/=  /  \^(xy'  • 
Maximum  ffu 


dt 


Dabei  ist  B  eine  positive  Konstante 
Fur  den  Bereich  01  kdnneu  wir  die 
ganze  a?,  y-Ebene 

Man  findet 


(26) 


und   darans   fur   die  Euler'sche  Bitfe- 
rentialg-leichung  : 


x  y   —  y 


jL 
S" 


Pig.  31 


Die  Krummung  ist  also  konstant 
nnd  gleich   ^-.    Daraus  folgt,  daB  die 

XI 

Extremalen  Kreise  mit  dem  Badius  JR 
smd,  die  in  positivem  Sinn  beschrieben 
werden,  d  h.  so  daB  der  Mittelpunkt  znr  Linken  Hegt     Wir  lialoen  also  hier 

J)  Naheres  hiertiber  folgt  in  §  27. 
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•em  Bei&piel,  wo  erne  Extremale  aufh<jrt,  Eoctiemale  zu  sein,  wenn  sie  in  ent- 
geyengesetztem  Sinn  dwrchlaufeyi  wird.  l) 

Wir  kdnnen  das  allgemeine  Integral  der  Diffeientialgleichung  (I;  schreiben: 

x  =  «  -j~  J?  cos  t  ,        y  =  jJ  +  %  sin  i  (27) 

Dnrch  die  beiden  gegebenen  Punkte  P19  Ps  gibt  es  zwei,  einen  oder  keinen 
Kreisbogen  der  verlangten  Art,  je  nachdem2) 


Ira  ersten  Fall  ist  von  den  beiden.  Kreisbogen  der  eine  Pl  Ps  P2  kleiner,  der 
andere  P^P4PZ  groBer  als  ein  Halbkreis. 

b)  Die  BracMstoclirone3;: 

Beispiel  2LV:  Unter  alien  Kurven,  welche  in  einer  gegebenen  vertikalen 
Ebene  swischen  zioei  gegebenen  Purikten  P1  und  P2  gezogen  werden  konnen,  die- 
jenige  zu  finden,  enticing  welcher  em  nur  der  Schwere  unterworfener  materiellei 
PunJct  in  der  kurzesten  Zeit  von  Px  nach  P2  gelangt,  >wenn  er  den  Purikt  Pl  nnt 
dei  gegebenen  Anfangsgesehwindiglteit  t\  lerlaftt. 

Wir  wahlen  die  vertikale  Ebene  zur  x,  2/-Ebene  eines  reciitwinkligen 
Eloordmatensystems  und  nenmen  die  positive  y-A.db.se  vertikal  nach  unten.  Be- 
zeichnet  dann  g  die  Konstante  der  Schwerkraft  und  wird  von  Reibung  und 
"Widerstand  des  Mediums  abgesehen,  so  hat  man  nach  den  Elementen  dei 
Mechanik  das  Integral 


.  rv*f*+* 

J  yy_yi 


211  einem  Minimum  zu  machen,  wo 

fc-W'2. 
*"2? 

Die  zulassigen  Kurven  sollen  yon  der  Hasse  0'  sein:  sie  mussen  auf  den  Bereich 

* :  y  —  &  +  fc  >  ° 

beschr'ankt  werden,  da  sonst  der  Integrand  nnendlich  oder  imaginar  werden  iviirde. 
Da  Fx=;  0,  so  erhalten  wir  nach  (20)  sofort  ein  erstes  Integral 

J?V  =  -_  .X'. =  a  (28) 

y%'*+7^yy-y1  +  i'* 

Ist  a  =  0,  so  erhalten  wir*  x  =  konst,  und  dies  ist  in  der  Tat  die  Losung  der 
Anfgabe,  wenn  die  beiden  Punkte  P1  tind  P2  in  derselben  Vertikalen  liegen. 


')  Ygl.  §  25,  b). 

2)  Den  Abstand  zweier  Punkte  A  und  B  bezeichnen  wir  stets  mit    AB\. 
8)  Ygl.  LmDBLoF-MoiGNO,  loc.  cit,  ISTr.  112;  PASCAL,  loc.  eit.,  §  31; 
JLehrbuch,  p.  37. 
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1st  a  =4=0,    so  wahlen  wir  for  den  Parameter  t  den  Tangentenwinkel  der 
Kurve;  das  1st  gleichbedeutend  mit  der  ^usatzgleichurg". 

cc 

—    —        =  cos  t,  (29) 

V<?i+?" 

welche  (28)  auf 

y  -  2/1  +  l  «  «  (i  +  cos  2« 

reduziert,  vo  zur  Abkurzung 

1 

*  ~  2? 
gesetzt  1st. 

Aus  (30)  folgt  durch  Differentiation 

y'  =*  —  2  a  sin  2  1 
•and  durch  Einsetzen   dieses  Wertes  an  (29), 


Machen  wir  scblieBliek  die  Substitution 

2t  =  T  — 


so  erhalten  -wir  das  Resultat: 


a  (r  —  sin  t)     ] 
a  (1  —  cos  t) ,  J 


_y      +'.  ~«  —    -          '  (81> 

wobei  /3  die  zweite  Integrationskonstante  ist.  Die  Extiemalen  svnd  also  Zykloiden  l)r 
die  durch  einen  Kreis  vom  Radius  <x  erzeugt  werden,  der  auf  der  Geraden 
y  —  «/x  +  ^  ==  0  roll! 

IJnter  dieser  doppelt  unendlichen  Schar  von  Zykloiden  gibt  es  eine  und 
nur  eine2),  welche  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  Pl   und  J^  geht  und 


J)  Schon  von  JOHANN  BERNOULLI  (1696)  gefunden,  siebe  OSTWALD'S  Klassiket  etc  r 
Nr.  46,  p.  3.  Tgl  auch  CANTOB,  Greschwhte  der  Mathematift,  Bd.  IE,  pp.  225- 
Ms  228. 

2)  Fur  den  speziellen  Fall,  wo  \  =  0,  hat  schon  JOHANN  BEBNOULU  (1696) 
einen  geometrischen  Beweis  gegeben  (loc.  cit);  derselbe  ist  von  H.  A.  SCHWARZ 
anf  den  allgemeinen  Pall  ausgedehnt  worden  (siene  H!ANCOCK,  Lectures,  Nr.  105), 
Eein  analytische  Beweise  geben  HEFFTEE,  >}Zum  Problem  der  Srac^stochroneff., 
Zeitsehrift  fur  Maihematik  und  Physik,  Bd.  XXXIY  (1889)  und  BOLZA, 
^The  Determination  of  the  Constants  in  the  Problem  of  the  Brachistochrone" , 
Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society  (2),  Bd.  X  (1904),  p*  185. 
E  H.  MOOBE  hat  gezeigt,  daB  der  betreffende  Satz  ein  spezieller  Fall  eines 
allgememen  Satzes  iiber  eine  gewisse  Klasse  von  Kurvenbogen  ist  (»Qn  Doubly 
Inftmte  Systems  of  directly  Similar  Arches  with  common  Base  Line", 
Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society  (2),  Bd  X  (1904), 
p.  337. 
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keine  Spitze1)  zwischen  Px  und  P,  besitzt,  vorausgesetzt,  dafi  die  Koordinaten 
der  beiden  gegebenen  Punkte  den  Ungleichungen  genugen 


(32; 


c)  Die  Geodatisclieii  Linieu2;; 

Beispiel  XVI    Die  kurzeste  Lime  zu  bestimmen,  welche  auf  e^ner  gegebenen 
FlacJie  swisclien   sue*  gegebenen  Punkten  Ql   und  Q^_  gezogen  warden  kann 

Sincl  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,y,s  ernes  Punktes  der  Flache  als 
Funktionen  zweier  Parameter  u,  v  gegeben,  und  werden  die  Kurven  auf  der 
Flaclie  mittels  eines  Parameters  dargestellt 


so  ist  unsere  Aufgabe  gleichbedeutend  damit,  das  Integral 

>  _  ___ 
J  =  J  yEw'2+  2Fw'^+  Gr/a    dt  (34) 

*i 
ZTI  einem  Minimum  zu  machen,  wobei 


und  die  Summation  sich  auf  eine  zyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  x,y,s 
bezieht 

Die  zulassigen  Eurven  (S3)  in  der  u,  z?-Ebene  sollen  ,,gewohnlichett  Kurven 
sein;  sie  mussen  auf  einen  Bereich  01  der  u,  v~Ebene  besehrankt  werden,  wel- 
cher  die  Eigenschaft  hat,  mit  seinem  Bild  2fll  auf  der  Flache  in  ein-eindeutiger 
Beziehung  zu  stehen  Sind  P^u^v,}  und  P2(z<2,  «a)  die  den  beiden  gegebenen 
Punkten  Q^  und  Q2  entspreckenden  Punkte  der  «7  u-Ebene,  so  mussen  die  zu- 
Tassigen  K.urven  die  beiden  Punkte  Pa  und  P2  verbinden.  Wir  setzen  ferner 
voraus,  dafi  die  Funktionen  E,  F,  G  in  01  von  der  Klasse  C"  sind,  und  dafi  das 
Flachenstuck  SJ1L  frei  von  singularen  Punkten  ist,  d  h  dafi  die  drei  Determinant  en 

A  =  3/u*e  -  *uy*  »        %  =  *«*,  -  xue,  ,        C  =  xuy,  -  yuxv 
nicht  gleichzeitig  verstihwinden,  was  wegen  der  Identitat 

EG  —  F2== 

mit  der  einen  Bedingung 

.  E6^-F2>0  (35) 

equivalent  ist 

1)  H.  A.  SGHWABZ   hat  in  Yorlesungen  bewiesen,   dafi   ein  Zykloidenbogen, 
welcher  eine   Spitze   enthalt,   menials   ein  Minimum  fur  das   Integral  J"  lief  era' 
kann,  ygl    HANCOCK,  Lectures,  Nr  104. 

2)  Die    Aufgabe   geht    ebenfalls   auf  JOHANN  BERNOULLI  zuriick  (1697);   ygL 
OANTOR,  Geschichte  der  Mat7iemattJc,  Bd.  IE,  pp.  232—235. 

Bolza,  Variatiansreeliiniiig  J4 
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cc)  Wir  bemitzen  ztmachst  dip  Weierstraffsche  Foim  (I)  dei  JSulei'schen 
und  bezeicbnen  allgemein  mifc  <&tF)  den  Differential  ausdruck 


ss  .Ft  ,.  -  J;  t.  +  Fl  *x'y"  -  x"y')  . 
Pann  ergibt  eine  einfacbe  Recanting 


(37) 

+ 


wo 


Die  Extremalen  gentgen  daher  der  Differentialgleichung  lj 

F  =  0  .  (38) 

Diese  Differentialgleichung  besitzt   eine  einfaehe  geometriscbe  Bedeutung;    die 
geodatiscbe  Kriimmung  Kg  der  Kurve  (33)  im  Punkt  t  wird  durch  den  Ausdruck 

g  " 


gegeben  2; 

Daber  bat  die  kurzeste  Lmie  die  cbarakteristische  Eigensebaft,  dafi  Hire  geo- 
datiscJie  Krummung  bestandig  null*)  ist,  d  b  sie  ist  eine  geodatisclie  Lime  nacb 
emer  der  verschiedenen  Defimtionen  4)  dieser  Kurven 

Kebenbei  bemerken  wir  die  Relation 


«  ,  (4,0) 

die  uns  spater  von  Nutzen  sein  wird 


^  DaB  (36)  die  Differ entialgleicbung  der  geod'atiscben  Linien  ist,  konnte 
man  direkt  aus  den  Lebrbiicbern  uber  Differentialgeometrie  entnebmen?  z.  B. 
KNOBLAUCH,  Flachewfheorie }  p  140;  BIANCHI-LUKAT,  Differentialgeometrie y  p.  154; 
DAEBOUX,  Theorie  des  Sit/rfaces,  Bd  II,  p.  403;  SCHEFPERS,  Theorie  der  Flachen> 
p  407 

-)  Vgl  z  B.  SCHEPFERS,  Theorie  der  Flachen,  p  482.  Eine  elementare  Ab- 
leitung  dieser  Form  el  findet  man  bei  BOLZA,  ^Concerning  the  Is&perimetric  Problem 
on  a  Ghwem  Surface",  Decennial  Publications  of  tbe  Universitj-  of 
Cbicago,  Bd.  IX,  p.  13. 

s)  Eine  elegante  Ableitung  dieses  Besultates  gibt  BROMWICH  (Bulletin  of 
tbe  American  Mathematical  Society,  Bd  XI  (1905),  p.  547)  mittels  einer 
Transformation  der  ersten  Variation  des  Integrals 


4)  Vgl.  DABBQUX,  Theorie  des  8w  faces,  Bd,  II,  Nr  514 
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ft    Benutzen  wir  statt  der  Differentlalgleichung  (I)  die  "beiden  Differential- 
&H  t20)  und  wahlen  uberdies  die  Bogenlange  s  der  Kurve  auf  der  Flache 
als  Parameter,  was  mit  der  ,,Zn&atz;gleichTmga 


ds 


gleichbedeutend   ist,   so   erhalten  wir  for  die  Extremal  en   die  folgenden  beiden 
Differentialgleichungen  l) 


Auck  diese  Differentialgleicliungeii  haben  eine  einfache  geometriscbe  Be- 
deutung:  Aus  der  Definition  von  E,  F,  6  folgt,  daB 


- 
ds 

dx 


Hieraus  folgt  durch  Differentiation  naeh  s: 


+  2"  EW  W 

und  daher  wegen  (41) 


ebenso  findet  man 

"V 


also  ist 

$2a?     c^22/      c^2^         *      -r>     /*<  r,^ 

-j-r  :  -^~  :  -=-y  ==  J.  •  JB  :  0  ,  (42) 

e?s2      ^s2    <:Zs2  '  v    7 

d  h..  aber  geometriseh:  Jn  jedem  Punkt  der  J&urve  fallt  die  Hauptnormale  der 
Kurve  mit  der  Flaehenormale  zusammen.,  was  eine  andere  charakteristische  Eigen- 
sehaft  der  geodatisehen  Linien  ist  ^ 


*)  Vgl.  KNOBLAUCH,  loc.  cit    p   142;  BIANCHI,  loc   cit   p.  153;  DABBOTJX,  loc. 
cit    p.  405 

*)  Hierzu  "die    Ubwnysaufgaben ,    iSTr.  1—6,    9,    10,    12,    14 — 18   am    Bade 
von  Kap   Y. 

14* 
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§  27    Anwendung  der  aUgemeiaten  Existenzt&eorerae  fiir  Differential- 
gleiclmngeii  auf  die  Th.eorie  der  Bxtremalen.1) 

Bevor  wir  zur  Betrachtung  der  zweiten  Yanation  iibergehen, 
stelien  wir  in  diesem  Paragraphen  die  Resultate  zusammen,  die  sich 
aus  den  m  §§  23  und  24  tmtgeteilten  aUgememen  Existenztheoremen 
ftir  die  Differentialgleichung  der  ExtremaJen  ergeben. 

a)  Koustraktion  einex  Extremalen  durcli  einen  gegebenen  Punkt 
in  gegebener  Uichtung: 

Wir  betrachten  zunachsi  die  Aufgabe,  durcli  einen  gegebenen 
Punkt  PQ(XQJ  ?/0),  von  "tieni  wir  voraussetzen?  daB  er  im  Innern  des 
Bereieh.es  SI  liegt,  m  emer  gegebenen  Richtung  von  der  Amplitude 
00  —  oder,  wie  wir  ktirzer  sagen  wollen^  ;?durch  das  Linienelement 
J30(^07  yOJ  00)"  —  eme  Extremale  zu  ziehen. 

Dazu  ist  es  am.  bequemsten,  die  Bogenlange  s,  gemessen  vom 
Punkt  P0  ans?  als  Parameter  einzufdhren.  Man  kann  dies  nack 
WEiEESTRASS3)  in  der  Weise  tun,  dafi  man  zur  Differentialgleichung  (I) 
die  Zusatzgleichung  (22)  limzufiigt,  letztere  differ entiierfc,  und  dann 
das  so  erhaltene  System  von  zwei  Differ  en  tialgleichungen  zweiter 
Ordnung  nacn  x",  y"  auflost;  wodurch  sich  die  Aufgabe  auf  die 
Losting  eines  Systems  von  vier  Diffeientialgleichungen  erster  Ordnung 
reduziert 

Einfacher  ist  es;  nacli  dem  Vorgang  von  BLISS  3J  den  Tangenten- 
wmkel  0  emzufiiliren.  Macht  man  dann  von  den  Formeln  (4) 
und  (6)  Grebraucn7  so  erhalt  man  aus  (23  b)  das  System  dritter 
Ordnung: 


J)  Der  Leser  wird  gut  tun,  Absatz  b)  bis  d)  dieses  Paragraphen  zunachst 
zu  ubersciilagen  und  sofort  zn  §  28  uberzugelien,  da  die  betrcffenden  Resultate 
erst  spater  zur  Anwendnng  kommen 

2;  Vorles^mgen  1879;  vgl  &ESER,  Liehrbuch,  §§  27,  29,  vmd  BOLZA,  Lectures, 
%  25,  a) 

3)  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  VII 
T1906),  p.  188;  YgL  auch  unten.  §  32,  c).  Es  ist  ubrigens  mcht  notig,  bei  Ab- 
leitung  des  Systems  (43)  den  Begriff  der  Krunimung  zu  benutzen  Denn  durch 
Differentiation  der  beiden  ersten  Gleichungen  (43)  erhalt  man 


^         -     -.      _ 
ds  ~~~  ds  ds*        ds  ds2  ' 

woraus    dann  nach  (I),  wenn  dort  s  statt  t  geschrieben  wird,   die  dritte  Glei- 
chung  (43)  folgt. 
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dx  „  \ 

=  cos  6 

g-sin*  .  (43; 

,—  =  H(x,  y}  cos  0}  sin  6\ , 
wo  die  Funktion  H  durcn,  die  Gleichung 


definiert  ist  Auf  dieses  System  konnen  wir  nun  direkt  die  allgemeinen 
Existenztlieoreme  von  §  23  anwenden:  Wean  die  Anfangswerte  x^  z/07  #0 
der  Bedingnng 

Fi&»  Ho,  cos  <V  sin  ^oJ  4=  0  (45) 

genugen,  so  sind  nach  uasern  Annahmen  iiber  die  Ftmktion  F  (vgl. 
§  25?  b))  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (43)  als  Funktionen  YOB 
x,  y,  9  in  der  Umgebung  der  Stelle  sc0?  yQ,  dQ  von  der  Klasse  C'. 
Der  ^Stetigkeitsbereich"  (EL  des  Ditferentialgleichungssy  stems  (43) 
besteht  also  aus  dem  durch  die  Bedingungen 

€L:  —  oo<5<  +  oc;      (x,  y)  in  SI;     -cx,<6^<  +  oo; 

J?i(#,  y,  cos  0,  sm  ff)  4=  0 

cliarakterisierten  BereicL.  im  Rauin  der  Yariabeln  5,  x,  y,  6. 
Es  gibt  daher  ein  und  nur  ein  System,  von  Funktionen 

x^x(s),        y-y(s),        6-8(s),  (46) 

welche  den  Differentialgleichnngen  (43)  genugen,  fur  s  ==  0  die  yor- 
geschriebenen  Werte  XQ,  yQ,  9Q  annehnien: 


und  in  der  Umgebung  von  s  =  0  von  der  Klasse  G'  sind?  d.  h.  aber 
geometrisch.: 

Wenn  die  Anfangsnerte  OCQJ  y^  6Q  die  Sedingung  (45)  er  fatten,  so 
lafit  sicli  vom  PunJct  n?0,  y0  aus  in  der  Hichtung  0$  eine  und  nur  erne 
Extremale  der  Klasse  C'  ziehen. 

Die  Losung  (46)  lafit  sicli  nach  §  23;  d)  nacn.  beiden  Seiten  hin 
auf  ein  ganz  bestimmtes  Maximalintervall 


eindeutig  fortsetzen.    Fur  alle  Werte  von  s  zwischen  a%  und  ^  smd 
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die  Funktionen  y($),  y(s),  B(s)  (inindestens)  von  der  Klasse  Cr  und 
die  Extremale 

y  =  x(s],        y  =  y(s) ,         u^  < s  <  $eo  (47 ) 

liegt  ganz  ixn  Innern  des  Bereiches  $1  und  genugt  der  TJngieicliung 
FI(X(S),  y(s),  a?'.*),  y(s))  +  0  (48) 

Aus  der  speziellen  Form  der  Differentialgleichungen  (43)  folgt 
welter,  daB  diese  emzige  Extremale  der  Klasse  C'  dann  allemal  sogar 
von  der  Klasse  C'ff  ist.  Denn  da  die  Funktion  If(%,  y,  cos  0,  sin  0) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  a?0,  y0,  00  von  der  Klasse  C'  ist,  so  folgt 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  (43),  da6  0(s)  von  der  Klasse  C"  ist 
und  daher  sind  nach  den  beiden  ersten  Gleichungen  9&(s),  y(ti)  von 
der  Kksse  C'". 

Wenn  die  Bedingung  (45)  fiir  jeden  Wert  von  60  erfiillt  ist;  so 
kann  man  vom  Punkt  PQ  aus  nacli  jeder  Ricktung  eine  und  nur  erne 
Extremale  von  der  Klasse  Cf  ziehen. 

Diejenigen  Wertsysteme,  ^0?  2/0,  S0;  fiir  welche 

Fi(%o,  2/o?  cos  QQ>  sin  <90)  =-  0 

ist;  nennen  wir  die  singtddren  Anfangsuerte  Wenn  die  Bedingung 
(45)  fur  jeden  Punkt  x07  y0  eines  Bereiches  der  x,  y-Ebene  und  fur 
jede  Ricttung  6Q  erfiillt  ist?  so  sagen  wir  entspreehend1)  der  in 
§  19;  b)  fiir  das  ^-Problem  gegebenen  Definition ;  das  vorgelegte 
Problem  sei  m  diesem  Bereich  regular;  dabei  unterscheiden  wir  dann 
nack  dem  Vorzeichen  von  F±  noch  ;,positivu  und  ;,negativ  regular^". 

Beispiele: 

1.  F  =*  G(x,  <ij)  y^+^y^  .  (vgl    §  32,  b)) 

Hier  ist: 

FI(SD,  ij,  cos  6,  sin.6)  «  G(x,  y;; 

das  Problem  ist  also  regular  in  jedem  Bereich.  der  oc,  7/-Ebene,  welcher  keine 
Punlrfce  mit  der  Kurve  G(x,  y}  =  0  geraein  hat 

2-  F=^f-^  (vgl.  §  30,  b)); 

daraus 

^(0;,  y,  cos  0,  sin  6j  =  %y  sin  B  (4  cos2  0  —  1) . 

Das  Problem  1st  in  teinem  Bereich  regular.  Zunachst  smd  alle  Werfcsjsteme 
singular,  in  welchen  y  =  0:  und  auBerdem  fur  jeden  beliebigen  Punkt  (x,  y) 
die  durch  die  (rleichungen 

sin  B  **=  0 ,  cos  6  =  ^  \ 

definierten  Bichtungen. 

2)  Ygl   Gleichung  (16)  von  §  25. 
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b;  AJbliangigkeit  der  Losung  von  den  Anfangswerten: 

WIT  betrachten  jetzt  die  durch  die  Anfangsbedingungen  (46  a) 
ebarakterisierte  Losung  (46)  in  ihrer  Abhangigkeit  von  den  Anfangs- 
werten #0,  I/QJ  0Q  und  scitreiben  sie  dann  entsprechend 

x  _  £($;  x    y    Q  )) 


Aus  der  allgemeinen  Theorie  ergibt  sich  dann  nach  §  24,  a),  daB 
die  Funktionen  X,  $),  ®  folgende  Eigenschaften  besitzen: 

1.  Die  Funktionen  X,  D,  ®  s*n(l  emdeutig  definiert  und  s£e£?$  in 
dem  durch.  die  Bedingungen 

(^07  ^0)  im  Innern  von  SI;  —  oo  <  00<  +  oo;       1 

^1(^0;  %;  cos  #0;  sin  ^o)  4=  °:      aSo  <  S  <  jSfl  J  ^ 

definierten  Bereich.     In  demselben  Bereich  sind  die  Funktionen 


als  F^M^kt^onen  von  s,  xoy  yQ,  60  von  der  Klasse  G',  wie  sich  zum  Teil 
aus  der  allgemeinen  Theorie  (§  24?  a))?  zum  Teil  aus  der  spezieEen 
Form1)  des  Systems  (43)  ergibt. 

2.    Die    Funktionen    X,  §),  0    genugen    ferner     den    Anfanys- 

'bedingimgen 

2)/n-  x     <u     d  1  «  i 
c/Vvj  ^o?  #o?  ^o;       ^ 


identisch  in  #?0,  «/0;  ^0,  woraus  wegen  (43)  folgt 

3E,(0;  o;0;  ^0?  00)  -=  cos  eo?         |)f(0;  a?0,  y0;  00)  -=  sm  00     (51  a) 
und  weiter  durch  partielle  Differentiation 

\(0;  ^o?  2/0;  *o)  - 1 >      ?),0(0;  ^o,  %,  do)  -  ° 

3.  tfberdies  ist  die  Furiktionaldeterminante 


im  ganzen  Bereich  (50). 

x)  Ygl.  nnter  a)  den  Beweis,  dafi  die  Extremale  (47)  von  der  Klasse  Cf"  ist. 
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4.  Endhcb  haben  die  Funktionen  £,  2),  &  folgende  Perwdizitirts- 

eigenschaften: 


(52a) 


derm  aus  der  besonderen  Form  der  Differentialgleicliungen  (43)  folgt. 
dafi  die  Fnnktionen  auf  der  rechten  Seite  den  Differentialgleichungeja 
(43)  gendgen?  und  da  diese  Funktionen  fiir  ^=^0  die  Anfangswerfce 
^o?  2/o?  ^o  ~f~  %%  annehmen^  so  mussea  sie  init  den  Funkfcioiien  auf  der 
linken  Seite  identisch  seiii 

Aus  der  Losung  (49);  welcBe  die  vorgeschnebenen  Werte  XQ}  ?/0;  6$ 
fur  den  speziellen  Wert  5  =  0  an.mmmt7  erhalt  roan  diejenige  Losung? 
welehe  dieselben  Anfangswerte  fur  einen  beliebigen  Wert  s  =  s$  an- 
t^  indem  man  s  durch  s  —  SQ  ersetzt,  also:1) 


(53) 


Dies  ist  eine  uBmittelbare  Folge  davon,  da8  die  recbten  Seiten 
der  Differentialgleicliungen  (43)  die  Variable  s  nicbt  explizite  ent- 
lialten 

Das  ?7allgememe  Integral"  des  Systems  (43)  ergibt  sicb.  nacb  den 
am  Bnde  YOU  §  24?  a)  gemacbten  Bemerkungen  aus  (53),  indem  man 
einer  der  vier  GroBen  s$,  %Q,  y§,  B0  einen  passenden  festen  numeriscben 
Wert  beilegt  und  die  drei  andern  als  die  ;?Integrationskonstanteu" 
betracbtet.  Man  erbalt  so  ein  dreifacb  unendlicbes  Funktionen- 
system?  aber  nur  em  meifach  unendliches  Kurvensystem  im  Haum 
der  Vanabeln  x,  y,  6  Denn  gibt  man  z.  B  der  GroBe  ^0  einen  festen 
Wert  und  variiert  die  Grofien  s0,  yQy  60,  so  liefern  alle  Losungenr 
welcbe  demselben  Wertsystem  yQ,  0Q  entsprecben,,  sicb  also  nur  durch 
den  Wert  von  SQ  unterscbeiden?  ein  und  dieselbe  Kurve,  da  sie  ja 
alle  aus  der  Losung,  fiir  welcbe  s0  ==  0  ist,  durcb  eine  zulassige 
Parametertransforniation  bervorgeben  (§  25,  a)). 


a)  Die  Funktionen  auf  der  recbten  Seite  von  (53)  als  Funktionen  von 
5;  $0,  ^0,  t/0,  0Q  entsprechen  den  Funktionen  <p^(t',  T,  ix,  . .,  |n)  der  allgemeinen 
Theone  (§  24,  a)). 
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Die  Determinate  D(s\  XQ,  y0,  9Q)  lafit  eine  fiir  spatere  Anwen- 
dungen  wichtige  Transformation  zu: 

Wendet  man  auf  die  Losung  (53)  die  Grleiehung  (35)  von  §  24,  a) 
an  und  beachtet,  dafi  in  unserin  Fall: 


so  erhalt  man?  wenn  man  schlieBhch  noch  s0  ==  0  setzt^  die  folgende 
Uniformung  der  Funktionaldeterminante  I): 


(54) 


und  eine  analoge  zweite  Gleickung,  in  welcker  links  der  Faktor 
cos  6Q  durck  —  sin  00  und  rechts  der  Index  #0  durcli  XQ  er- 
setzt  ist. 

Der  Ausdruck  (54)  laBt  sich  nocla  weiter  umformen,  indem  man 
die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  &  durck  partielle  Ableitungen 
von  £  und  §)  ausdriickt  Bezeicknet  n'amlick  voriibergekend  &  irgend 
eine  der  Variabeln  s,  XQ,  yQ,  8Q,  so  folgt  aus  den  beiden  ersten  der 
(rleichungeii  (43)  durck  Differentiation  nack  jg: 

X,3=  —  sin  0  •  0zJ         ^S3=  eos  0  •  <9r 
und  daraus 

®z  ^  &s  &$z  ~"  &S&SZ  -  (55) 

Wendet  man  diese  Formeln  bei  der  Umformung  der  Determinante 
(54)  an  und  setzt  zur  Abkurzung 

so  erkalt  man  nack  einfacker  Recknung: 

i    V      ID 


Q,  6>0)cosi90 


c)  Anwendung  des  Einbettungssatzes  : 


—  — 

ds  ds 


(57) 


Es  sei  irgend   ein   spezieller  Extremalenbogen  @0  der  Klasse  Cf 
gegeben 
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welcher  ganz  im  Innern  des  Bereiches  £R  liegt  und  fur  welchen  die 
Bedingung 

J?i(x®,  y(b,  #9),  £'(&)  +  0  (58) 

in  fttfj  erfailt  1st. 

Wir  setzen  dabei  zunachst  voraus,  daB  der  Parameter  t  die 
Bogenlange  bedeutet?  also  mit  der  in  den  vorangegangenen  Abs'atzen 
mit  s  bezeichneten  Variabeln  identiseh  ist.  Dann  liegt  die  zur 
Extremalen  @0  gehorige  Losung 

a?-£^,        y-!l(t),        0  =  0$,       t^t^t,  (59) 

des  Systems  (43)  ganz  im  Innern  des  Stetigkeitsbereiehes  <9L  dieses 
Systems  Hierans  schlieBen  wir  wie  unter  a)?  dafi  wir  die  Losung 
(59)  auf  ein  ganz  bestimmtes  Maximalintervall 

t*<t<  t2*  {60) 

forksetzen  konnen,  wobei  stets 


Die  auf  diese  Weise  durch  Fortsetzung  des  Extrenialenbogens  (S0  auf 
das  offene  Interval!  (60)  erhaltene  Extremale  bezeiehnen  wir  mit  @0% 
so  da6  also  ©0*  definiert  ist  durch  die  Grleichungen 


§  23;  d)  und  §  21,  a)  liegt  dann  die  Extremale  @0*  in  ihrer 
ganzen  Ausdekaung  im  Innern  des  Bereiches  £fl  und  geniigt  der  Be- 
dingung  (58);  und  nach  a)  ist  sie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  YOU 
der  Klasse  <T". 

Es  sei  jetzt  P0  (i  ==  i^0)  irgend  ein  Punkt  der  Extreinalen  @0*  und 
#0'  2/o?  ^o  ^e  zugehorigen  Werte  von  x,  y,  6,  so  daB 


Dann  laBt   sich  die  Extremale  @0*  nach  §  23,  c)  und  §  27,  b)  aueh 
schreiben 


Von   den    GrroBen    cos  ^OJ  sin  #0    ist    mindestens    eine    von  Null    ver- 
schieden;  wir  nehmen  an1),  es  sei 

_  _  cos  00  4=  0  ,  (62) 

x)  Ware  cos  00  =  0,  so  wuiden  ^vir  in  (61)  die  Arguinente  %0  ,  B^  durch  p,  cc 
ersetzen 
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Dann  definieren  wir 

f(t,  a,  ft)  =  3E(f  -  f0;  ^0,  0,  a)  | 


•and  betracbtea  die  doppeltunendliche  Schar  von  Extremalen 

x-f(t,u,p),        y  =  9(t,*,P),  (64) 


mclem  wir  /0?  $0  als  fest;  «?  ^8  als  variable  Parameter  ansehen. 
Sind  dann  T1T  jT2  irgend  zwei  den  Dngleichungen 


(65) 


gentigende  Gro6en7  so  koimen  wir  eine  zugeliorige  positive  GroBe  d 
bestimmen?  derart,  dafi  sich  fiber  die  Funktionen  f\  g  folgende  Aus- 
sagen  maclien  lassen,  wobei  wir  der  Grleichformigkeit  halber  %  j30 
statt  60,  a:0  scbreiben: 

A)  Der   Bogen    ©0   ist   in   der  Scbar  (64)  enthalten  far  a  =«  a0, 
ft  =  j30?  so  daB  also 

f(t,  ^fo  -&(0,     £(<,«»,&)-$(<)•  (66> 

Bj  Die  Punktionen 

f>ftiftt\    9>yt>9tt 

siBd  als  Funktionen  der  drei  Variablen  f;  (%;  /}  von  der  Klasse  C7  in 
dem  Bereich 

T^t^T2,     \a-ccQ\^d,     I/J-A,   ^rf.  (67) 

C)  Fiir  jedes  a,  /3  im  Bereich 


liegt   der  Bogen   [^rj    der   Extremalen  (64)    ganz  im  Innern    des 
Bereicbes  SI  und  es  ist 


im  Bereich.  (67). 

D)  Bezeiehnen  wir  ferner 
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so  1st  die  Determinate 


ini  Bereieh.  (6T). 

Was  den  Beweis  dieser  Behauptungen  betnflffc,  so  folgt  A)  aus 
der  Darstellung  (61)  der  Extremalen  (£0*  Der  Beweis  Yon  B)  und 
C)  ergibt  sich  aus  der  Anwendung  des  Satzes  YOU  §  24,  b)  auf 
die  Losung  (53)  des  Systems  (43)  zusainmen  mit  den  in  §  27.,  b)  be- 
wiesenen  Stetigkeitseigenschaften  der  Funktionen  3t  und  3).  Endlich 
folgt  D  )  aus  (52  1  und  (57),  wenn  man  d  so  klein  wahlt,  daB  cos  a  =j=  0 
fur  a  —  #0  t  ^  d,  was  wegen  (62)  stets  moglich  1st 

Die  Gleichungen  (64)  stellen  das  ;;allgemeine  Integral"  der 
Euler'sclien  Diiterentialgleichung  (I)  In  emer  Normalform  dar;  in- 
sofem  sowotl  der  Kurvenparameter  t  als  die  .Jntegrationskonstanten" 
&i  /3  in  ganz  bestimmter  Weise  gewahlt  worden  sind.  Um  darans 
das  allgemeine  Integral  in  seiner  allgeineinsten  Form  2u 
eriialten,  miifite  man  schlieBlich  noch  statt  der  GroBen  t,cc,  ft  drei 
neue  Groflen  f,  7c,  ft  einfukren?  mittels  einer  Transformation  YOU 
der  Form: 


,/S),     «-8t(a,/3),     j«»f«,/J),  (71) 

wobei  die  Funktionen  3;?S2(,S3  den  Bedrngungeii 


:    0 

,    )  I 

geniigen  rnussen.  Sind  iiberdies  die  Fnnktionen  Z,  5£t;  Ztt,  2(;  S3  im 
Bereich.  (67)  YOU  der  Klasse  C',  so  laaben  die  Funktionen  f,  g  YOH 
f.cc,p,  in  welche  die  Funktionen  /',  g  durcli  die  Transformation  (71) 
iibergenen,  die  entsprechenden  Eigenschaften  wie  die  Funktionen  f 
und  //.  Aus  dem  allgemeinen  Integral  m  seiner  neuen  Form  gett 
die  Extrernale  @0*  herYor;  indem  man 

«  =  «0  =  91  («0;  /30)  ,        p  =  ft  =  8^,  /30) 

setzt,  und  man  kann  die  Transformation  (71)  stets  so  einricliten,  daB 
dabei  die  Extreinale  @0*  in  emer  Yorgegebenen  Parameterdarstellung 
erscheini 

Indem    wir    schliefilich   /;  g,  t,  a,  ft  statt  f,  g,  f,  a,  j  sclireiben, 
konnen  wir  das  foigende  Resultat  aussprechen: 
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Wenn  der  Extremalenbogen  @0  gam  im  Innern  des  Bereiches  51 
lief  ft  und  der  'Bedlngung  (58)  genilgt,  so  lafit  er  sick  ?;?  eine  doppelt 
unendlicJie  JExtremalenscfiar  (64)  einbeffen,  uelclie  die  luder  A)  ~bis  D) 
aufgegalilten  Eif/enscJiaften  "besitzt. 

d)  Die  Extremalenschar  dureli  einen  gegebenen  Punkt: 

Da  die  Ungleichung  (58)  entlang  der  garizen  Extremalen  @0* 
erf  u  lit  ist;  so  gilt  msbesondere  im  Punkt  P0  die  Ungleictmng 

FI(*O,  Ho,  cos  6»0?  sin  i90)  4=  0 
und  daher  auch 

^  2/o^  cos  a  >  S1»  «  +  0 


fur  alle  hinreiclaend  kleinen  Werte  von    a  —  ^a  ;  . 

Daher  laBfc  sicli  nach  a)  dureh  den  Punkt  P0  nach  jeder  von 
der  Riclitung  80  hmreichend  wemg  abweichenden  Ricbtung  eine 
und  nur  eine  Estremale  ziehen.  Diese  Extremalen  durch  den  Punkt  P0 
bilden  dann  erne  einparametrige  Schar,  deren  analytisehen  Ausdruck 
wir  sofort  niit  Hilfe  der  Punktionen  X,  D  von  §  27,  b)  hinschreiben 
konnen,  wenn  wir  zunachst  wieder  annebmen,  der  Parameter  t  be- 
deute  die  Bogenlange  Aus  der  Bedeutung  der  Funktionen  X?  ^ 
folgt  dann;  da6  die  Extremalenscbar  durch  den  Punkt  P0  gegeben 
ist  durch  die  Grleichungen1) 

1  (t  -  *0  ;  ^07  y07  a)  =s  f(t,  a,    Q 


wobei  der  Parameter  der  Schar  ,  a;  den  Tangentenwinkel  der  be- 
treffenden  Extremalen  im  Punkt  P0  bedeutet.  Deni  Punkt  P0  ent- 
spricht  dabei  auf  alien  Extremalen  derselbe  Wert  t  =  f0  . 

Die  Grleichungen  (18)  stellen  die  Extremalenschar  durch  den 
Punkt  P0  in.  einer  bestimmten  JSTormalform  dar.  Um  daraus  die  all- 
gemeinste  Darstellung  der  Schar  zu  erhalten,  hat  man  statt  der 
GroBen  t9  a  neue  GrroBen  t,  a  einzufuhren;  mittels  einer  Transforma- 
tion von  der  Form: 

F-t(*,  a),        a^a(a),  (71  a) 

•wobei  die  Funktionen  t?  t^  ttt,  a  von  der  Klasse  C'  sind  und  den 
Ungleichungen 

t,(f,aD)>0,         a>0)  +  0  (72  a) 

geniigen,  wobei  a0  ==  BQ  . 


x)  Die  Funktionen  /,  g  sind  dabei  in  der  speziellen  Bedeutung  gebraucht, 
in  welcher  sie  ursprtinglich  durch  die  Gleichungen  (64)  eingefuhrt  worden  sind 
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Indent  wir  schlieBlich  wieder  t,  a,  a0  statt  t,  a,  a0—  a(a0)  schreiben, 
konnen  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Durch  jeden  Punlf  P0  der  Extremalev  @0*  yekt  eine  Extremalen- 
schar 

t,  a),        » 


welche  folgende  Eigensdiaften  hat: 

A)  Die  Extremale  ©*  ist  m  der  Schar  (74)  enthalten  ftir  a  ~-  a0, 
so  daB  also 

<p(t,  «0)  -  ^(0  ,      ^0,  ^;  =  y°(0  (75) 

B)  Die  Fiinktionen 


sind  als  Funktionen  von  /  und  a  von  dei  Klasse  Cr  in  dem  Bereich 
T^t^Tt,  a  —  fr0     ^c?5  (76) 

dabei  sind  T15  T3  zwei  beliebige  Grofien,  welche  den  Ungleichungen 
(65)  geniigen,  und  d  ist  eine  positive,  von  der  Wahl  von  T±  und  T2 
abhangige  GrroBe 

C)  Fur  jedes  a  im  Intervall:    a~a0|<J  liegt  der  Bogen  [2^] 
der  Extreinalen1)  ©a  gaaz  im  Innern  des  Bereiches  91  und  es  ist 


im  BereicL.  (76). 

D)  Bezeiclmen    wir  nacli   KNESEB    nut  A)<,  a)    die   Funktional- 
determmante 


und  wird  dem  «  irgend  em  fester  Wert  im  Intervalle  [  a  —  aQ  \  <  d 
beigelegt,  so  ist  die  Funktion  A(^3  a)  als  Punktion  von  *  mcht  iden- 
tiseb.  nuE  in  [^TJ. 

Der  Beweis  dieser  Beiiauptungen  folgt  fiir  den  Fall,  da6  die 
Schar  in  der  Normalfonn  (73)  angenommen  wird;  unmittelbar  auis 
den  entsprechenden  unter  c)  bewiesenen  Eigenschaften  der  Fnnk- 
tionen  f,  g,  aus  denen  in  diesem  Fall  die  Funktionen  <p,  ty  einfach 
dadurcL.  hervorgehen,  daB  man  ft  =  «/0?  a  =  a  setzt.  Insbesondere  folgt  D) 
aus  der  Uingleielmng  (70),  wenn  man  beaehtet^  daB  A(#,  a)  aus  der 
dort  mit  2^  bezeichneten  Funktion  erhalten  wird?  wenn  man  ft  =  #0? 

a)  So  bezeichnen  wir  die  emem  bestimmten  Wert  yon  a  entsprechende 
einzelne  Extremale  der  Schar  (74) 
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a  =-  a  setzt.     Und    diese   Eigenschaften  bleiben   bestehen,    wenn  man 

von  der  Normalform  (73)  durch  erne  Transformation  der  angegebenen 

Art  zur  allgemeinen  Form  ubergeht 

In  Beziehung  auf  den  Punkt  P0  gilt  dann  nock  folgendes: 

E)  Der  Wert  von  t,  welcher  auf  der  Extremalen  @^  den  Punkt 

_P0  liefert,  und  den  wir  f*  nennen  wollen,  ist  eine  Funktion1)  von  af 

die  wir  nut 


bezeichnen  Diese  Funkfcion  ist  im  Interval!  :  d  —  a^^d  von  der 
Klasse  Cr  und  geniigt  der  Anfangsbedingung 

ZoC^o)  =-  t*  (79) 

Wahlen  wir  daher  die  beiden  Grofien  Tly  T%  so,  da6:  Tl<tQ<  Tz, 
so  folgt  aus  der  Stetigkeit  von  %Q(O),  da6  wir  d  so  klein  annenmen 
konnen,  da6 


Aus  der  Definition  der  GroBe  f  folgt,  daB  identisch  in  a 

<pf*°,  o)-a^,        *(<°,  o)-y05  (80) 

daraus  ergibt  sica  durch  Differentiation  nach  a 


^  o        _  (81> 

und  hieraus,  identisch  in  a, 

A(«°,a)-0.  (82) 

Wir     verabreden    noch    folgende    permanente    abkiirzende    Be- 
zeiclinung: 

F(g)(t}  a),  $($,  a),  <pt(t,  a),  if>t(t,  a))  =  ?F(t,  a).  (83) 


Die  entspreehende  Abkurzung  soil  far  die  partiellen  Ableitungen  von. 
Fj  sowie  fur  die  Funktionen  F19  F%  gebraucht  werden,  so  daB  wir 
also  z.  B.  schreiben 

Fxf(<p(t,  a),  il>(t,  a],  Vt(t,  a},  ^(*,  a))  =  g^(*,  a) 

^     a> 


Jj  Fur  die  Normalform  (73)  ist  t°  konstant  gleich  *0;  claraus  ergibt  sich 
mittels  der  Transformation  (71  a). 
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§  28.    Die  WeierstraB'sche  Transformation  der  zweiten  Variation 
und  die  zweite  notwendige  Bedingung. 

Wir  nekmen  jetzt  an?  wir  katten  eine  Extremale 


gefunden,  welcke  die  beiden  gegebenea  Punkte  P1  und  P2  verbmdet. 
Wir  setzen  voraus,  sie  liege  ganz  im  Inneren  des  Bereiches  01  und 
sei  yon  der  Klasse1)  C'" 

Dann  sclilieBen  wir,  wie  m  §  4;  daB  im  FaU  eines  Minimums 
die  zweite  Variation  53J  niclit  negativ  sein  darf.  Fiir  Vanationen 
der  Form  (17)  kat  man 


wo 

PW-MV    *»+2F    tn+.V    «»+2F    .^'4-3F  W       1     (^ 


Die  Arguments  der  partiellen  Ableitungen  YOU  F  sind  dabei: 


a)  WeierstraB'  TraEsformatioii  der  zweiten  Variation: 

Der  Ausdruck  fur  S^F  laBt  sica  nun  nach  WEIERSTKASS  2)  auf 
dieselbe  einfache  Form  bnngeu,  wie  im  Fall  der  nicht-parametrischen 
Darstellung: 

Wir  driicken  zunachst  F^,  Fx,yf,  Fy,y,  nack  (12  a)  durck  Fl 
aus  und  setzen,  wie  sckon  frtiker; 


w  =  y'g 
ferner 


die  beiden  Ausdrucke  fur  M  smd  einander  gleick?  weil  x  und  ?/  der 
Differentialgleickung  (I)  genugen.     Auf  diese  Weise  erkalten  wir: 


J)  Diese  Annahrae  1st  ndtig,  da  in  der  unter  a)  folg-enden  Tiausforination 
die  dritten  Ableitungen  von  x  und  y  vorkommen     YgL  dazu  p   214 
2)  WEIERSTRASS,   Vorlesungen  1872 


28.    Transformation  der  zweiten  Variation 

Fi(^f)i+  2W  +  2M  (|r/  +  ^i')  + 

+  (Fxx-  y"*.Fj  ¥  +  2  (Fxy  +  x"y"F^  |  ,  +  (^  - 
Man  beaclite  jetzt?  daB 
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dM    .      9  clW 


clW~\ 


fuhrt  man  daher  die  Abkurznng'en  ein: 


dN 


(86) 


so  geht  der  obige  Ausdruck  fur  62JP  xiber  m: 


Die  drei  Funktionen  Lt,  M^  N±  haben  iiun  die  wichtige  Eigensehaft^ 
mit  y's,  —  xy,  x*  proportional  zu  sein. 

Beweis:    Aus  der  Definition  von  L,  M  ,  N  und  den  Relationen 
(11)  folgt: 

Lxr  +  My'  =  F,  ,         MX'  +  Ny'  =  Fy  .  (87) 

Diflferentiiert  man  die  exste  dieser  Relationen  nach  t,  so  kommt: 

dL      ,    .    dM 


Es  ist  aber 


{-•"-••  dt  y'+Lx"^ 

=  Fxxx  +  Fxyy  +  Fxx,x"  • 

Lx"  -f  My"  =  Fxx,x"  +  Fax,y 
und  aus  (I)  folgt,  daB 


Fukrt  man  diese  Werte  ein;  so  erli'alt  man 


B  o  1  z  a  ,  'V  ariationsreclimmg 


15 
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und  ebenso 

#X 

woraus  folgt,  daB  in  der  Tat 


Bezeidmen  wir  nach  Weierstrafi  den  Proportionalitatsfaktor  mit 
F9}  so  konnen  wir  sehreiben: 

A-y'-Fs,     Mi  =  -x'y'F^    N^aPF*.  (88) 

F%  ist  eine  Funktion  YOU  ty  welche  nach  den  liber  die  Funktion 
F(x7  y,  x\  y}  und  uber  die  Extremale  @0  gemachten  Annahmea1} 
stetig  ist  in  p^],  wahrend  aus  denselben  Annahmen  folgt;  dafi  F1 
in  [^4]  von  der  Klasse  Cf  ist. 

Hiernach  nimmt  der  Ausdruck  fiir  d^F  die  Form  an; 

(89) 

Wenn  dah.er?  wie  wir  gegenwartig  voraussetzen;  die  Endpunkte  fest 
smd?  also  |  und  q  m  t±  und  f2  verschwinden^  so  reduziert  sich  schlieB- 

l\  Tgl  §  25,  b)  und  den  Anfang  dieses  Paragraphen  Es  ist  dabei 
besonder»s  zu  beachten,  daB  nach  den  in  §  25,  a)  gegebenen  Defmitionen 
unsere  Annahmen  iiber  (S0  die  JBedingung  enthalten,  dafi  x'*  +  y/s={=  0  ent- 
lang  (£0 

$\  iSifit  sich  noch  a,uf  eine  andere  Form  bringen*  Fnhrt  man  die  Differen- 
tiation von  L,  M,  N  aus  und  macht  dabei  von  den  Homogeneitatselgenschaften 
von  IT  Grebrauch,  so  erhalt  man 


(8(5  a) 


und  daraus 


Tt-^-.af'^^-ttfF, 


fit 


Dabei  ist  T  die  durch  (23)  definierte  Fnnktion  der  GfroBen  ac,  y,  x ,  yf,  tc",  y" 
VgJ.  UNDERBID,  Invariants  of  the  Function  F(ec,  y,  x,  y')  under  point  and 
parameter  transformation,  connected  tvith  the  Calculus  of  Variations,  Dissertation, 
Chicago,  1907.  Ygl.  aucli  den  Nachtrag  in  §  327  c) 
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]ieh  der  Ausdnick  fiir  d^J  auf  die  Form1) 

.  (91) 

Dieses  Integral  darf  also  im  Fall  eines  Mimnmros  nicht  negativ  sein, 
und  zwar  gilt  dies  fiir  alle  Funktionen  w  der  Klasse  D',  welche  m 
beiden  Endpunkten  verschwinden;  denn  dnrcli  passende  Wahl  der 
Funktionen  £(t},  ij(f)  kann  man  die  Funktion 


jeder  beliebigen  Funktion  der  Klasse  Dr,  welebe  in  ^  nod  tz 
rersehwindet,,  gleich  machen.  Fur  die  folgende  Diskussion  wird 
rorausgesetzt,  da6  Fv  und  jP2  nicht  beide  im  Intervall  [^£2]  identiscb. 
Tersehwinden, 

Die  zweite  Variation  hat  jetzt  genau  dieselbe  Form  wie  in  §  9^  a)7 
wobei  den  dort  mit  P?  Q}  It,  ^  bezeichneten  GroBen  der  Eeihe  nach 
die  GroBen  F2,  0;  I^13  w  entsprechen  Wir  konnen  also  unmittelbar  die 
im  zweiten  Kapitel  erhaltenen  Resultate  anwenden  und  erhalten  daher 
zunachst  entsprechend  der  Legendre'schen  Bedingung  wie  in  §  9^  b) 
den  Satz: 

Die  zweite  notwmdige  Bedingung  fur  em  Minimum  'besteht  darin,  daft 


sein  muft  entlang  der  Extremalen  @0;  d.  h. 

x'(t},  y'©)50     in     [^].  (II) 


b)  Invariante  Normalform  jfiir  die  zweite  Variation: 

Wir  erwahnen  hier  noch   eine  weitere,   prinzipiell  wichtige  Ee- 

duktion  der  zweiten  Variation.     Wir  addieren  zu  dem  Integral  (91) 

das  Integral 


/T  dl  (F^}  dt  =/(^>^'  +  4  FI"^)  dt> 


dessen  Wert  Null  ist?  da  w  in  beiden  Endpunkten  yerschwindet^  und 
machen  dann  die  Substitution 


rj  Dies  gilt  auch  noch,  wenn  ^',  r{  Unstetigkeiten  der  Mei  erlanbten  Art 
haben,  vgl.  p.  201,  Fufinote  2),  da  |,  TJ  und,  nach.  tmseren  Annahmen  iiber  die 
Extremale  (g&,  aucii  L^  M^  N  stetig  sind  In  [^#2], 

15* 
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t  (92) 

die  gestattet  ist,  wenn  Fl  entlang  dem  ganzen  Bogen  @0  von  Null 
verschieden  ist.     Alsdann  erhalten  wir  fur  6*J  den  Ausdruek: 


,  (93) 

*l 

wobei 


Die  Funktion  JS^  ist  erne  ^absolute  Invariante  der  Funkticm  F 
in  bezug  auf  Punkttransformationen"  l),  sie  andert  sich  jedoch  bei 
Transformation  des  Parameters  L 

Wenn  die  Funktion  F  positiv  ist  entlang  der  Extremalen  @0,  so 
kann  man  statt  t  als  Parameter  das  Integral 

t 
r=J  F(x,  y,  %',  y^clt 

*Q 

einftihren;  setzt  man  dann  noch 

v^vl^^, 
so   daB  also 

v*-wF*F*9  (92  a) 

so  erlxalt  man  folgencle  invariants  Normalform  fur  die  zweite  Variation: 


wobei 


Die  Funktion  J5T0  bleibt  nuumeLr  inyariant2)  sowohl  bei  jeder  Pankt- 
transformation  der  Variabeln  ^,  y,  als  auch  bei  jerler  Parameter- 
transfo  rmation. 

c)  Anwendung  auf  die  G-eodatisclen  Linien; 

Bei  spiel  XVI \    (Siehe  p   209) 
Es  sei 


^  YgL  §  45  und  UNDBRHILL,  loc.  cit  3)  YgL  UNDERHILL,  loc.  cit. 
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eine  die  beiden  Punkte  P1(«1,  %)  und  Ps(wa,  vsj  verbmdende  Extremaie  in  der 
<w,  tf-Ebene,  d.  h.  also  eine  der  Diiferentialgleichung  (38;  genugende  Kurve     Ihr 
entspricht  dann  auf  der  Flache   eine  die  beiden  gegebenen  Punkte  Ql  und  Q% 
verbindende  geodatische  Linie,  die  wir  mit  $0  bezeichnen 
Eine  leichte  Reehnung  ergibt 


—-- 


(95) 


Nach  den  uber  das  Fldchenstuck  "STL  gemacbten  Annahmen  ;vgl  (35);  ist  also  JP\ 
stets  positiY  und  somit  die  Bedingung  (11}  stets  erfiillt 

Piir  die  weitere  Diskussion  der  zweiten  Yaiiation  legen  wir  zur  Yerein- 
fachung  der  Kechnung  ein  spezielles  kruinmlmiges  Koordmatensystem  auf  der 
Plache  zngrunde,  das  wir  naeh  BOXMJT  l)  folgendennaBen  w'ahlen: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  geodatischen  Linie  @0  ziehen  wir 
die  zu  $0  orthogonale  geodatisehe  Linie,  was  nach  §  27,  a)  stets  mdglich  ist, 
da  hier  die  Bedingung  (45)  fur  jedes  60  erfiillt  ist  Die  positive  Riehtung  auf 
dieser  geodatischen  Linie  wablen  wir  so,  dafi  sie  zur  Linken  der  positiven 
Ricbtung  von  ($0  liegt 

N  sei  em  beliebiger  Punkt  dieser  orthogonalen  geodatischen  Linie  Wir 
wahlen  dann  als  Koordinaten  des  Punktes  N  auf  der  Flaehe  die  imt  entspre- 
chenden  Yorzeichen  versehenen  Bogenlangen 

arc  Q1  M  ==  u ,        arc  HN  =  v  . 

Bei  dieser  speziellen  Wahl  der  krnrnmlinigen  Koordinaten  nimmt  der  Ausdruck 
fur  das  Quadrat  des  Linienelementes  die  folgende  Form  an- 

ds*  =  E  du*  +  di^. 

1  '  A 

wobei  noch  uberdies   die  Punktion  E  («,  v)  den 
Bedingungen 

E(w,  0)  ==  1 ,  E9(u,  0)  =  0         (96) 

geniigt. 

Denn  da  nach  den  getroffenen  Pestsetzungen 

die  Kurve  Flg 

u  =  konst. ,  v  as=  l 

eine  Extremale  ist,  so  folgt  durch  Einsetzen  in  die  Differ entialgleichung  (38) 

4.^6^ — Q(p^ — 4-GJ  =  0.  (97 

Da  ferner:  arc  MN~  v  sein  soil,  so  folgt 


x)  Comptes  Eendus,  Bd.  XL  (1850),  p   1311?  vgl    aucn  DABBOUX,  Theone 
des  surfaces,  Bd.  IH,  pp   92—98. 
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also,  indem  man  nach  v  differentiiert, 

Gfa,  *rt  =  1 
Unter  Benutzuug  diesei  (Heichung  reduziert  sich  (97)  auf 


Es  1st  also  F(w,  V}  von  v  unabhaugig,   also  gleich  f^u,  Oj;  dies  ist  aber  gleich 
l,  da  MN  in  M  zu  ®0  orthogonal  sein  sollte     Somit  l;  folgt 


Da  weiter  auch  die  Kurve  @0  ,  d  h 

(g0:  w  =  t,  i=0, 

erne  Extremale  ist,  so  erb.*alt  man  durck  Einsetzen  in  (38)  unter  Benutzung  der 

"bereits  gewonneuen  Resultate 

Ev(u,  0)=«0, 

tmd  encllich  folgt  aus  der  Bedingung,  dafi*  arc  ft  Jf  =  -zt  sein  soil, 


womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Wir  haben  jetzt  die  GroBe  JT  fur  die  Funktion 


zu  berecknen,  und  zwar  entlang  der  Extremalen 


Das  Einsetzen  dieser  speziellen  Funktioneu  fur  w  und  v  deuten  wir  durch  Ein~ 
klammern  an  Man  findet  dann  leicht  aus  (96)  und  den  daraus  folgenden 
Gleickungen 

E>,  0)-0,        £„„(«,  0)-0,        £,„(«*,  0)-0, 

die  folgenden  Resultate  : 


und  daraus 

(X)  =  0, 
und  weiter 

(Fy  u)  =  0  ,        (PB  J  =  0  ,        (J-,.)  =  i  £„  («  ,  0)  , 
also 


x)  Hierin  ist  zugleicb.  der  GauB'sche  Satz  uber  geodatische  Parallelkoordi- 
naten  enthalten,  vgl.  §  43,  a). 
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CFs'^-J-E^tt,  0),  (100) 

und  daraus  schlieBlich 


Der  Ausdruck  fur  K  ist  aber  niehts  anderes  als  das  Kriimmungsmafi1')  der 
Flaclie  im  Punlt  (u  ,  0)  der  geodatischen  Linie  ($0  .  Ana  dem  Ausdraek  (93) 
fur  die  zweit3  Variation  folgt  jetzt  der  Satz*/. 

Wenn  das  Erummungsmafi  der  Flache  enilang  dem  Bogeti  Qtl  Q%  der  geo- 
datischen  Lime  lestandig  negatw  ist,  so  isf  die  zweite  Variation  der  JBogenlange 
posit  'tt 

Auf  FLielien  mit  durcliweg  negativem  Knimmuiigsmafi  1st  also  a  fortiori 
<die  zweite  Variation  stets  positiv  !j 


§  29.    Die    Jacobfsclie   Bedingung  fur   den  Fall  der  Parameter- 

darstellung. 

Wir  haben  nunmehr  die  Modifikationen  zu  betracliten,  welcte  die 
in  §§  10  bis  14  entwickelte  Jacobi'sclie  Theorie  beim  Ubergang  zur 
Parameterdarstellung  erfakrt 

Wir  setzen  dabei,  sowie  fur  die  ganze  weitere  Diskussion^  voraus, 
daB  die  Legendre'sche  Bedingang  (II)  far  unsern  Extremalenbogen 
@0  erfiillt  ist  Dariiber  kinaus  machen  wir  aber  noeh.  die  Annahme4), 
da6  die  Funktion  F±  in  keinem  Punkt  von  ©0  verscliwindet;  so 
da6  also 

Fi$tt),  y(k,  ^®;   ///(t')>0     ftir     t^t^tz.  (II'J 

Aas  dieser  scheinbar  geringfiigigen  Verscliarfung  unserer  Annahme 
ergibt  sict  die  wicktige  Folgerung,,  daB  wir  au£  den  Extremalen- 
bogen  @0  die  Resultate  von  §  27,  c)  und  d)  anwenden  dtlrfen. 


l)  Vgl.  z.  B.  KNOBLAUCH,  Krumme  Fl'iehen,  §  24,  (2)  und  §  27,  (6).  Der 
Satz,  daB  K  gleich  dem  Krumrmingsmafi  ist,  ist  von  der  Wah.1  des  Koordinaten- 
systems  auf  der  Fl'acne  unabhangig,  vgl.  p  228. 

*)  Der  Beweis  mittels  der  Bonnet'schen  Koordinaten  ist  nicht  emwandfrei, 
Es  mufite  nocb.  gezeigt  warden,  daB  dtircli  jeden  Punkt  N  in  einer  gewissen 
Umgebung  TOE  ^J0  nnr  eine  zu  ^J0  orthogonale  geodatische  Lime  gezogen 
werden  kann  Vgl.  die  Ubungsaufgabe  Nr.  7  am  Ende  dieses  Kapitels 

*\  In  dieser  Form  mirde  der  Satz  zuerst  von  JACOBI  (okne  Beweis)  gegeben, 
Journal  fiir  Mathematik,  Bd.  XVII  (1837),  p  82,  und  Vorlesungen  uber 
Dynamik,  p.  47.  Bewiesen  wurde  der  Satz  zuerst  von  BONNET,  loc.  oit. 

*}  Der  Ausnahmefall,  wo  F^  in  Punkten  des  Bogens  (50  Yerschwindet,  bietet 
giofie  Schwierigkeiten  und  ist,  abgesehen  von  einigen  Andentungen.  in  den  Tor- 
lesungen  von  HILBEBT  vom  Winter  1904/05,  noch  so  gut  wie  gar  nicnt  be- 
handelt  worden. 
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Ahnlich  wie  beini  a;  -Problem  ersehemt  die  Jacobi;sche  Be- 
drogung  aueh  hier  in  zwei  verscliiedenen  Former^  von  denen  die  eine 
von  WEIERSTBASS,  die  andere  von  KNESEB  herriihrt 

a)  Die  WeierstraB'sche  Form  der  Jaeobfsclien  Bedingnng: 

Die  Jacobi'sche  Differentialgleichimg  (9)  von  §  10  nimmt  ffir 
das  Integral  (91)  die  Form  an 


wobei  die  Funktionen  F19  F%  sicli  auf  die  Extremale  (£0*  bezieKen, 
Die  Difierentialgleicliung  1  102)  hat  in  dem  offenen  Interval!:  <f1*</<  t&* 
keine  smgularen  Pnnkte;  denn  nach  §  27,  c)  sind  die  Fimktionen 
JF1,,  F19  F^  stetig  und  es  ist  F±  +  0 

Das  allgememe  Integral  der  Differentialgleichung  (102)  erhalt  man 
nachWEiERSTBASS  folgendermaBen:  Substituiert  man  in  der  Differential- 
gleichung 

J^-jT^-O  (20,) 

fiir  a?,  y  das  allgemeine  Integral 

*-/'(/,«,&),     .y-^,a,j8),  (64) 

so  wird  die  Differentialgleicbting  identisch  befriedigt  fur  alle  Werte 
von  f,  a,  ft  im  Bereich  (67).  Differentiieren  wir  diese  Identitat  nacli  cc, 
so  erhalten  wir 

F,,fa  +  Fxyga  +  Fxx,fta  +  FXi,gta 

-  £t(F*,fa  +  F*,ya  +  F^fta  +  Fx,tfgta)  -  0  . 

In  dieser  Gleichung  driicken  wir  die  zweiten  partiellen  Ableitungen 
vpn__jPjiiit_  Hdfe  der  Formeln  (12  a),  (85),  (86)  und  (8cS)  durch. 
LyMfNjF^F^  aus?  wobei  wir  voriibei  gehend  durcb.  tFberstreichen 
andeuten,  daB  die  betreffenden  Funktionen  fiir  die  allgememe  Ex- 
tremale (64)  zu  berechnen  sind.  JSTachi  einigen  einfacben  Reduktionen 
erhalt  man 


wobei 


§  29     Die  Jacob  i'sche  Bedingung  fiir  den  Fdll  der  ParameterdaistelliiBg.    ^ 
Wenden  wir  dasselbe  Yerfahren  anf  die  Diflerentialglelchung 


an?  so  erlialten  wir 


Da   /;  iind    ^    nach    (68)    nieht   gleichzeitig    versehwinden    konnen, 
so  folgt 


Em  ganz  analoges  Resnltat  ergibt  sich,  wenn  man  nach  /J  statt  nach 
a  diiferentiiert.  Giht  man  schlieBlich  den  GroBen  a,  j3  die  spezieUen 
Werte  aQy  /5?  und  macht  von  (66)  Gebrauch;  so  erhalt  man  die 
WeierstraB'sche  Modifikation  des  Jaeobfschen  Theorems  (§  12,  b)V. 
Die  Jacobi'sche  Differentialgleichung 


hat  die  leiden  parfakulnren  Integrale 

^(0  =  gt(t,  «o,  ft)  fa(t,  «OJ  ft)  -  ft(t,  «o,  ft)^a(«,  «0;  ft), 

*'  «o?  ft)  -  /;(*,  «o,  ft)(^  «o>  A) 


Dieselben   sind  nach  (70)   linear  unabhangig,   woraus  nach  §  11,  b) 
die  spater  niehrfach  zu  benutzende  Ungleichung  folgt: 

D  (f)  =  »£)  ^(f)  -  »s  (/)  «./(^)  +  0  ri04) 

fttr  t,#<t<f*. 

SchlieBt  man  jetzt  wie  in  §§  12  nnd  14  weiter  und  bezeicb.net  nach 
WEIERSTRASS 

®(t,  t,)  -  e-^0  *8  (*J  -  ^2  (0  ^(O  ,  (105) 

so  erhalt  man  das  Resultat: 

Die  dritte  nottiendige  Bedingung  fur  em  Extremum  lautet: 


w     tl<t<t,.  (Ill) 

Dies  ist  die   Weierstrafische  Form  der  Jacobi'schen  Bedincjuitg. 

Bezeichnet   man  mit  t[  die  zunachst  anf  ^  folgende  Wurzel  der 
Gleichung 

-  0  (106) 
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falls   eine   solche   im  Interval!   (60)    existiert,   so    laBt    sich   die  Be- 
dingnng  (III)  auch  schreiben: 

f,^f;. 

t[  ist  der  Parameter  des  zum  Punkt  P1  Jeonjugierten  PunJctes  P/. 

AllgeineiBer  nennen  wir  emen  Punkt  von  @0*  ?7im  weiteren  Sinn 
zu  Pl  konjugiert*4,  wenn  sein  Parameter  der  Gleielnmg  (106)  genttgt. 

Der  konjugierte  Punkt  ist  von  der  Wall  des  Parameters  t  und 
der  Integrationskonstanten  a,  p  unabhangig  Denn  wendet  man  auf 
die  GbroBen  t  ,  a,  /3  eine  Transformation  von  der  Form  (71)  an,  so 
findet  man  nach  einer  leichten  Recbnung  zwischen  der  Funktion 
!)  und  ihrer  transformierten  ®(?,  ?t)  die  Relation 


^),  (10T) 

und  der  Faktor  1^)  /l(^)V  ist  nach  (72)  von  Null  verschieden.  Das- 
selbe  Resultat  kann  man  aucb.  mifc  WEIERSTEASS  aus  der  geo- 
metrisehen  Bedentung  des  konjugierten  Pnnktes  scb.lie6en. 

BetspteJ  XIV:  (Siehe  p.  206) 

TVir  haben  hier  uach  (26vt 


also  entlang  irgend  einer  Extremalen  (27> 


Die  Bedingung  (Il'i  fur  em  Maximum  ist  also  stets  erfullt 

Ferner  berechnet  man  aus  dem  allgemeiuen  Integral  i%27): 


Also  ist 

V 


j  lonjugierte  Punkt  P^  ist  also  der  ihm  auf  dem  be- 
treffenden  Kreis  diametral  gegenulerliegende  Punlt  Daraus  folgt  (vgl  Fig.  31)- 

Wenn  Jf?>-J|P1P8  1,  so  erfullt  von  den  beiden  Kreisbogen  P1P^P^  und 
Pl  P4  P2  mir  derjenige,  welcher  kleiner  ist  als  ein  Halbkreis,  also  Pl  P3  P2  die 
Bedingung  (III). 

Wenn  E  «  |(  P1  Pg  |  ,  so  ist  die  Bedingung  (III)  zwar  auch  noeh  erf  Qllt, 
aber  es  fallt  jetzt  der  Punkt  P3  mit  dem  konjugierten  Puakt  P/  zusammen. 

Bezspiel  IK.V*  Bmcliistoclu  one  x)  (siehe  p.  207) 

Wir  nehmen  an,  dafi  die  beiden  Endpunkte  PI  und  P2  zwischen  den 
beiden  Spitzen  T  =  0  und  T  =  2  TC  der  ZyMoide 


l)  Vgl.  LIKDELOF-MOIGNO ,    Zoc?.  tit.,  p    231,  und  WEIERSTBASS,   Voilesungen. 
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% 


liegen,   so   daB   also  die  den  beiden  Pankten  Pl  und  Pg  entspreehenden  Werte 
r  ==  T!  und  x-  =  tr2  der  Ungleichung  genugen 


Far  die  Funktion  Ft  erhalt  man 

-r,  1 


JFj  1st   also   positiv   entlang  dem  Zykloidenbogen  PtPz  und  die  Bedingung  (IT) 
kt  erfullt. 

Fiir  die  WeierstraB'scne    Fanktion.   <9(r,  TX)    findet   man    nack   einfacher 
Recknung 


Daraus  folgt,  dafi  der  Parameter  r/  des  zu  Px  konjugierten  Punktes  P1'  ent- 
weder  ein  Vielf  aches  von  2^c  sein  mufi,  in  welchem  Fall  Ptf  sicaer  nicht  dem 
Bogen  Px  P2  angehort,  oder  aber  v^  muB  der  transzendenten  Gleichnng  genugen 

*—  2tg  J-r,  —  2tg|.  (109) 

Wachst  IT   von  0  bis  #,    so   nimmt   die  Funktion  r  —  2  tg  —  bestandig  ab 

2 

von  0  bis  —  OO;  wacnst  ir  welter  von  ic  bis  2af,  so  nimrni  sie  bestandig  ab 
von  +  oo  bis  2*  Daraus  folgt,  da6  TSSS-TJ  die  einzige  Wurzel  der  G-leichung 
(109)  ist,  welcke  zwischen  0  nnd  %?c  liegt.  Daher  gibt  es  auf  dem  Bogen  P^  P2 
"keintn  zu  Pl  konyugierttti  Punkt,  also  ist  aucn  die  Bedingung  (IH)  erfullt.1) 

b)  Die  Kneser'scte  Form  der  Jacobfschen  Bedingmig: 

Man  kann  nacli  KNESER2)  die  Jacobi?sclie  Bedingung  noeh  in 
eine  andere  Form  bringen,  bei  weleher  statt  des  allgemeinen  Integrals 
(64)  der  Buler'schen  Differentialgleicliung  die  Extremalenscltar  durch 
den  Punkt  Pt  zngrunde  gelegt  wird.  Aus  dieser  zweiten  Form  ergibt 
sich  dann  auch  am  naturgemaBesten  die  geometrische  Bedeutung  der 
konjugierten  Punkte. 


l}  Hierzu  noch  die  Ubungsaufgaben  Nr  1—6,  10,  12,  16—18  am  Ende 
dieses  Kapitels. 

2)  Ygl.  EJTESER,  Lehrbuch,  §  31;  vgl.  aucn  oben  die  analogen  Ent-wicklungen 
von  §  13. 
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Wir  betrach-ten^  fur  spatere  Anwendungen  gleiefa.  etwas  all- 
gemeiner  als  fur  unsere  unmittelbaren  Zweeke  erforderlicli  ware,  eine 
beliebige  ExtremalenscKar 

),        tf-^&a),  (HO) 


welcbe   die   in  §  27,  dj   unter  A)  bis  D)   aufgezahlten  Eigenschaften 
besitzt 

Substituiert  man  dann  in  den  beiden  Differentialgleichungen  (20) 
fiir  Xj  y  die  Funktionen  cp,  ty  und  differentnert  die  so  entstandene 
Identitat  nach  ft,  so  erhalfc  man  genau  wie  unter  a)  das  E/esultat^ 
daB  die  Funktionaldeterminante:  u  =  A(f;  a)  der  Schar  (110)  als  Funk- 
tion  yon  t  der  bomogenen  hnearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordntmg  : 


gentigt;  welche  wegen  (75)  fiir  a  =  a0  in  die  Jacobi'sche  Differential- 
gleichung  (102)  tibergekt. 

In  dem  speziellen  Fall;  wo  die  Grleichungen  (110)  die  Extremalen- 
scliar  durcli  den  Funkt  Pl  darstelleii;  folgt  tiberdies  aus  (79)  und 
(82),  da  in  diesem  Fall  t0  «  tv 


und  wir  erhalten  daher  das  Kesultat: 
Die  Funktionaldetermtnante 


der   Extremalenschar    durcli   den   Punlt  Pt   gewugt   der   Jacobtfschen 
D  ifferenti  a  Igle  ich  img 


und  verschuindet  fiir  t  «=  ^. 

Daraus  folgt  aber,  daB  die  Funktion  A(£;  a0)  yon  der  Weier- 
straB'sclien  Funktion  ®(t,  t^,  welche  dieselben  beiden  Eigenscnaften 
besitzt,,  nur  urn  emen  konstanten  Faktor  Yerschieden  sein  kann: 


wo  c  eine  wegen  JD)  von  Null  YerseMedene  Konstante  bedeutet. 

Der  zu    ^   konjugierte   Wert   tf/    kann    daher    auch.    durcli    die 
Grleich-ung 
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definiert  werden. 

Wir  bemerken  nocla,  daB  aus  den  "beiden  Gleichungen 


a0)»0  (U3) 

nach  §11,  a)  folgt,  daB 

*,&>  «o)  +  0,         A/V;  a0)  4.  0,  (114) 

da  fx  und  z^'  kerne  singularen  Punkte  der  Different  ialgleichung(  102)  smd. 

c)  Geometrisclie  Bedeutung  der  konjugierten  Pimkte1): 

Wir  betrachten  wieder  eine  beliebige  Extremalenscliar 

x  =  cp(t,a},          y  =  i/>(f,  a  ,  illO) 

welche  die  in  §  27,  dj  unter  A)  bis  D)  aufgezahlten  Eigenschaften  besitzt 

Auf      der     speziellen     Extre- 
malen  ©J 


y  == 


nehmen  wir  einen  Punkt  P'(t'}  an,      __—- — —  p 

wobei-    2T1<f<2T2    sein    soil     In 

der  l^ahe  von  P'  nehmen  wir  einen  Fig  sa, 

zweiten  Punkt  P(t)  auf  GcJ  an  und 

konstruieren  in  ihm  die  IsTormale.     Die  Gleichung  derselben  ist 

wenn  A",  Y  die  lanfenden  Koordinaten,  x,  y  die  Koordinaten  des  Pionktes  Pund 
x',  y'  die  Ableitamgen  von  re,  y  nach  t  bedenten. 

Wir  untersuchen  jetzt  den  Schnitt  dieser  Normalen  mit  einer  benacbbarten 
Extremalen  @a  der  Schar  (110). 

Angenomnien,  dieNormale  scnneide  diese  Extremale  in  einemPonkt  P(5,  y), 
der  auf  @a  dem  Parameterwert  t  =  t  entspricht;  dann  haben  wir  zur  Bestim- 
mung  von  t  die  G-leichung 


(f,  a)  —  <p(t,  »0)]  qpK*.  «o)  +  [t(f,  «)  —  tVi  »o)]^*i  ^  =  0         (115) 
Dieselbe  wird  erfollt  for  i  =  *',  t  =  f  ,  a  ==  a0  und  da  nacli  (77) 


x)  In  derHauptsache  nacb  WEIERSTRASS,  Vorlesungen  1879;  vgl.  aiicn  KNESEE, 
LehrbnchT  p   90 
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so  sind  die  Bedingungen  fur  die  Anwendbarkeit  des  Satzes  Tiber  implizite  Funk- 
tionen  (§  22,  e))  erfOHt;  wir  konnen  daher  die  Gleidmug  (115)  nach  "t  auflosen 
und  ernalten  eine  und  nur  eine  Losung: 


welche  in  der  Umgebung  der  Stelle  t  =  f  ,  a  =  «0  von  der  Klasse  C'  i*t  mid 

der  Anfangsbedingung 

Xit\  a0)  «  *' 
genugt 

Ans   der  spezieHen  Form  der  Gleichnng  (115)  und  der  Eindeutigkeit  der 

L5siiEg  folgt,  dafi  allgemein 

af(*,  a0)  =  * 

fur  jedes  t  in  hiureichender  Nabe  von  f  . 
Wenden  wii  jetzt  auf  die  Differenz 

%\t.  a]  —  %(t,  a0) 

den  Taylor'scben  Satz  mit  Eestglied  an  und  brechen  mit  den  Gliedern  z  welter 
Ordnung1)  ab,  so  erhalten  wir  nach  einfacher  Eechnung: 


Dabei  sind  die  Argumente  von  q>t  usw  -  t  ,  «0  ,  und  r  ist  eine  Funktion  von  t  und 
a,  deren  absoluter  Wert  in  einer  gewisaen  Umgebung  der  Stelle  (/,  or0)  unter- 
halb  einer  endlichen  Grenze  bleibt  _  __ 

Wir  berecbnen  jetzt  weiter  den  Abstand    PP  i  der  beiden  Punkten  P  und  P. 
Entwickelt  man  die  Differenzen 


mittels  des  Taylor'scien  Satzes  mit  Bestglied  naca  Potenzen  voni  —  tf  a  —  a0 
und  bricht  wieder  mit  den  Grliedern  zweiter  Ordnung  ab,  so  kommt,  wenn  man 
fur  die  Differenz  F  —  t  den  gefandenen  Wert  einsetzt: 


~       ^ 

— 


(A  -f  (a  —  a0)F)yf(a  —  aB) 

y-y-  -  ^p^ 

Dabei  sind  die  Argumente  in  95  p  tyt  und  der  Funktionaldetermmante  A  wieder 
t  und  a0,  und  V  ist  eine  Funktion  von  t  und  a,  welch  e  in  einer  gewissen  Um- 


l)  Hierzu  ist  allerdings  notig,  daB  %aa  m  der  Umgebung  von  (f,  a0)  exi- 
stiert  nnd  stetig  ist;  dies  findet  sfcatt,  wenn  wir  die  Annahme  maclien,  daB  auBer 
den  unter  B)  erwatnten  Ableitungen  ancb  <paa  und  tyaa  im  Bereick  (T6)  exi- 
stieren  und  stetig  sind  Dies  ist  sicner  der  Fall,  wenn  wir  die  Funktion  F  von 
der  Klasse  G1*  statt  von  der  Klasse  C'"  yoraussetzen,  vgl  §  24,  a)  Zusatz  I. 
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gebnBg  (6)    der  Stelle  t  =  t\  a  =  «0    dem    absolnten  Betrage    nacb  ranter  einer 
testen  Grenze  G  bleibt 

Aus  1 116'i  ergibt  slch  fur  den  Abstand    P~P    de*  Juisdruelc: 


p~p    -=  ' 

~~  \ 


Ferner  folgt  aus  (116; 

^'(5  —  2/)  —  y'&  —  «)  =  (A/t^  ««»  +  (<»  — 

woraus  sictt  scliliefien  laBt,  dafi  der  Ausdruek 

A  (t,  a)  ™  A  -f  ,  «0;  -f  (a  —  cr0)F(*,  a; 

als  Funktion  von  t  und  rt  in  der  Umgebung  (8]  der  Stelle  (£',  «0)  , 

Soil  nun  die  Erfereniale  Sa  die  Extremale  G0*  im  Punkt  P(Q  schneiden,  so 
0  &ein,  also  muB,,  da  «=p«0  vorausgesetzt  1st, 


A  (t,  a)  =  0 

sein     Darans  schliefien  wir 
1.  Wenn 


so  kdnnen  wk  wegen  der  Stetlgkeit  von  A  (*,  a)  nacli  A  III  2  eine  positive  G-roBe 
angeben,  derait,  daB 


ffir 

d.  IL    aber: 


^_ 

so  schneidet  keine  Extremale  der  Schar  (110),  fur  welche:  \  a—  «<>  |  <  7  die 
tremale  @0*  in  dem  Intervall  \tf  —  y,  *'+/]- 
2    Wenn  dagegen 


so  ist,  wie  oben  unter  b)  gezeigt  worden  ist, 


also  wechselt  A  (t,  »0)  sein  Zeicnen,    wenn  t  durch  den  Wert  *'  Mndurchgeht. 
Wir  konnen  daher  eine  posifcire  Gro'Be  n  ^  d  so  klein  wahlen,  daB 
A  (f  —  T,  o0)    und    A  ^'  +  *  ,  ac) 

entgegengesetztes  Zeichen  haben,   Und  nunmenr  k5nnen  wir  eine  zweite  positive 
GrrSBe  v.  angeben,  derart,  daB  auch 

A  (if  —  x  ,  a)    und    A  («'+*,  a) 
entgegengesetztes  Zeichen  liaben,  wofern 
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Da   die  Funktion  A  (*,  a)   als  Funktion   von  t  im  Interval!  \t'  —  T,  $-{-?]  stetig 
1st,   so  muB  sle  daher  mindestens  In  einem  Punkt  zwischen   tf  —  T  und  t'-\-r 
verschwinden,  d  h   also: 
Wenn 


so  schneidet  jede  Extremale  Qa  der  Schcn  (110),  fur  icelche  \a  —  a0  |  <C  %  die  E&- 
tremale  (£0*  wenigstens  einmal  zwisclien  t'  —  t  und  £'-j-r 

Da  wir  t  bellebig  klein  armehmen  konnen,  so  folgt  welter 

Der1)  ScJimttpitnfkt  der  beiden  Extremalen  ndfiert  sich  dem  Punkt  P'(tf)  als 
Gremlage,  wenn  a  gtgen  a0  Lonvergtert 

Aus  der  Theorie  der  Enveloppen2)  folgt  dann,  dafi  der  Punkt  P  zugleich. 
auf  der  Enveloppe  der  Ertremalenschar  (110)  liegt,  und  zwar  beruhrt  im  all- 
gemeinen  die  Enveloppe  in  P'  die  Extremale  @0* 

Indem  man  cliese  Resultate  insbesondere  anf  die  Extremalenschar  durch 
den  Pankt  P1  anwendet,  erhalt  man  auch  fur  den  Fall  der  Parameterdarstelltmg 
das  Eesultat,  dafi  der  zu  Px  konjugierte  Punkt  P^  derjenige  Punkt  ist,  in 
welchem  die  Extremale  @0*  zum  er^tenmal  (von  Pl  an  gerechnet)  die  Enveloppe 
der  Extremalenschar  durch  den  Punkt  P1  beruhrt. 

Beispiel  XIV  (Siehe  pp.  206,  234): 

Die  Extremalenschar  durch  den  Punkt  Pt  besteht  hier  aus  der  Gresamtheit 
der  im  entgegengesetzten  Sinne  des  Uhrzeigers  durchlaufenen  Kxeise  vom  Radius  E 
durch  den  Punkt  P^  Die  Enveloppe  dieser  Kreisschar  ist  ein  Kreis  um  den 
Punkt  Pj  mit  clem  Eadius  2i?  Jeder  Kreis  der  Schar  beruhrt  die  En- 
veloppe in  dem  dem  Punkt  Pt  diametral  gegenuberliegenden  Punkt,  womit  wir 
zu  demselben  Resultat  gelangt  sind,  wie  auf  p.  234 

Bei  spiel  XVI:  G•eodat^sche  Limen,    (Siehe  pp   209,  228). 

Aus  der  vorausgesetzten  ein-eindeutigen  Beziehung  zwischen  demBereieh  i& 
in  der  w,  t*»Ebene  und  dessen  Bild  9TC  auf  der  Flache  folgt:  Wenn  zwei  Kurven 
£t,  ^2  in  der  w,  t?-Ebene  sich  in  einem  Punkt  P  schneiden,  so  schneiden  sich 
auch  ihre  Bilder  Sj,  S2  auf  der  Flache  in  einem  Punkt  Q,  dem  Bildpunkt  vonP, 
und  umgekehrt  Ferner  folgt  aus  den  Formeln  s)  fur  den  Winkel,  unter  welchem 
sich  zwei  Kurven  auf  der  Flache  schneiden.  Wenn  sich  die  beiden  Kurven  ^.  JB2 
im  Punkt  P  beriihren  und  zwar  so,  dafi  ihie  positiyen  Tangentenrichtungen  zu- 
sammenfallen,  so  beriihren  sich  auch  die  Bildkurven  St1  S2  im  Punkt  §,  und 
zwar  ebenfalls  mit  zusammenfallenden  positiven  Tangenten  und  umgekehrt  Hier- 
aus  folgt,  dafi  sich  die  Satze  uber  die  geonietrische  Bedeutung  der  konjugierten 
Punkte  unmittelbar  von  den  Extremalen  m  der  w,  a-Ebene  auf  die  geodiitischen 
Linien  selbst  ubertragen. 


J)  Es  laBt  sich  zeigen,  daB  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zwischen 
t — T  und  $'-|~r  endlich  sem  mu^,-  man  w*ahle  den  zunachst  bei  P1  ge- 
legeuen. 

^  Vgl    Encyclopadie,  HID,  p.  47,  FuBnote  117. 

s)  Vgl    z.  B    KNOBLAUCH,  Krumme  Flaclien,  %  4,  Gleichung  (6)  und  (8). 
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Da  die  Jacobi'sche  Bedmgung  'III  eine  notwendige  Bedmgung-  fur  era 
permanentes  Zeichea  der  xweiten  Variation  1st  <vgl  §  14),  so  folgt  aus  dem  in 
§  28,  c;  gegebenen  Satz- 

Wetni  das  Kriiminiingsntafj  der  Flache  enffang  da-  betrachteten  geodatischett 
Lime  Ql  Q%  lestandig  npgativ  ist,  ^o  kann  der  zu  Qt  konjugierte  Punkt  nicht 
nnd 
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Zur  Herleitung  der  Weierstraffsclien  Bedingung*)  wenden  wir  hier 
die  ursprungUcli  YOU  WEIEBSTRASS  selbst  benutzte  Methode  an?  die 
wesentlich  elementarer  1st  als  diejemge,  welche  wir  beiin  ^-Problem 
benutzt  haben,  da  sie  weder  den  Begriff  des  Feldes  noch  den 
WeierstraB'schen  Fundamentalsatz  yoraussetzt. 

a)  Der  WeierstraB'sclie  Beweis  der  vierten  notwendigen  Be- 
dingung: 

Anf  unserm  Extremalenbogen 


wahlen  wir  einen  beliebigen  Punkt  P3(#s)  und  ziehen  durch.  denselben 
eine  wiUkurlicne  Kurye  der  Klasse  Cr: 


auf  der  Knrve  S  moge  der  Wert  %  =  rs  den  Punkt  Ps  liefern.  Es 
sei  P4  derjenige  Punkt  yon  S,  welcter  dem  Wert  T  ==  rs  —  s  ent- 
spricht,  wobei  s  eine  kleine  positive  GrroBe  bedentet;  seine  Koordi- 
naten  seien 


Nun    ziehen    wir    eine    den    Bedingungen    einer   ,,Normalvariation"d) 
gentigende  Knrve 


vom  Punkt  P1  nach  P^  wobei  der  Parameter  t  so  gew'anlt  sein  moge, 


a)  Weitere  interesoante  Satze  uber  konjugierte  Punkfce  auf  geod'atisclieii 
Linien  findet  man  bei  BKAUKSIUHL,  Matkematisclie  Annalen,  Bd.  XIV  (1879) 
p.  557,  v.  MANGOLDT,  Journal  fur  Mathematik,  Bd.  XCI(1881)  p.  23;  DAKBOUX, 
Theome  des  surfaces,  Bd.  Ill,  Livre  VI,  Chap.  V. 

Vgl.  ferner  die  Ubungsaufgaben  Nr.  1 — 6  am  Ende  dieses  Kapitels 

2)  Vgl.  §  18.  8)  Vgl    §  8,  a). 

Bolza,  Yariation&reclmtin.g  16 
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=  t1?  t  **=  ts    entsprechen,    so 


daB    den   Punkten   P1;  P4   die  Werte 
daB  also 


( 


Eine  solche  Kurve  korinen  wir  z  B.  auf  folgende  Weise  herstellen: 
Es  seien  u  und  v  zwei  Funktionen  von  t  von  der  Klasse  Cf  in  [^^3], 
welehe  fur  t^t±  verscliwinden  und  fur  t  =  #3  gleieL  1  werden.  Dann 
gentigen  die  Funktionen 

'  ^       /j    \ 


Fig. 


alien  Bedingungen. 

Jetzt  variieren  wir  den  Extremalen- 
bogen  @0?  indem  wir  das  Stuck  P^P^ 
von  @0  durcb.  die  gebrochene  Kurve 
P1P4P^  ersetzen,  wairend  wir  das  Stiick 
P3P2  ungeandert  lassen.  Dann  ist 


wobei  die  Integrate  e/;  J,  J  respektive  entlang  den  Kurven  @0)  S?  & 
zu  nelnnen  sind. 

Fiir  die  Berecknung  der  Differenz  Ju  —  J1B  konnen  wir  von  der 
Fo-rmel  (79)  von  §  8  fur  die  Variation  eines  Extremalenbogens  Gre- 
braucli  roaclien.  Dieselbe  ergibt  in  unserm  Pall: 


wobei  (e)  eine  rait  s  unendlict  klein  werdende  Funktion  von  s  be- 
deutet  und 


Nun  folgt  aber  aus  (118) 


wir  erbalten  also 


wobei  zur  Abkiirzung 
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,  ,  .  , 

gesetzt  ist. 

Aiidererseits  ist 


T),  jjtTj,  y  r),  y'(r,)dv, 

T.-E 

was   wir  unter  Benutzung  des  Mittelwertsatzes  wegen  der  Sfcetigkeit 
der  Funktion  F(x(r),  y.*),  x'(xh  y(r}}  senreiben  komien 


4 


Beachten  wir  nocli?  daB 

,  , 

so  kommt 
A  ,7= 


Da  6  eine  positive  GroBe  sein  sollte,   so  folgt  hieraus  durch.  Ver- 
kleinerung  yon  e,  dafi  im  Fall  eines  Mimmums 


sein  mnfi,  und  zwar  fur  jede  dnreh  den  Pnnkt  P8  gehende  Kurve  t 
und  weiterhin  for  jede  Wahl  des  Punktes  P3  auf  dem  Bogen  @0. 

Wir  fuhren  jetsrt  die  WeierstraB'scne  8-Funktion1)   ein  durch 
folgende  Definition: 


oder?  da  nach  (10) 


,  y,  >  (120) 


v*(x,y,x,y')  +  y'Ff(x,y, 
V,  y)  = 


,  y 


(120a) 
,  y,  x',y')  -  Fyf(x,  y, 

Aus    den  Relationen   (9)  und  (13)    ergibt    sich    die   folgende  Homo- 
geneitatseigenschaft  der  8 -Funktion: 

&(x,  y;  "kaf,  ~ky'^  Jcx'y  Jcy'}  —  k&(x,  y;  yf,  y*,  x',  y'}  ?         (121) 
wenn  die  beiden  GroBen  k  und  k  positiv  sind. 

x)  Fur  die  Vergleicirang  mit  KNESER  beachte  man,   dafi  KNESEK  —  g  statt 
des  WeierstraB'sclieii  +  g  schreibt,  vgl   Lehrbueh,  p.  75. 

16* 
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Setzen  wir  daher 

x  n  y  .      . 

=  cos  6 ,         q  =       •„•  J^=^~  =»  sin  6 , 

i  jL  —  /     f  e>       ,  f  f>  j 


sin  6 , 
so  ist 

%(x,  y;  a^,  /;  5",  i/')  ==  V^'2  +  y*x8(z,  #;  jp,  g^;  jp;  g),       (123) 

wodurch  das  zweite  und  dntte  Argumentenpaar  auf  Richtungskosinus 
reduziert  werden. 

Wir  konnen  dalier  das  oben  gewonnene  Resultat  (119)  so  for- 
mulieren ; 

Die  m&rte  notivendige  Bedingung  fur  ein  (starves)  Minimum  des 
Integrals  J"  "bestelit  darin, 


%^y;P;2}P;2)50  (IV) 

fur  jeden  funkt  (x9  y)  des  Bortremalenbogens  ©07  wenn  p,  q  die  Rich- 
tungskosinus  der  positiven  Tangente  an  @0  im  Purikt  (x,  y]  und  p,  q 
die  Eichtimgskosinus  irgend  einer  Ricfitung  bezeidmen. 

Wir  werden  diese  Bedingung  die  We  ierstrafi'sche  Sedingung  nennen. 

b)  Zusammenhang  zwisclieE  der  8-Funktion  und  der  Funktion  F^; 

Werden  die  Winkel  6  und  6  durch  (122)  definiert,  so  haben  wir 
nach  (120  a): 

8(^y;^2;p,ff) 

«  cos  6  [Fx,(x,  y,  cos  0,  sin  0)  —  F^x,  y,  cos  6,  sin  <9)] 
+  sin  0[Fy,(x,  y,  cos  0,  sin  0)  —  Fy,(x,  y,  cos  0,  sin  0)]. 
Nun  ist  aber 

Fx,(x,  y,  cos  0,  sin  0)  —  Fx>(xy  y,  cos  9,  sin  6) 


o) 

j  i 


eos 

o 
wobei:  03  ===  0  —  0-  und  eine  analoge  Formel  gilt  fur  Fyf. 

Ftiliren  wir  die  Differentiation  nacb  %  aus  und  machen  alsdann 
Ton  den  Formeln  (12  a)  Gebrauch.;  so  erhalten  wir: 

8foy;jp,2;jp,?) 

'  *  (  124) 
V       V 
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Die  beiden  Winkel  0  und  8  sind  nnr  bis  auf  additive  Yielfache  yon 
"2st  bestmnnt;  man  kann  die  letzteren  stets  so  wahlen,  daB 

—  se  <C  ca  <^  3t  . 

Da  alsdann  sin  (to  —  T)  zwischen  den  Integrationsgrenzen  sem  Zeichen 
nicht  wechselt,  so  konnen  wir  den  ersten  Mittelwertsatz  anwenden 
und  erhalten  die  folgende  Relation'1)  zicisdien  der  B-Funlfton  und  der 
Furiktion  Fl: 

&(%,  y\  cos  6,  sin  0;  cos  B9  sin  6) 

=  (1  -  cos  (6  —  0;)  FI(X,  y,  cos  0*,  sin  8*)  ,  (125) 

wo  $*  einen  Mittelwert  zwischen  0  und  &  bedeutet. 

Aus  diesem  Satz  ergeben  sich  eine  Anzahl  wichtiger  Folgerungen  : 

1.  Lassen  wir  8  gegen  8  konvergieren;  so  komnat 

L  ^*'^**%Lt&^F^9y,p,$  (126) 

e~e      1  —  cos  (6  —  6j  1V    >J'-W  ^        J 

Daraus  folgt,  daB  die  'Bedingung  (II)  eine  Folye  der  Bedingung  (IV)  ist, 

2.  Die  Bedingung  (IV)  ist  ihrerseits  in  der  starkeren  Bedingung: 

F±(x,  y,  cos  y,  sin  /)  ^  0  (Ila) 

fur  jeden  Punkfc  (x,  y)  von  ©0  und  fiir  jeden  Wert  des  Winkels  <y, 
enthalten. 

3.  Die  8-Funktion  verscnwindet  stets,  wenn  9  =  8  (7?ordentliclies 
Verschwinden^  nach  KNESER),  und  es  ist  dann  stets  auch 


Fiir  einen  Wert  #=j=#  kann  die  8-Funktion  nur  dann  yerschwmden 
(,,auBerordentliclies  Yerscb.winden")?  wenn  F^  (x,  y,  cos  y,  sin  y)  fur 
einen  Wert  y  =  8*  zwischen  8  und  6  verschwindet 

4.  Wenn  in  eineni  Punkt  (x,  y)  die  beiden  Funktionen  F(x,  y, 
cos  y,  sin  y)  und  FI($,  y,  cos  y,  sin  y)  fiir  alle  Werte  YOU  y  Ton  Null 
versehieden  smd,  so  miissen  beide  in  diesem  Pnnkt  fur  alle  Werte 
von  y  dasselbe  Zeichen  haben,.2) 

Dies  folgt  aus  (125),  wenn  man  fur  die  8-Funktion  ihren  Aus- 
druck  (120)  emsetzt  und  dem  8  einen  der  beide  11  speziellen  Werte 
gibt,  fiir  welehe 

Fx,(x,  y^  cos  8,  sin  6)  cos  8  +  Fyt(x,  y^  cos  8,  sin  0)  sin  6  =  0. 

x)  Satz  und  Beweis  nacli  WBIRESTRASS,  Vorlesungen  (1882).  Ygl.  auch  die 
analoge  Formel  beim  a?  -Problem,  §  18,  Gleichung  (28). 

*)  Yon  KNESEB  anf  anderem  Weg  Lewiesen,  Ygl    Le7irbuc7i_,  p   53 
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Betspiel1*  XVII:  Das  Integral 

f*yy'*dt 
3~=  I  ^+^'* 

*i 
zu  einem  Extremum  zu  maehen. 

Man  findet  fur  die  S-Funktion  den  Wert 


=  2/  sin2  (§  —  (9)  sin  (2  (9  +  §). 

Abgesehen  von  dem  Ausnahmefall,  wo  die  Leiden  Endpunkte  auf  der  x-A.ob.8e 
liegen,  kann  man  die  S-Funktion  durch  passende  Wahl  von  6  sowolil  negativ 
als  positiv  machen;  es  kann  also  kein  (starkes)  Extrenmm  stattfinden  In  dem 
erwShnten  Ausnanmefall  ist  60  das  Stiick  der  rc-Achse  zwischen  den  beiden 
gegebenen  Pnnkten,  nnd  S  ^  0  entlang  (£0  far  jede  Riohtnng  Q 

Allgemeiner  gilt  der  Satz  *),  daB  em  (starkes)  Extremum  —  im  allgemeinen  — 
nicht  emtreten  kann,  ivenn  die  Homogeneitatsbedmgung  (9)  mcht  nur  fur  positive, 
sandern  aucli  fur  negative  W&rte  von  "k  erfullt  ist,  was  z.  B.  allemal  eintritt^  wenn 
F  eine  rationale  Funktion  von  #',  y'  iat. 

Denn  in  diesem  Falle  gilt  (121)  auch  for  negati\re  Werte  von  £T  so  da6 

%(x,  y;  cos  0,  sin0;  cos  (0  +  *)»  sin(0-f  *))  =  —  $>(x,  y;  cos^,  sin0;  cos  6, 
Die  Bedingung  (IV  i  kann  also  nur  in  der  Weise  erfiillt  sein,  daB 

%(x,  y;  jp,  2;  £,  §)  ~  0 
entlang  ©0  fur  jede  Eichtung  0      Es  muB  also  auch. 


d6  36* 

sein.    Nun  findet  man  aber  durch  direkfce  Ausfdhrung  der  Differentiation  an  dem 
Ansdrack  (124)  die  Relation 

C32Q 

-j-t  +  8  =  Fl  (x,  y,  cos  a,  sin  5)  .  (127) 

06 
Es  mufite  also  auch 

J?i  (a?,  2/,  cos  6>,  sin  d)  =  0 

sein  entlang  (£0  fur  jedes  6  .    Dies  ist  aber  nur  for  ganz  spezielle  Funktionen  F 
und  auch  dann  nur  fur  singulare  Losungen  der  Differentiaigleichung  (I)  mbglich 

x)  Auf  dieses  Integral  fiihrt  NEWTON'S  Problem  des  EotationskQrpers  von 
geringstem  Widerstand,  vgl.  unten  §  54,  sowie  PASCAL,  VanationsrecTm'wg,  p.  ill; 
KNESEB,  JLehrbitck,  §§  11,  18,  26;  der  obige  Ausdruck  fur  d  rdnrt  von  WEIEKSTRASS 
her,  Vorlesungen  (188*2). 

*)  WEIERSTRASS,  Vorlesungen  (1879).  Fur  das  ^-Problem  gilt  der  Satz  nicht; 
denn  von  den  beiden  Richtungen  0  -and  6  +  <x  liefert  dann  immer  nur  eine  eine 
zulassige  Variation  P1P4cPs,  da  ja  jetzt  ^'>  0  sein  muB;  vgl.  §  25,  e) 
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c)  Die  Ittdikatrix; 

Die  Diskussion  des  Torzeichens  der  Fnnktionen  Fl  und  &  laBt  sich  nach 
CARATHEODOKY  ^  mit  Hilfe  der  ,,Indikatrixu  sekr  anschaulich  machen.  Die  Indt- 
katnx  fur  einen  Punkt  X  =  XQ,  ?/=z/0  des  Bereiches  &  ist  diejenige  Kurve, 
welch  e  in  Polarkoordinaten  $,  $  durch  die  Gieiehung 


definiert  wird  Dabei  wird  ^wie  auch  sonst  in  der  analytischen  Geometrie),  fest- 
gesetzt,  dafi  fiir  negative  TVerte  von  g  der  Radius  Tektor  ]  Q  vom  Pol  de& 
Koordinatensystems  aus  in  der  der  Eichtung  8  entgegengesetzten  Riehtung  zu 
konstruieren  ist.  Der  Pol  des  Koordinatensy steins  heifit  der  ,,Grundpunktf£  der 
Indikatrix;  wir  bezeichnen  ihn  mit  (2. 

In  rechtwinkligen  Koordinaten  |,  rj  wird  die  Indikatrix  mit  6  als  Parameter 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

?.  cos  6  sin  0 

;^r>     (12*a) 


aus  welcken  durch.  Differentiation 
nach  6  folgt 


Fig.  35 


Mit  BKlfe  von  bekannten  Satzen 
der  analytischen  Geometrie  beweist 
man  dann  leicht  die  folgenden 
Besultate- 

1.  Es  seien  Q  and  Q  die 
den  beiden  Pararneterwerten  0  und 
§  entsprechenden  Punkte  der  Indica- 
trix  Man  ziehe  den  Radius 
Yektor  GQ  und  konstruiere  im 
Punkt  Q  die  Tangente  QT  an 
die  Indikatrix  (siehe  Fig  35). 

Zieht  man  dann  durch  den  Punkt  Q  eine  Parallele  zu  GQ  und  ist  JR  der  Schnitt- 
punkt  deraelben  mit  der  Tangente  QT  so  ist2) 

QE        ^(^oi^oi  cos  0,  sin  ^;  cos0,  sin  6)  f      . 

___,  5= _ (J-AV) 

^V  F(xQ,  2/a,  cos  6,sin^) 

J)  C  CABATHEODOBY,  Uber  die  dislcontinuierlichen  Losungen  in  der  Vcuriations- 
rechnung,  Dissertation  (Gottingen  1904),  p.  69undMathematische  Annalen, 
Bd.  LZTT  (1906),  p  456.  CARATHEODORY  beschrankt  sich  auf  den  ,,positiv  de- 
finiten"  Fall.  Die  Eurve  ist  zuerst  von  G.  HAMEL  in  seiner  Dissertation:  Uber  die 
Geometrieen,  in  denen  die  Geraden  die  Kwrzesten  sind  (Gottingen  1901),  p.  52, 
betrachtet  worden. 

2)  Nach  brief licher  Mitteilung  von  Herrn  CARATHEODORY 
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mit  der  Yerabredung  fiber  das  Vorzeiehen,   daft  der  Quotient  QR/GrQ  po&itiT 
oder  negatiy  zu  nekmen  ist,  je  nachdem  die  beiden  Yektoren  QR  und  GQ  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerieniet  sind 
D  alter  gilt  die  Begel:  Wenn 


sm 
so  ist 

§  (#0  ,  yQ  ;  cos  6  ,  sin  6  ;  cos  0,  bin  #/  >  0 

,;#  nachdem  der  Punkt  Q  (6)  der  Indtlatrix  auf  derselben  Oder  der  entgegengesetzten 
Mte  der  Tangente  an  die  Indikatnx  im  Punlt  Q(6)  liegt,  uie  der  G-rund- 
punJct  (jr. 

Ist  dagegen  F(x^^yG,  cos§,  sin©XO,  so  sind  in  der  Ungleichung  fiir 
die  S-Funktion  die  Zeichen  ]>  und  <  zu  vertanschen. 

2.  Aus  der  leicht  zu  beweisenden  Formel 


in  welcher   die   Akzente  Differentiation  nacn  0  andeuten,   scWiefit  man  weiter: 
Wenn 

JF(#0,2/0,  cos0,  sin0)>0, 
so  «si 

-^i  («o  7  2/oi  cos  e>  sin  d)  >  °  °der  <  °  7 

jenaehdem  die  Indtkatrtx  im  Punkt  Q(&)  ihre   konTcave    Oder  konvexe   Se^te   dem, 
Grrundpmikt  Q-  zukefirt 
Ist  dagegen 


so  sind  in  der  Ungleichung  fur  F^  die  Zeichen  ]>  und  <  zu  vertauschen 

Hiernach.  lassen  sich  die  unter  b)  aus  der  Eelation  (125)  gezogenen  Folge- 

rungen  unmittelbar  an  der  Indikatrix  ablesen;    ebenso  der  ebendort  bewiesene 

Satz  yon  Weierstrafi.  Weitere  Anwendungen  der  Indikatrix  folgen  in  §§  36,  a) 

uud  48,  c) 

Beispiel  XVI-  Geodatische  Limen     (Siehe  pp.  209,  228,  240)    Hier  lautet 

die  Gleichung  der  Indikatrix  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

E|2+2Fir!4-G»3a=l. 

Wegen  (35)  ist  die  Indikatrix  also  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Gmndpunkt  Gr  zusammeniallt.  Hieraus  schlieBt  man  sofort.  dafi  F1  >  0  fur 
jedes  6. 

Beispiel  XVII.    (Siehe  p.  246) 


Die  G-leichung  der  Indikatrix  in  Polarkoordinaten  lautet 


^^ 

~~"  y  sin8  0 
Hier  ist: 


§  31.    Das  Feld  und  das  Feldintegral. 


24& 

Daxaus  folgt,  daB  die  Indikatrix  aus  zwei  zusammenfallenden  Zweigen  bestent, 
von  denen  der  eine  den  Werten  von  0  von  0  bis  K  ^>0;,  der  andere  denen 
von  a  bis  27r(e<0y  entsprieht 


Ben  Werten 


'-±f' 


±- 


entsprechen  Wendepunkte  der  Indikatrix. 
In  diesen  Punkten  wechselt  die  Funktion 


=  2  y  sin  0(8  —  4sina0i 

ihr  Vorzeichen  Das  Yorzeichen  von  J\ 
ist  in  den  verschie  denen  Sektoien  -von 
Fig.  36  eingetragen. 

Aus  dem  Zusammenfallen  der  beiden 
Zweige  folgt  sotort  geometrisch,  daB  die 
beiden  Funktionen 


;  cos  0,  sin  0)   und    8^,j/ 
stets  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  x) 


Mg    36 


§  31.     Das  Feld  und  das  Feldintegral. 

Indem  wir  Tins  jetzt  zar  AufsteHnng  hinreicliender  Bedingungen 
wenden?  taben  wir  zunachst  wieder  den  Begriff  eines  Feldes2)  yon 
Extremalen  einzufiiliren. 


a)  Der  Satz  von  der  Existenz  eines  Feldes. 
Die  Grleiclmngen 


i)  (130) 

mogen  eine  beliebige  Schar  von  Extremalen  darstellen,  welche  unsern 
speziellen  Extremalenbogen  @0  enttalt  (fur  a  =  a0),  und  welclie  die  in 
§  27,  d)  unter  A),  B)  und  C)  aufgezahlten  Eigenschaften  besitzt 


x)  Hiezu  die  Ubungsaufgabe  Nr.  8  am  Ende  dieses  Kapitels. 

2)  Vgl.  die  analogen  Entwicklungen  far  das  x-  Problem  in  §  16.  Die  dorb 
gegebene  Definition  des  Feldes  ist  ntur  darin  zu  modifizieren,  daB  jetzt  die  das 
Feld  bildenden  Extremalenbogen  in  Parameterdarstellung  gegeben  smd,  und 
ausdrucMich  vorausgesetzt  wird,  da6  dieselben  keine  mehrfachen  Punkte  "be- 
sitzen. 
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Wir  setzen  iiberdies  roraus;  daB  der  Bogen  @0  Tceine  mehrfachen 
besitzt  und  daB  die  Funktionaldeterminante 


*(*> «)  -  iff 

entlang  dem  Bogen  (£0  Ton  Null  Yersctdeden  ist?  d  h    also 

A(j^  00)  =j=  0    ftir    #!<;£<;  4  •  (131) 

Alsdann  lassen  sich    nach.  §  22?  d)   und  §  21 ,  bj   zwei  positire 
Grofien  \  /r 


*-k 


Fig    37 


as. 


7^,f  rrt  7      .^   m  /  r   ^3  (\  OO\ 

/'  ^^  ?•<    "~~"   JL  •<  »  ft'  <;^.  jt,  o      "~  ^9  >  A   '^.^  Cv «  I  JLO^C  / 

so  klein  wahlen?2)  daB  die  Gleichungen  (130)  eine  em-eindeutige  Be- 
ziehung  zwischen  dem  Rechteek8) 


x)  Man  kann  diese  Bediagung  fallen,  lassen,  wenn  man  mehrbrattrige  Felder 
nach  Art  einer  Biemann'schen  Flache  einfiilort.  Der  Bevels  ergibt  sich  leicht 
ans  dem  folgenden  Hilfssatx:  Jede  Kwrve  der  JZlasse  Cf 


2aftt  sich   %n   eine   endliche  Anzahl  von  IBogen  ohne  mehrfache  PunJcte   zerlegen 
Mit  Hilfe  des  Mittelwertsatzes  und  der  Stetigkeitssatze  zeigt  man  namlich, 
daB  man  stets  eine  positive  Grofie  2  bestimmen  kann,  so  dafi 

(«(0  —  x(t")Y  +  (y(t'}  -  #(f'))2  4=  0 

fur  je  zwei  Werte  t'  ,  f  des  InterraUs  [^  ^2]T  fOr  welche  [  f  —  T  |  <  Z. 

3)  Wegen  der  Definition  der  Grofien  Tx,  TZl  siehe  §  27,  d)  nnter  B). 

s]  Ffir  manciie  Anwendungen  ist  es  notig,  das  Eecbteek  etwas  allgemeiner 
in  der  Form 


anzmiennien 
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61:          fi-ft^f^*2-hft,        \a-aQ    ^k 

in    der  t9  &-Ebene    und    dessen  Bild  of  in   der  a;,  y-Ebene  definieren, 
und  daB  gleiehzeitig 

A(f,aj=HJ  (133) 

im  ganzen  Bereich  (St. 

Wir  nennen  dann  wieder  den  Bereieh  tfein  den  Bogen  S0  umgebendes 
Feld.  gebildet  von  den  Extremalen  der  Schar  (  130).  Naeh  §  22,  c) 
nnd  dj  liegfc  der  Bogen  60  ganz  im  Innern  von  of?  so  da6  also  der 
Bereicb.  oP  iin  Sinn  von  §  257  d)  eme  ^Umgebnn^  des  Bogens  @L 
bildet.1; 

Ferner  sind  im  Bereieh  GL  die  Ungleiehungen  (77)  erfiillt  und  das 
Feld  of  liegt  ganz  im  Innern  des  Bereiches  31,  da  wegen  (132)  das 
Rechteck  00  ganz  im  Bereieh  (76)  enfchalten  ist. 

Wo  es  notig  wird?  die  die  Ausdehnung  des  Feldes  bestiminenden 
OroBen  h,  It  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen,  sehreiben  wir  €Lh  k 
und  oPA  a  fitr  €L  und  of. 

Dureh  die  ein-eindeutige  Beziehung  (130)  zwisehen  den  beiden 
Bereicben  (9L  und  of  werden.  t  und  a  fur  den  gaiizen  Bereieh  of  als 
eindeutige  Funktionen  von  x  und  y  definieri  Wir  bezeichnen  die- 
selben  mit 


so  daB  also,  identiseh  in  of^ 

)  =  y,  (134) 


und  umgekehrt 

t(qo,*)s/,        a(gD,^)  =  a,  (134a) 

identiseh  in  (St. 

Es  gelten  dann  in  oP  die  Ungleicliungen: 

^-71^1(0?,^)^^  +  A,        loC^y)-^!^*.          (135) 

Die  inversen  Funktionen  t(%,»y)?  &(%,$/)  siad  naeh  §  22,  d)  im 
Bereieh  oP  (mindestens)  von  der  Klasse  C'.  Ihre  partiellen  Ableitungen 
ergeben  sich  aus  den  Gleiehungen 


^  Man  kanu  auch  hier,  ebenso  wie  in  §  16,  a),  den  Satz  von  SCHONFLIESS 
{A  YII 2)  anwenden,  mit  demselben  Besultat  wie  dorfc. 
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wobei  die  Klammern  andeuten,  dafi   die  Argumente  YOB  9^,  <pa  usw. 
die  Funktionen  t,  a  sind. 

Durch  jeden  Punkt  P(x,y")  des  Feldes  gelit  erne  und  nur  eine 
Extremale  ©a  der  Schar  (130)  ;  fur  welche  der  Parameter  a  der  Be- 
dingung  |  a  —  a0  1  <^  Jt  genfigt,  wahrend  gleichzeitig  der  den  Punkt  P 
liefernde  Wert  von  t  der  Ungleichung  t±^  h<^t<^t>2  +  h  geniigt. 
Diese  Extremale  @a  hat  im  Punkt  P  eine  ganz  bestiinmte  positive 
Tangente;  die  Riehtungskosinus  p,  q  derselben  sind  daher  im  Be- 
reicli  oP  eindentig  defimerte  Funktionen  von  x  und  y,  die  wir  mit 
%>(x>y}>  <l(x>y)  bezeiehnen.  Ihre  erpliziten  Ansdriicke  sind  nach  (4) 

q  (X,  y)  =  —  =^=v  -          (137) 

'          } 


__     ,  , 

+  (^  v&y  + 

den   fiber  9  und  ty  gemachten  Voraussetzungen   sind   die 
Funktionen  p(x,  ij)  ?  %(%9y)  im  Bereich  of  von  der  Klasse  C'  '. 

b)  Definition  des  Peldintegrals: 

Wir  nehmen  jetzt  auf  der  Fortsetzung  des  Bogens  @0  iiber  Pt 
hinaus  einen  Punkt  Pa(£  =  £0)  an;  derart  daB 


und   ziehen    durch  P0    eine  Kurve  ^0)    die   wir   uns   folgendermaBen 
herstellen: 

Es  sei  %0(a)  eine  im  Interval!  [a0—  k,  aQ+  K]  eindeutig  defimerte 
Funktion  von  a  von  der  Klasse  C',  welche  der  Anfangsbedmgung 

*o(«o)-*o  (138) 

genugt.  Durch  Verkleinerung  von^  konueii  wir  dann  stets  erreichen?  dafi- 

?i<  %«(<*)<  ti-h  (139) 

im  ganzen  Intervall  [a0  —  •  &;  a0  +  %]  . 
Setzen  wir  dann 


(a),  a)  -  jr0(a),  (140) 

so  sind  die  Funktionen  £0(#),  ^0  (a)  vorL  ^er  Klasse  6r'  in  [<^0  —  #; 
und  die  Gleichungen 


definieren  eine  Kurve;  welche  durch  den  Punkt  P0  geht. 


§  31     Das  Feld  uad  das  Feldintegral. 
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Die  Kurve  $0  kann  aucli  in  einen  Puakt  ausarten;  wenn  es  sich 
n'amlicn  trifft,  dafi  die  durch  die  Gleichungen  (140)  definierten  Funk- 
tionen  ^0(a)>  2A>(a)  sicn  auf  Konstante  reduzieren,  die  dann  mit  den 
Koordinaten  des  Punktes  P, 


identiscb.  sem  inussen.  ISTaturlieli  kann  dies  nur  dann  eintreten,  wena 
alle  Extremalen  der  Schar  (130j  dnrch.  den  Punkt  P0  gehen;  in  diesem 
Fall  ist  die  Funktion  ^0(a)  mit  der  in  §  27,  d)  unter  E)  ebenso  be- 
zeichneten  Funktion  identisch. 

Jetzt  sei  P3(^37«/3)    irgend    ein  Punkt   des  Feldes  of;    dnrch  ihn 
geht  eine  und  nur  erne  Extremale  des  Feldes 


WO 


Dem  Punkt  P3  moge     ,. 
auf   ©5    der   Wert   *  =  £3     J 
entsprechen.      Aus    (140) 
folgt,   daB  die  Extremale 
@3  die  Kurve  £0  in  dem- 
jenigen  Punkt  P4  sebneidet, 
der  auf  der  Kurve  @s  durch 

den  Wert  ^  —  ^(^g),   auf    der  Kurve  S0   durch  den  Wert  a  == 
liefert  wird.     Da  ^3  ^  ^  —  h,  so  ist  nach  (139) 


A, 


4-* 


mg 


Wir  betracliten  jetzt  nnser  Integral 

J=fF(x,y,x',y'}dt 

genommen.  entlang  der  Extremalen  @3  yom  Punkt  P4  bis  zum  Punkt 
P3.     Schreiben  wir  zur  Abkiirzung 


und  machen  von  der   Abkiirzung  (83)  Grebraueh,  so   ist   der  Wert 
des  Integrals1) 


J)  Dies  ist  nur  richtig,  -weil  *8>*°.  Ware  tf°>£8,  so  mufite  man  zuerst 
auf  dem  Bogen  P4JPS  eine  den  Sinn  umkehrende  Transformation  *=  —  T  aus- 
fahren,  vgl  §  25,  b). 
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JC|  (P4P8)  -SFfe  <O  <»  =  *&,  *a)  .  (141) 

/° 

Derselbe  ist  zunachst  als  Funktion  von  ts,  a3  gegeben;  da  er 
jedoch  durch  die  Lage  des  Pimktes  P3  eindeutig  bestimmt  ist,  so  ist 
er  zugleich  eine  im  Felde  of  eiiideutig  definierte  Funktion  von  #3;  y9f 
die  wir  mit  W(%$,y3)  bezeiclinen  und  das  zum  Feld  oP  getiorige  Felcl- 
integral,  gerechnek  von  tier  Kurve  $0  aus,  nennen. 

Das  Feldmtegral  ist  also  explizite  gegeben  durch.  die  GKLeichung 


,  ys)  =  n  (t  &s  ,  &)  ,  a  (d?8,  y3))  .  (142) 

c)  Die  partiellen  Ableitungea  des  Feldintegrals:1) 

Es  sollen  nunmehr  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion 
xB,y%)  nach  ^3,^3  berechnet  werden;  dabei  lassen  wir  jedoch.  der 
einfacheren  Schreibweise  wegen  den  Index  3  bei  den  GrroBen  #3?2/3; 
t^  a3  weg 

Aus  (142)  folgt  zimachst 


— 
80?  ""  \Stf  Wx  ~ 

wobei  wir  wieder  durch  Binklaramern  andeuten;   daB  nach  der  Diffe- 
rentiation t,a  durch  t(x,y),  &(%,y)  zu  ersetzen  sind. 

Welter  ergibt  sich  aus  (141)  nach  den  Regeln  fur  die  Diffe- 
rentiation eines  bestimmten  Integrals  nach  den  Grenzen  und  nach 
emem  Parameter 

),  (144) 


wobei  durehweg  von  der   Abkurzung    (83)   und    (83  a)    Gebrauch  ge- 
macht  ist. 

Beachtet  man  jetzt,  dafi 


und  wendet   auf  das   dritte   und  vierte  Glied  unter  dem  Integral  die 
Lagrange'sche  partielle  Integration  an;  so  kommt 

2)  N&ch  KNESER,  Lehrbuch,  §§  14,  15,  20 
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cu_ 

ca 


t 

+f  [(*'-£**)* 


Nun  ist  aber 


da  die  Kurve  <S3  eine  Extremale  ist     Wenn  man  noch  beachtet   dafi 
wegen  (10) 

%(t,  a)  -  <pt(t,  a)^,(t,  a)  +  ^<f,  a)^jt(t,  «), 
so  erhalt  man 

U  -  3^  («,  «)  9a  (t,  a)  +  &,  (t,  a)  ^ ,  t,  a)  f 


Wir  fuhren  die  Eechnung  zunachst  fur  den  schon  oben  erwahnten 
spezieUen  Fall  weiter,  wo  die  Extremalen  der  Schar  (130)  alle  durch 
den  Punkt  P0  gehen  und  die  Kurve  $0  auf  den  Punkt  P0  zusammen- 
schrumpft.  Das  Feldintegral  ist  dann  einfach  das  Integral  J  vom 
Punkt  P0  nach  dem  Punkt  P3  entlang  der  Extremalen  @3.  In  diesem 
Fall  gelten  fur  die  Schar  (130)  die  Gleichungen  (81),  und  daher 
reduziert  sich  der  Ausdruck  fur  du/ca  auf: 

CU          rr 

-fc~$*  (*,  «)  9 a  (*,  <*)  +  9>  (t,  a)  ^a  (t,  a) .  (146) 

AUgemeiner  tritt  dieselbe  Vereinfachung  allemal  dann  (und  nur 
dann)  ein;  wenn  die  Funktion  f==^0(a)  der  DijBferentialgleichung 


(#»,  a)  |J )  -  0 
genugt.     Da  nach  (140) 

V.C^^  +  V^aJiJ-VW,         ^W^+^W^S-^oW, 
so  Ia8t  sieli  die  Bedingung  (147)  aucli  schreibeu 

9V(^  «)  V(»)  +  9>(<°,  «) »o'(«)  =  0 ,  (147 a) 

oder  auek  in  etwas  anderer  Bezeichnungsweise 

F*(X,  y,  x,  /) «0'  +  F*(X, y, *',  y") y0' 4 -  ° 
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Die  Bedingmig  (147  b)  driickt  aber,  wie  wir  bei  der  Behandlung 
des  Problems  mit  variabeln  Endpunkten  sehen  werden,  fur  den  Fall 
der  Parameterdarstellung  aus,  dafi  die  Extrenaale  @g  Im  Punkt  P4 
von  der  Kurve  $?0  transversal1)  geschmtten  wird;  ist  diese  Bedingung 
also  fur  jeden  Punkt  der  Kurve  $0  erfiiilt,  was  eben  durcli  das  Be- 
stehen  der  Differentlalgleichung  (147)  ausgedruckt  wird,  so  ist  die 
Kurve  $0,  in  der  schon  fruher  benutzten  Termiaologie,2)  eine  Trans- 
versale der  Extremalenschar  (130). 

In  dem  speziellen  Fall  einer  Extremalenschar  durch  einen  festen 
Punkt  P0  kann  der  Punkt  P0  als  eine  clegenerierte  Transversale  be- 
trachtet  werden,  da  alsdann  die  Bedingung  (147  a)  stets  erfullt  ist. 

In  den  Ausdriicken  (144)  und  (146)  fiir  cit/ct,  £ii/da  hat  man 
n,un  schlieBlicli  t,  a  statt  t,  a  einzusetzen  und  die  erhaltenen  Werte 
in  (143)  einzufuliren.  Macht  man  dabei  von  den  Grleiohungen  (136) 
Grebraucli;  so  erb.*alt  man 


OX 


Erinnerfc  man  sick  jetzt  der  Identitaten  (134),  fuhrt  die  durch  (137) 
definierten  Richtungskosmus  p,  q  em  und  benutzt  die  Homogeneitats- 
^eigenschaft  (13)  der  Funktionen  Fx,7  Fyf,  so  erhalt  man  deia  Funda- 
mentalsatz:3) 

Wird  das  Fddiniegral  W(x,  y)  von  einer  Transversalen  der  das 
Feld  Wdenden  Extremalenscliar  aus  gerechnet,  so  liaben  die  partiellen 
AUeitungen  desselben  folgende  einfache  Werte: 


wobei  p  »  P(XJ  y),  q  «  q(x,  y)  die  EicMungskosmus  der  positives  Tan- 
gente  der  durch  den  PunM  (x,  y]  gehenden  Feldextremalen  %m  Punkt  (x,  y) 
~ 


Wir  werden  die  Formeln  (148)  die  ^Hamiltovi  sclien  Formeln" 
nennen;  da  sie  in  allgemeineren4)  zuerst  von  HAMILTON  entdeekten 
Formeln  enthalten  sind. 

Es  wirft  sich  hier  die  Frage  auf;  ob  man  durch  den  Punkt  P0 
stets  eine  Transversale  der  Schar  (130)  ziehen  kann;  d.  h.  ob  die 

x)  Vgl.  §  7,  b)  und  §  36,  a),  2)  Vgl.  §  20,  aj. 

*)  In  dieser  Form  zuerst  von  BJ^ESER  gegeben,  Lehrbuch,  pp.  47?  69  Die 
Formeln  entsprechen  beim  x-  Problem  den  zuerst  von  BELTRAMI  gegebenen 
Formeln  (41)  des  dritten  Kapitels. 

4)  VgL  §  37,  b). 
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Differentialgleichung  (147)  stets  ein  Integral:  t°  =  #0(a)  der  Klasse  Cr 
besitzt,  welches  der  Anfangsbedingung  (138)  geniigt.  Sekreibt  man 
die  Differentialgleicnung  (147)  in  der  naeh  (10)  damit  aquivalenten 

Form 

rit® 
%(**,  «)  3i-  +  ?X'(t°,  a)  9a(t°,  a)  +  9^(*o,  ^(^  fl)  _  0; 

so  erkennt  man  auf  Grund  des  Caucny'scnen  Existenztheorems,  daB 
ein  solches  Integral  stets  existiert,  wofern 


^  +  O.  (149) 

Wenn  die  Kurye  ®0  keine  Transyersale  ist,  so  fallen  die  Formeln 
ftir  die  partiellen  Ableitungen  yon  W(x,  y)  etwas  komplizierter  aus? 
da  jetzt  in  Grleichung  (145)  das  auf  t  =  £°  beziigliche  Grlied  nicht 
yerschwindet.  Dasselbe  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  a;  das  un- 
bestimmte  Integral1)  derselben  bezeiehnen  wir  mit  £(a),  so  daB  also 


Dann  hat  man  in  den  beiden  Formeln  (148)  reclits  noch  das  Zusatzglied 

c.//\8tt  &/    \    d& 

-£(0)^,    resp.    -&(o)^ 
hinznzufdgen.     Setzt  man  daher 


so  lauten  die  Formeln  fur  cfo'e  partidlen  Ableitungen  des  Feldintegrals, 
gerechnet  von  einer  ~beliel>igen  Kurve  ^ 


die  Funktion  &(x}  y)    ist    im  Feld    eindeutig    definiert  und  yon   der 
Klasse  0". 

Aus  den  Formeln  (148),  resp.  (148  a),  ergibt  siek  unmittelbar  das 
Hillerfsche  invariants  Integral**)  fur  den  Fall  der  ParameterdarMl^mg: 
Zieht  man  namlicn  zwisehen  zwei  beliebigen  Punkten  P37  P4  des 


J)  VgL  dazu  KNESEE,  Lekrbiich,  §  20. 

^  Vgl.  §  17,  a\  Einen  direkten  Beweis  des  [Jnabliangigkeitssatzes  fiir  den 
Fall  der  Parameterdarstellung,  der  sich  mekr  an  den  Gedankengang  von  Hilbert*s 
arsprungliclieni  Beweis  ansehlieBt,  gibt  BLISS,  Transactions  ofthe  American 
Mathematical  Society,  Bd.  T  (1904=),  p.  121. 

Bolza,  VariationsreclLimjig.  17 
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Feldes  irgend  eine  ganz  in  of  verlaufende  Knrve  S,  so  ist  der  Wert 
des  Linienintegrals 

x>(%,  y,  P,  2)  <1&  +  Fyt(x,  y,  p,  q)  dy]  ,  (150) 

(£ 

genommen  entlang  der  Kurve  S,  voro  Integrationsweg  unabhangig* 
und  nur  von  der  Lage  der  beiden  Endpnnkte  abkangig,  wofera  die 
GrroBen  p,  %  dieselbe  Bedeutnng  haben  wie  in  den  Formeln  (148)  und 
(148  a).  Denn  aus  letzteren  folgt,  da8 


y,}}         (151) 
® 

falls  das  Feldintegral  von  einer  Transversalen  aus  gerechnet  wird;  und 


fur  den  Fall  einer  beliebigen  Kurve  S0. 

Aus  (148  a)  folgt  weiter,  da8  die  Funkticmen  $(x,  y\  %(%,%)  der 
gartietten  jDifferentialgleicJmng 

r\  o 

fij  -^(^  y,  jp,  ff)  -  35  J^(ic,  y,  p,  g)  (152) 

yeniigen,  entsprectend  der  partiellen  Differentialgleichung  (19)  von  §  17. 

Endlieh  schliefit  man1)  aus  (148)  und  (147  a): 

Wird    das   Feldintegral    W(x9  y)    von    einer    Transversalen    aus 
yereehnet,  so  ist 

,  y)  ***  konst 


entlang  jeder  Transversalen  der  E$tremalen$char  (130), 
Ist  namlich.2) 


x  «  g>(%(a),  a)  =  x(a]  ,         ij  =  ^(^(a),  a)  s  y(a) 
eine    beliebige  Trail  sversale    des  Feldes^    so    dafi  also?   identisch  in  a, 

#'(«)3U<,  «)  +  TO9>(*,  a)|'-^  -  0, 
so  folgt  aus  (148),  daB 


J)  Vgl.  §  20,  a)  und  §  44,  b; 

*)  Vgl.    das   oben   ubei   die  Kurve  ^0  gesagte,  insbesondere  die 
(147  a). 
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Unter  derselben  Toraussetzung  erhalt  man  die  partielle  Differen- 
tialgleichung1)  fur  die  Funktion  W(x7  y)  durch  Elimination  von  p,  % 
aus  den  beiden  Grleichungen  (148)  und  der  Gleichung: 


§  32.  Per  "WeierstraB'selie  J^Tindamentalsatz  und  die  Mnreic3ienden 

Be  dingungeii. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  den  WeierstraB'sehen  Fundamental- 
satz2) iiber  die  Darstellung  der  totalen  Variation  AJ"  durcli  die 
8 -Funktion  auch  fiir  den  Fall  der  Parameter darstellung  zu  beweisen 
und  daraus  hinreichende  Bedingungen  fur  ein  Extremum  abzaleiten. 

a)  Die  Weierstrafi'sclie  Konstruktion: 

Wir  wollen  uns  Ixier  zum  Beweis  des  Weierstrafi'schen  Satzes 
der  sogenannten  ,,WeierstraB'schen  Konstraktion"3)  bedienen.  Zu 
diesem  Zweck  zielien  wir  —  unter  Festhaltung  der  Yoraussetzungen 
und  Bezeichnungen  des  vorigen  _  _ 

Paragraphen   —   voni    Punkt  Px  ^  —  """"  ~~  , 

nacn  dem  Punkt  P2  irgend  eine 
Kurve  der  Klasse  C'i 


40 


welehe  ganz  im  Feld  of  gelegen 
ist.  Dabei  nehmen  wir  der  Ein- 
facrJieit  halber  die  Bogenlange  s, 

gemessen    von    einem   festen    Punkt   der    Kurve    S    als    Parameter. 
Durch   einen  beliebigen  Punkt  P3(xsy  y^)  von  S  geht  dann  eine 
und  nur  eine  Bxtremale  @3  des  Feldes;  dieselbe  sclineide  die  Kurve  $0 
im  Punkt  P4  (vgl.  §  31,  b)). 


')  Vgl.  §  20,  b).  *)  Vgl    §  17,  c). 

*)  WEIERSTRASS  selbst  hat  die  nacli  ilim  benannte  Konstruktion  zuerst  1879 
gegeben ,  und  zwar  fur  die  Extremalenseliar  durcli  den  Punkt  Pl .  Dabei  er- 
geben  sicit  jedoch  gewisse  Sclrwierigkeiten,  da  man  es  mit  einem  ,,uneigentliehen" 
Feld  zu  tun  hat  (vgl  p  104,  Fufinote  x)  und  §  33,  a).  Urn  dieselben  zu  venneiden, 
hat  ZEEMELO  (Dissertation,  pp»  87T  88)  statt  dessen  die  Extremalenscnar  durch 
elnen  jenseits  von  P±  gelegenen  Punkt  P0  eingefuhrt.  Die  im  Text  gegebene 
Verallgemeinerung  auf  ein  beliebiges  Feld  ruhrt  von  KNESEK  her  (Lehrbueh, 
§§  14,  17) 

17* 
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Wir  betrachten  nunmehr  das  Integral  J~,  genommen  rom  Punkt  P4 
entlang  der  Extremalen  @3  bis  zum  Punkt  PB  und  vom  Punkt  P3 
entlang  der  Kurve  @  bis  zum  Punkt  P2.  Der  Wert  dieses  Integrals 
ist  eine  eindeutige  Funktion  des  Parameters1)  s  des  Punktes  P3  auf 
der  Kurve  (£,  die  WIT  nut  S(s)  bezeiehnen,  so  daB  also  in  der  schon 
mekrfach  benutzten  Bezeieknungsweise 

S(8)~J*  +  J»,  (153) 

wobei  durch  Uberstreichen  wieder  Integration  entlang  der  Kur^e  S 
angedeutet  wird  _^ 

Wir  lassen  jetzt  den  Punkt  P3  die  Kurye  ©  von  Px  bis  P2  durct- 
laufen.  Fallt  P3  mit  Pt  zusammen;  so  fallt  ©3  mit  dem  Bogen  P0P1 
der  Extremalen  @  zusammen  und  es  kommt 


Fallt   dagegen   der  Punkt  P3  mit  dem  Punkt  P2  zusammen  ,    so   er- 
halten  wir2) 


Also  ergibt  sich  fiir  die  totale  Variation 

A  J  =  /1S  ~  J"12  ^  Jf  —  eTffi. 

der  Ausdruek 

5(«,)].  (154) 


Da  die  Puuktion  S(s)7  wie  wir  sofort  sehen  werden^  im  Intervall 
[si%]  el]cie  stetige  Ableitung  Sf/(s)  besitzt^  so  konnen  wir  die  letzte 
Gleichung  auch  scLreiben 

X 

(s)ds.  (154a) 

Die  BerecknuBg  der  Ableitung  S'(s)  bietet  nach  den  Eesultafcen 
Ton  §  317  b)  keinerlei  Scbwierigfeeiten.  Denn  eicerseits  ist  nach  der 
Defimtion  des  Feldintegrals 

^43 

also 


J)  Der  einfacberen  Schreibweise  halber  schreiben  wir  5  statt  $s. 

^  Streng  genommen  ist  $($2)  niclit  definiert,  und  die  obige  Gleichung  ist 
durch  einen  (leicht  ausfahrbaren)  Grenzubergang  211  erschliefien ,  wobei  S(sJ 
duxcb.  den  Grrenzwert  S($s  —  0}  definiert  wird 
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also  nacli  (148),  wenn  wir  der  EinfaeKbeit  halber  zunachst  annehraen, 
daB  die  Kurve  ®0  eine  Transversale1)  ist, 

-gf  -  F*(**>  2/3;  PS?  ?s)ft  +  FV(X*>  »3>jp 

indem  wir  zur  Abkurzung 


schreiben. 

Andererseits  1st 


also 


Indem  wir  die  beiden  Resultate  kombinieren,  und  uns  der  Definition 
(120)  der  8-Fnnktion  ennnern,  erhalten  wir  daher2) 


und  somit  nach  (154  a) 

,  %;  A»  ^5  FB>  y8)^-  (156) 


1st    die  Kurre  ^0   keine  Transrersale^    so  ist  nach  (148  a)    detn 
obigen  Ausdruck  fur  dJ^/ds  nocli  das  Glied 


hinzuzufdgen.    Das  Integral  dieses  Zusatzgliedes  nach  s  zwischen  den 
Grenzen  %  und  s%,  namlicli 


ist  aber  gleicb.  Null.   Denn  nach.  der  Definition  der  Funktion  eo(#7  y)  isf 

*)  Dabei  soil  stets  der  Fall  mit  inbegriffen  sein,  wo  die  Kurve  £0  in  den 
Ponkt  P0  degeneriert. 

2)  WEIEKSTRASS  beweist  dieses  Besultat,  indem  er  die  Differenzenquotienten 

..,  ^  ^    <JH — LJ  berecknet  und  dann  znr  Gxenze  ubergelit;  vgl.  BOLZA,  Lectures 

±h 

§  20,  b)  und  HANCOCK,  Lectures,  Axt  161. 
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G>(#I?  j/J  =-  £(a(z1;  &))>         <*(%;  3fc)  *-  ?(<*( 

und  da  die  beiden  Punfcte  P1  und  P2  auf  derselben  Extremalen  (a  =»  «0) 
des  Feldes  liegen,  so  1st 


Somit  gilt  die  Gleichung  (156)  auch?  wenn  $0  keine  Transversale  ist. 

Dasselbe  Resnltat  bleibt  auch  noch.  bestehen,  wenn  die  Kurve  6 
eine  endliclie  Anzahl  yon  ,J3ckeric  besifczt?  also  nach.  unserer  Tenni- 
nologie1)  irgend  eine  ^gewohnliclie  Kurve"  ist.  Denn  zunachst  folgt  aus 
den  expliziten  Ausdrucken2)  far  J#  und  J^  nach  A  III  4  und  A  V  4, 
daB  die  Fanktion  S(s)  auch  in  diesem  Fall  im  Interval!  [SLSS~\  stetig 
ist  Ferner  behalt  auci.  die  G-leicliung  (155)  —  eventuell  mifc  dem 
Zusatzglied  (157)  —  ihre  Gfiltigkeit,  wofern  man  auf  beiden  Seiten 
die  Differentialquotienten  nach  s,  (zu  denen  auch  p3?  q3  gehoren),  durch 
die  vorderen?  resp.  hinteren  Derivierten  ersetzt?  da  die  bei  der  Ab- 
leitung  von  (155)  benutzten  Differentiationsregeln  auch  fur  rechts- 
seitige  und  linksseitige  Differentiation  gelten.  Hieraus  folgt  nach 
A  V  4  durch  Integration  die  Grleiehung  (156). 

Wir  haben  somit  den  Weierstrafi'sctwn  Fundamentalsate  fur 
den  Fall  der  Parameterdarstellung  bewiesen: 

Wenn  der  Extremalenbogevi  ©0  sich  init  einem  Feld  unigeben  lafit, 
so  Idflt  sich  fur  jcde  ganz  im  Feld  gelegene,  die  bdden  PtmJde  P1  und 
-P2  verbmdende  getvolmliehe  Kurve  ®  die  totale  Variation 


durch  die  %-Funktim  ausdrtieken  in  der  Form 

A  j  =/«(*,  y;p,^J>,$ds.  (156) 

*i 

Dabd  ist  (55,  y)  eln  Punkt  der  Kurve^L;  p,  g[  sind  die  RicMungsJcosinus 
der  positiven  Tangente  der  Kurve  (£  im  PunU  ($,  y),  und  p,  q  sind 
die  Eichtungskosinus  der  positiven  Tangente  der  durch  den  Purikt  (x,  yf) 
gehenden  Extremalen  des  Feldes  im  Purikt  (x,y). 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis  des  WeierstraB'schen 
Satzes  nach  HILBEET  mittels  des  invarianten  Integrals  (150)      Denn 


')  VgL  §  25,  a). 

2)  Wegen  der  Bedentung  des  Integrals  J^  entlang  einer  Knrve  mifc  Ecken 
vgl   p,  197,  Fufinote  2). 
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da  nach   der  Definition   der  Funktionen  p(x,yj9  q(xfy)   entlang  der 


Bxtremalen  @0 


so  folgt  unter  Berucksichtigung  von  (10;  und  (13),   daB  entlang  @0 
F*(®>  y>P>  2)  dx  +  Fy,(xy  y,p,  q)dy 

-  (F^S ,  y,  3:',  i,r)  xr  +  Fy,(x,  y,  xf,  yf)  If}  dt  -  F(  J  ,  ,y,  3>\  y ')  dt 
Daher  ist 

worans  sich  ganz  wie  in  §  17,  c)  ein  zweiter  Beweis  des  WeierstraB- 
schen  Satzes  ergibt. 

b)  Hinreichende  Bedingnngen: 

Mit  Hilfe  des  WeierstraB'schen  Pundamentalsatzes  ist  es  nun 
leicht  zu  beweivsen,  daB  die  vier  bisher  fur  ein  starkes  Minimum  des 
Integrals  J  als  notwendig  erkannten  Bedingungen  —  von  gewissen 
Ausnahmef alien x)  abgesehen  —  zngleich  auch  hinreichend  sind. 

Der  bessern  Ubersicht  halber  stellen  wir  noch  einmal  unsere 
samtlichen  Voraussetzungen  zusammen: 

Von  der  Funktion  F(%,  y,  xf,  /)  wird  vorausgesetzt, 3)  daB  sie  in 
dem  Bereich 

^:  (a?,  y)  in  91,         ^8+/84-0, 

von  der  Ktasse  C'"  ist  und  der  Homogeneitatsrelation  (9)  gentigt. 


1)  Diese  Ausnalmaefalle,  die  wir  zum  Teil  sp'ater  noeb.  "betracliten  werden, 
sind: 

1.  @0  hat  mehrfache  Punkte  (vgl.  hierzu  jedoch  die  Pufinote  auf  p  250") 
oder  Ecken  (vgl  §§  48 — 50),  oder  hat  Punkte  mit  der  Begrenzung  von 
01  gemein  (ygl    §§  52,  53) 

2.  jPj  =  0  in  gewissen  Purtkten  von  @0 

3.  tz  =  */  (vgl    §  47) 

4.  S==  0  in  Punkten  von  (£0  fur  gewisse  Eichtungen  p,  ^,  die  nicht  mit 
jp,  q  zusammenfallen 

Streng  genomnaen  konnte  man  erst  dann  von  ,,notwendigen  und 
hinreichenden"  Bedingnngen  sprechen,  wenn  auch  alle  diese  ATIS- 
nahmef  alle  erledigt  waren. 

2)  Ygl.  §  25,  bl 


264  Fimftes  Kapitel     Die  WeierstraB'sdhe  Theorie 

Yon  dem  Bogen 

<g0:  0-K*),       y-yty,       ti^t^t,, 

wird  vorausgesetzt: 

1.  Der  Bogen  @0  ist  ein  Extremalenbogen  der  Klasse1)  C'9  okae 
mekrfaclie  Punkte,  welclier  vom  Punkt  P1  nack  dem  Punkt  P2  geht 
und  ganz  im  Innern  des  Bereiches  SI  liegt.  (F) 

2.  Es  ist 

Fitiit),y(t>,3:'(t),y'(ti)>0  (IF) 

fur:  ^<^<^. 

3.  Der  Bogen  @0  enthalt  den  zu  Pj  konjugierten  Punkt  P1'  nicht: 

^  <  v-  (in}) 

4  Es  ist 

8(,r«),  y«D;  &7«J,  y'fij;  cos  9,  sin  9)  >  0  (IV) 

fiir:   ^^^^^  und  fur  jede  Ricbttmg  <9,  welche  von   der  Richtung 
der  positiven  Tangente  an  @0  im  Punkt  t  verschieden  ist. 

Es  soil  gezeigt  werden?  dafi  nnter  diesen  Voraussetzungen  der 
Bogen  @0  wirklich  em  starkes  Minimum  fiir  das  Integral 


in  dem  in  §  25,  d)  definierten  Sum  liefert 

Aus  den  Voraussetzungeu  (F),  (IF),  (III')  folgt  zunachst,  daB  der 
Bogen  @0  mit  einem  Feld  oJ)  A  umgeben  werden  kann.  Denn  wahlt 
man  einen  Punkt  P0(^0J  auf  der  Fortsetzung  von  @0  iiber  den  Punkt  Pt 
tinaus  hiBreicliend  naie  bei  P1?  so  besitzt  die  Extremalenschar  dnrch 
den  Punkt  P0: 

die  in  §  27,  d)  angegebenen  Eigenschaften,  die  zugehorige  Funktional- 
determinante  &(t,a^***c@(t,t^)  genugt  nach  §  29,  b)  der  Jacobi- 
schen  Differentialgleichurig  (102)  und  verschwindet  fiir  t  =  #0 .  Aus 
der  Bedingung  (III')  folgt  dann  mittels  des  Sturm?sclien  Satzes 
genau  wie  in  §  12,  a),  daB 

2n)  4=  0     fiir     k^t^L* 


falls  der  Punkt  P0  hmreicliend  nahe  bei  Pt  angenommen  wird  Hier- 
aus  folgt  aber  nach  §  31,  a),  daB  die  Extremalenschar  durch.  den 
Punkt  P0  in  der  Tat  ein  Feld  cPM  um  den  Bogen  @0  liefert. 

2)  Hieraus  zusammen  mit  (IT)  folgt,  daB  (£0  allemal  von  der  Elasse  Cr"  ist, 
vgL  §  27,  a). 
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Zieken  wir  jetzt  ira  Innern  dieses  Feldes  irgend  eine;  von  ©a 
verscjhiedene7  >,gewdhnlicke"  Kurve  G  von  Pt  nach  Pa,  so  gilt  firr  die 
vollstandige  Variation:  AJ^  J^  —  J^  der  WeierstraB'scbe  Sate 
(156). 

Es  bleibt  also  nur  nock  zu  zeigen,  daB  aus  den  gemaekten  Voraus- 
setzungen  weiter  folgt.  daB  der  Integrand  von  (156)  nie  negativ  seta 
kann,  vorausgesetzt?  daB  die  die  *  Ausdeknung  des  Feldes  o?A  k  bestim- 
menden  GroBen  Ji  ,  Jc  hinreichend  klein  gewahlt  worden  sind. 

Zu  diesem  Zweck  fiikren  wir  mit  ZERMELO1)  neben  der  §-Funktion 
eine  Fnnktion  8±  ein  dnrch  folgende  Definition: 


-  <** 

wenn  1  — 


wobei  j?;  q?  p,  g  durcli  (122)  definiert  sind. 

Die  Funktion  8t  ist  dann  nack  (125)  und  (126j  eine  stetige 
Funktion  ilirer  sechs  Arguinente  in  dem  durch.  die  Bedingungen 

(«,y)    in    91,        j)8+2a«l,        j52+g3=l 

charakterisierten  Bereict. 

Jetzt  sei  (#,  y)  irgend  ein  Punkt  des  Feldes  oJ^t^  und  (i,  a)  der 
entsprectende  Punkt  der  t,  a-Ebene;  femer  seien  p  (x,  y)  und  q(x,y) 
wieder  die  Richtungskosinus  der  positiven  Tangente  der  durch.  den 
Punkt  (%}  y)  gehenden  Extremalen  des  Feldes;  und  6  sei  die  Amplitude 
einer  beliebigen  Richtung.  Dann  ist  nach  (137)  und  (121) 


,  y  ;  P  &,  y),  q  (%,  y);  c^s  0,  sin  0) 

),  ^(^,  a);  yt(^,  a),  ^'#,  a);  cos  0;  sin 


und  die  auf  der  recliten  Seite  stekende  Funktion  der  unabliangigen 
Variabeln  ^,  a,  0  ist  nack  dem  Satz  liber  zusammengesetzte  Funktionen 
stetig  in  dem  Bereick 

tt  —  h^t^ti+h,       \a-~aQ\^]t,     ~oo<e<  +  oo.     (159) 
Sie  ist  femer  nack  unseren  Voraussetzungen  (IV;)  und  (II')  positiv  in 


x)  Dissertation,  p.  60.    Es  ist  for  den  folgenden  SchluB  notig  die  Funktion 
einzufahren,  weil  die  &- Funktion  far  d=*6  versekwindet 
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cler  ganz  im  Innern  dieses  Bereiches  gelegenen,  besehr'ankten,  ab- 
gesehlossenen1)  Punktmenge 

*L^*^>        a  =  a0?         0^0^2?r; 

also  lassen  sich  naeh  dern  erweiterten  Vorzeiehensatz  (§  21,  b))  die 
beiden  positiven  GroBen  h  und  Jc  so  klein  annehmen,  daB  die  be- 
traehtete  Funktion  YOB  t,  a,  0  auch  noch  positiv  ist  in  dem  ganzen 
Bereich  (159),  wobei  man  noch  Ton  der  Periodizitat  in  Beziehung  auf 
B  Gfebrauch  zu  machen  hat.  Daraus  folgt  aber  nacii  (158):  Wenn 
die  beiden  GrroBen  Ji  und  k  hinreichend  klein  gewahlt  worden  sind, 
und  die  Kurve  S  ganz  im  Bereich  c?M  liegfc,  so  ist  der  Integrand 
yon  (156)  positiY  m  alien  Punkten  d'er  Kurve  ®,  in  welchen  die 
Richtung  J7  g  meht  mit  der  Richtung  p,  q  zusammenfallt^  dagegen 
gleich  Null,  wo  diese  beiden  Richtungen  znsammenfallen.  Es  ist  also 
AJ>  0,  auBer  wenn  $  ~*p?  q  =  q  entlang  der  ganzen  Kurve  E, 
in  welchem  FaE  AJ=  0  ist. 

Der  letztere  Fall  kann  aber  nicht  emtreten?  wenn,  wie  wir  Yoraus- 

gesetzt  haben,  die  Kurve  G  Yon  @0  Yerschieden  ist. 

Denn2)  uach  (134)  ist  in  jedem  Punkt  (#,  y}  von  E: 

<p(t&,  y),  a(%,  f  ))  -  8,        ^(t(£,  F),  a(,r,  y))  —  y.       (160) 
Diiferentiieren  wir  diese  Identitat  naeh  s  so  kommt: 

dt  .  ^a  _/ 
qp  —  L.  (p  __  =  x 
V'dsfVaa, 

,   dt    ,     .    d&       _,  >v-       ; 

*'U  +  *--3F"«'- 

Ware  nun  ]?  =  j?,  g"  =  2  entlang  der  ganzen  Kurve  S,  so  wiirde 
folgen 


wo  *w  eine  Funktion  von  s  ist,  welche  in  [s^]  bestandig  positiv  ist; 
wakrend  die  Argumente   von  9?^  ^  wieder  t(x,y),  &(x,y)  sind. 


J)  Bei  cler  entspreclienden  Untersucliung  beim  ic-  Problem  hat  man  es,  bei 
der  von  uns  gewahlten  Formulierung  der  Anfgabe,  mit  einem  Bereich  zu  tun, 

der  nicht  abgeschlossen  ist  (da  dort  die  Riehtungen  0  =  +  -—  ausgeschlossen 

sind)      Dies  ist  der  Grand,  weshalb  beim  a? -Problem  die  den  Bedingnngen  (I1) 
bis  (IV)  entsprechenden  Bedingnngen  nicht  hinreichend  sind.   (Vgl  §  18,  c)  u  §  19)* 
2)  Beweis  nach  KNBSER,  Lehrbuch,  p.  80. 
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Die  Grleiekungen  (161)  lassen  sicli  also  schreiben: 


dt 


Nun  gelioren  aber  naeh  (135)  die  Argumente  t(x,y)?  a(J;yj 
von  9^  (pa,  #„  ib^  clem  Rechteek  €tM  an  (vgL  §  31,  a)),  also  ist  nach 
(133)  die  Determmante  dieses  linearen  Systems  YOB  NuH  verschieden, 
also: 

dt  da       A 

-j~-  =  m  .  ,    =*  0  . 

ds  '  <2s 

Aus  der  zweiteu  Grleichung  folgt,  daB  die  Funktion  a(x,y)  ent- 
lang  der  Kurve  S  konstant  ist,  und  da  im  Punkt  P±:  a^,  yj  =  <707 
so  ist  a(£?y)  =  a0  entlang  ®.  Dagegen  sagt  die  erste  Crleicliung 
aus;  daB  die  Funktion  i(x}  y)  gleichzeitig  mit  s  wachst.  Daraus  folgt 
aber  naeli  (160),  daB  die  Kurve  6  mit  G0  identisch1j  sein  miiBte^  da 
ihre  Grleichungen  aus  denen  von  (£0  durch.  eine  zul'assige  Parameter- 
transformation  kervorgelien. 

Somit  ist  AJ">0;  und  wir  haben  das  folgende  zuerst  von 
WEIERSTRASS  (1879)  bewiesene  Endresaltat  gewonnen: 

Wenn  der  Extremalenbogen  (£0  die  Hedingungen  (I');  (II7);  (III7), 
(IV)  erftiltt,  so  liefert  er  stets  ein  starves  eigentliclies  Minimum  fur 
das  Integral 


Zusatz  I:  Die  Bedingung  (III7)  kann  aucb  kier  durcb.  die  Be» 
dingnng  ersetzt  werden,  daB  sich  der  Bogen  ©0  mit  einem  Feld  um- 
geten  laBt. 

Zusatz  II:  Wenn  die  Bedingung 

FI  (x,  y,  cos  7,  sin  y)  >  0  (H7a) 

in  jedem  Punkt  (x,  y)  von  @0  und  fiir  jeden   Wert  von  y  erfiillt  ist; 
so  sind  (II7)  und  (IV)  a  fortiori  erfullt;  letztere  wegen  (125). 


*)  Wir  liaben  -stillschweigend  vorausgesetzt,  daB  die  Kurve  S  keine  Ecken 
besitzt;  andernfalls  hat  man  In  den  Ecken  die  Diiferentialq.aotienten  durch  die 
vorderen  (resp.  hinteren)  Derivierten  zu  ersetzen.  Das  Resnltat  "bleibt  aber  das- 
selbe;  denn  auch  dann  hat  die  Funktion  a(57^)  entlang  der  ganzen  Kurve  & 
denselben  konstanten  Wert,  da  sie  stetlg  ist. 
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Far    em    im    Bereiah  91    regwlares1)    Problem    ist   daher   die  Be- 
dlngung  tll^)  stets  a  fortiori  erfulLt 
*}  XIII: 

~ 


Hier  ist 

8i(0»y;;P,  g;f,§)=#^,  #); 

daher  ist  die  Bedingung  /TV1)  erfullt,  wenn 

<?(*,»)  >o 

entlang  (£0, 

Dies  zeigt,  dafi  beim  Problem  der  Urachistochrone  ein  Bogen  Px  P2  der 
Zykloide  i%108)  mrklicii  em  Minimum  liefert,  wenn  er  kerne  Spitze  enthalt 
(vgl.  p  209,  FuBnote  l)  und  p  235). 

Bei^iel  XVI:  Die  geodatischen  Linten.     (Siehe  pp   209,  228,  240,  248) 

Hier  war 


Unter  den  Annahmen,  die  wir  anf  p.  209  uber  die  Natnr  des  JFlachenstuckes 
9TC  gemacht  haben,  anf  welches  die  geodatiscnen  Limen  zu  besehranken  sind, 
ist  das  Problem  ein  regnlares  Problem.  Ein  Bogen  Q^  Q%  einer  geodatischen 
Linie,  welcker  kerne  mehrfaclaen  Punkte  und  kerne  Ecken  besitzt,  und  ganz  im 
Innern  des  Flachenstuckes  9TL  liegt,  liefert  also  allemal  wirklich  ein  Minimum^ 
wenn  er  den  zu  Ql  konjugierten  Punkt  Q:f  niclit  enthalt. 

c)  Nacttrag:  Die  Bliss'selie  Modiflkation  des  WeierstraB'sclen 
Problems. 

In  einer  wahrend  der  Diucklegung  des  gegenwartigen  Kapitels  erschienenen 
Arbeit  ,,A  new  form  of  the  simplest  problem  of  ihe  calculus  of  variations",  Trans- 
actions of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.YIII  (1907x,  p.  405,  hat 
BLISS  das  in  diesem  Kapitel  behandelte  WeierstraJB'sche  Problem  in  einer 
modifizierten  Form  diskutiert,  uber  die  Her  noch  karz  referiert  werden  soil 

Haben   die   Buclistaben  6   und   s   dieselbe  Bedeutung   wie   in  §  25,  a)  und 
setzt  man 

F(ic,y,WBe,  Bxa6)*=%(x,y,6),  (162) 

so  lafit  sich  wegen  (9)  das  Integral 


auch  schreiben 


J)  Vgl    p.  214. 

}  Wegen  mechamscher  und  optischer  Interpretationen  dieeer  Aufgabe  siehe 
die  Vbungsaufgaben  Nr    9  und  18  am  Ende  dieses  Kapitels. 
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Bliss  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  das  Integral  J  in  dieser  Form  zu  einem 
Extremum  zu  machen,  wobei  er  noch  die  Verallgemeinerang  eintreten  laBt,  daB 
die  Funktion  g  in  6  nicht  periodisch  mit  der  Periode  2?r  zu  sem  braucht/ 

Ersetzt  man,  wie  in  §  26,  die  Funktionen  aj,  y  durch  a^aj+e^y^y+sTj, 
wobei  0  in  0  ubergehen  moge,  so  findet  man  durch  Differentiation  der  Gleichungen 


GOB&  -- 


nach  a,  daB 


Eiemach  laBt  sich  dann  die  erste  und  zweite  Variation  des  Integrals  (163; 
berechnen.     Setzt  man 

to  =  |  sin  Q  —  TJ  cos  6  = w - — 


%x  sin  6  —  gj,  cos  6  +  f^  e  cos  6  +  %y  e  sin  9  +  ft, 


so  erhalt  man  im  Fall  fester  Endpnnkte 


(165) 


Daraus  ergibt  sich  dann  nnmittelbar  die  Euler'sche  Differentialgleichtingt 
die  Legendre'sche  und  die  Jacobi'sche  Bedingung  fiir  das  Integral  (163), 
Man  kann  diese  Resultate  aucb.  aus  den  WeierstraB'schen  Formeln  ableiten, 
indem  man  von  den  Relationen  zwisehen  den  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen 
F  nnd  %  Gebrauch  macbt,  die  man  dureb  Differentiation  der  Identitat  (162) 
nach  x,  y,  6  erhalt.  Es  ergeben  sich  dabei  folgende  Beziehnngen. 


,  y") 


--  %(x,  y,  6}  —  %(x,  y,  B)  cos  (5  —0) 


(166) 
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Der  Vorteil  der  Bliss'schen  Fonneln  besteht  darin,  daB  in  ihnen  nur 
GroBen  vorkommen,  welche  bei  einer  Parametertransformation  invariant  bleiben. 
Aucb  ist  die  Funktion  gs  einfacher  als  die  Weierstra£T»che  Punktion  JP2. 

§  33.     Existenz  eines  Miniimims  ,,im  Kleinen". 

Sind  zwei  Punkte  P1?  P2  gegeben,  so  ist  es  irn  allgemeinen  nidbt 
inoglick,  a  priori  zu  entscheiden,  ob  dieselben  dnrch  eine  Extremale 
Terbunden  werden  konnen;  es  bedarf  dazu  in  jedem  einzelnen  Fall 
einer  besouderen  Unters-achmig  Wenn  jedocti  die  beiden  Punkte 
lainreicliead  nahe  beieinander  liegen,  so  kann  man  sie  unter 
gewissen  Voraussetzungen  iiber  die  Funktion  F  stets  durclx  eine  Ex- 
tremale  Terbinden7  und  zwar  eine  solche,  welche  tatsaclilicb.  ein  Ex- 
tremum  fur  das  Integral  J  lieferfc 

Dieser  Satz1),  der  nicht  znir  an  sicli;  sondern  aucli  wegen  seiner 
zablreiclien  Anwendungen  von  Wicttigkeit  istT  soil  den  Gregenstand 
des  gegenw'artigen  Paragraphen  bilden. 

a)  Konstruktion  eines  Feldes  urn  eiiien  Pankt: 
Wir  beweisen  zunachst  den  folgenden 

Sat0  I:  Es  sei  P^x^y^  ein  Punkt  im  Innern  des  Sereiches  ${,, 
fur  welehen  die  Sedingung 

FI  fa,  y17  eos  y ,  sin  y)  4=  0  (167) 

fur  jedes  y  erfullt  ist.  Alsdann  lassen  sich  zwei  positive  Grofien  I  und 
R  angel)en,  dera/rt  daft  sich  vom  "Punkt  P±  nach  jedem  von  Pt  ver- 
schiedenen  Pwikk  P2  im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Radius  It  um 
den  Punkb  Pt  eine  und  nwr  eine  Extremale^)  0iehen  lafit,  deren  Lange 
Meiner  als  I  ist. 

Diesefbe  besitM  'kerne  Doppelpunkte  und  ist  gam  in  dem  Kreis  mit 
dem  Radius  \P1P2\  um  dm  Punkt  P1  entJialten. 

Beweis:  Aus  den  gemachten  Annahmen  folgt  zunachst  nach.  §  27,  a)7  daB 
vom  Punkt  Pj  nacli  jeder  Bicntnng  eine  und  nur  eine  Exfcremale  gezogen  werden 
kann.  Die  Extremale  (£a,  deren  positive  Tangente  im  Pnnkt  P2  mit  der  posi- 
tiven  as-Acnse  den  Winkel  a  bildet,  schreiben  wir  in  der  Normalform  (73) 
von  §  27: 


x)  Der  Satz  ruhrt  von  WEIEBSTBASS  3aer,  der  jedoch  nur  einige  Andeutungen 
eines  Beweises  gegeben  hat.  Einen  detaillierten  Beweis  hat  znerst  BLISS  g-e- 
geben,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  V 
(1904),  p.  113.  CARA.THEODOEY  hat  kiirzHch  den  Satz  anf  gebrochene  Extremalen 
ausgedehnt,  indem  er  die  Voraussetzung  (167)  durch  eine  schwachere  Vorans- 
seteung  ersetzt,  vgl  Mathematische  Annalen,  Bd.  LXII  (1906),  p.  481 

s)  Es  ist  hier  ausschliefihch  von  Extremalen  der  Klasse  Cf  die  Rede. 
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OJssX^;^,^,  «)  =  qp(£,  a)1 


wobei  tf  wieder  die  Bogenlange,  gemessen  vom  Punkt  Pl  an,  bedeutet,  so  daB  also 


jSTack  §  23,  a)  Zusatz  *)  laBt  sick  dann  eine  positive,  von  a  unabkangige 
Gr6fie  7i  angeben,  derart  jdaB  das  RegularitaMntervall  der  Extremaleii  &a 
mindestens  das  Interval!  lt\<^h  umfafit,  und  aus  den  EigeBSckaffcen  der  Funk- 
tionen2)  X,  g)  folgt  zugleich,  daB  die  Funktionen 

9,     9,,     9»?     ^-     ^/.     *tt 
im  Bereich  _       _ 

O^Ui^/i,          0^a^2ar  a?0) 

von  der  Klasse  C'  sindT  und  daB  sie  den  Anfangsbedingungen 


at)  =  cos  a ,    i/? 
genugen,  ans  denen  durck  Differentiation  nack  a  folgt 

<3P ,   (0 ,  a)  =  —  sin  ex, , 

Endlick   sind   die  Funktionen  qp,  -i|>  in  Beziektmg  auf  die  Variable  a  periodisck 
mit  der  Periode  2ar. 

Es  kandelt  sick  nm  die  Auflo'sung 
der  Gleicknngen  (168)  nack  t  und  a.  Statt 
die  Aufgabe  direkt  in  Angriff  zu  nekmen, 
wobei  sick  wegen  des  Versckwindens  der 
Funktionaldeterminante  A  (t,  a)  far  t  =  0 
Sckwiexigkeiten  ergeben,  fukren  wir  an 
Stelle  der  recktwinkligen  Koordinaten  #,  y 
Polarkoordinaten  r,  o  ein  mit  dem  Pol  Pl 
und  der  positiven  as-Riektung  als  Ackse. 

Alsdann  istbei  geeigneter  Normierung s)  des   *  Fig.  4i 

Winkels  co 


x)  Die    dort   mit  <9LQ  bezeichnete   Punktmenge   ist  Mer  die  durch  die  Be- 
dingungen 


cliarakterisierte  Menge  im  Raum  der  Yanabeln  t,  x,  y,  6.  Dieseibe  liegt  nacb 
den  gemackten  Voraussetznngen  im  Irmern  des  Stetigkeitsbereickes  der  Drffe- 
rentialgleicknngen  (43),  vgl  §  27,  a). 

2)  Vgl   §  27,  b). 

s)  Die  kier  gewaklte  Darstellung  (173a)  fur  den  Winkel  o,  die  man  leickt 
durck  Differentiation  nack  t  verifiziert,  kat  im  Gegensatz  zn  den  Darstelhmgen 
durck  inverse  trigonometriscke  Funktionen  den  Vorteil,  eindeutig  und  stetig  zn  sein 
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.  + 
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Es  laBt  sieh  nun.  atets  eine  positive,  von  a  unabh&ngige  Grc3fie  &<;/*<  angeben1), 
so  dafi  r>0  fur  0<j!<i&.  Alsdann  sind  die  Funktionen  r(£,  a)  und  a>(£,  a) 
von  der  Klasse9)  €'  in  dem  Bereich 


23F.  (174) 

Peroei  1st 

r/0,  a)«l,         rfl(0,  a)=0,        r(*Ta  +  2*)  —r(*,  a;,  (175) 

w(0,a)  =  a,       coa(0,aj==l,       o(*,  a+  2^)  =  co(*,  a)  -f-  2^  (176) 

Hieratis  ergibt  sicn  fur  die  Ftmkticmaldeterminante 


der  Anfangswert 

V(0?a)  =  l.  (177) 

Hunmelir  kann  man  anf  die  Gleichimgen  (173)  den  Satz  von  §  31,  a)  an- 
•wenden,  wobei  den  dort  mit  t,  a,  a0  bezeickneten  Gr^fien  der  Beib.e  nach  die 
GroBen  a,  i,  0  entsprechen  und  ernalt  das  Resnltat,  dafi  man  Tc  so  klein  wahlen 
kann,  daB  die  Gleiehnngen  (173)  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zmschen  dem 
Bereich  (174)  und  dessen  Bild  in  der  r,  a  Ebene  definieren,  woraus  sich.  der 
oben  ausgesprochene  Satz  durch  tlbertragung  auf  die  x,  y-  Ebene  ergibt 

Statt  dessen  kann  man  auch  folgendermaBen  scWiefien  3)  :  Nach  §  21,  b) 
folgt  aus  (175)  und  (177),  dafi  sich  erne  positive  Grofie  l<^k  so  klein  wahlen 
laBt,  daB 

*"<><>,         V>0  (179) 

fur 


Durch  Anwendung  des  Tavlor'schen  Satzes  erhalt  man 


r  —  tyvpfW  t,  a)  +  yt*(p'ti  a)  x  ,         0<d'<l,     0<d"<l.         (178; 
Man  wende  nunmehr  den  Satz  von  §  21,  b)   auf  die  Funktion 


2)  Der  Wert  t  =  0  venusacht  einige  Schwierigkeiten  ;  man  wende  den 
Taylor'schen  Satz  an  und  benutze  die  Gleichungen  (169),  (171)  und  (172). 
Wesentlich  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis,  vrenn  $  (^  a)  ,  ^  (*»  a)  regular  sind 

s)  Nach  BLISS,  Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society, 
Bd.  XIII  (1907),  p.  321;  der  geometrische  Grundgedanke  des  Beweises  kommt 
"fibrigens  schon  bei  WEIEHSTEASS  vor* 
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Es  sei  jetzt  ^_das  Minimum  der  stetigen,  stets  positiven  Funktion  r(l,ai 
im  Intervall  Q<^a<^2rt  und  P2  ein  von  PI  yerscluedener  Punkt  Im  Innern  des 
Ereises1;  (Px,  Jf?}.  Wir  konstruieren  den  durch  P2  gehenden  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkt  Pl  und  bezeichnen  mit  r2  seinen  Radius,  so  daB 


Alsdann  schneidet  jede  Extremale  Sa  der  Stihar  (168j,  deren  Ldnge  Jclemer  ist 
alb  I,  den  Kreis  (Plr  r2t  in  einem  und  nur  einem  Punkt  Ps  Denn  lassen  wir 
t  von  0  bis  I  waehsen,  so  wachst  die  Funktion  r(f,  a)  wegen  (179)  bestandig- 
von  0  bis  r(Z,  a),  sie  muB  also  fur  einen  Wert  von  t  zwischen  0  und  ?,  den  wir 
mit  £(ra,  a)  bezeichnen,  den  Wert  rz  annehmen.  Aus  der  Periodizitat  von  r(tt  a) 
folgt,  dafi  aueh  die  inverse  Funktion  £(r,  a)  in  a  period isch  ist  mit  der 
Periode  "2?r 

Lassen  icir  jetst  a  von  0  bis  2&  waehsen,  so  beschretbt  der  Punkt  Ps  den 
Kreis  (P19  r2)  genau  emmal,  er  mufi  also  durch  jeden  Punkt  des  K^ses,  also 
auch  durch  PgJ,  gerade  einmal  hindurchgehen, 

Denn  die  Amplitude  des  Yektors  Pa  Ps  ist  bei  passender  N"ormierung  ge- 
geben  durch 

co(tf(ra,  ^),  a)~&( 
JSTun  ist  aber 


V,*- 


nacn 


*\ 
(179) 


positiv,     da 


und     dies     ist 
t(r^  a)  <  I 

Lassen  wir  also  a  von  0  bis  2sp 
•waehsen,  so  wachst  *B(rs,  a)  bestandig 
von  *^(r2t  0)  bis  &(?*g,  2^r)  Arts  Grleichung 
(176)  und  aus  der  Periodizitat  von  t(r,  a) 
folgt  aber 


Fig    42. 


womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Somit  geht  in  der  Tat  durch  jeden  Punkt  Pa  im  Innern  des  Kreises 
(Pj,  JS)  eine  und  nur  eine  Extremale  (S1S,  deren  Lange  kleiner  ist  als  1.  Aus 
der  Ungleichung  ^>0  folgt  noch  weiter,  dafi  diese  ,,kuxzeste  Bxtremaleu  @12 
ganz  in  dem  Kreis  um  Pt  mit  dem  Eadius  [  Pt  Ps  |  gelegen  ist,  und  daB  sie 
keine  Doppelpunkte  besitzt. 

Die  durch  Auflosung  der  Grleichungen  (173),  resp.  (168)  sich  ergebenden 
inversen  Funktionen  ^,  a  sind  nach.  dem  Satz  fiber  implizite  Funktionen  von  der 


*)  Allgemein  soil  nach  dem  Vorgang  von  HARKNESS  und  MOELEY  unter  der 
Bezeichnung  (A,  r)  der  Kreis  mit  dem  MIttelpiinkt  A  und  dem  Radius  r  ver- 
standen  werden. 

Bolza,  VariationsrecJiiiung  IS 
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Klasse  <7',  zunaehst  als  Funktionen  von  r,  eo  im  Bereich 
0<r  <JR,        £  (*•, 


•and  weiterhin  aueh  als  Funktionen  von  x,  y  in  alien  Punkten  der  entiang  der 
Erfcremalen  a  =  0  aufgeschmttenen  Kreisflaehe  •  0  <  (a?  —  sc^f  +  (2/  —  ^;2  <  -Z?2. 

In  gegenuberliegenden  Punkten  des  Schmttes  hat  die  inverse  Funktion 
a  (re,  y")  die  Werte  0  nnd  2  or;  daher  sind  die  Funktionen  t(#,  j/),  jp(rr,  «/)  =  g^(t,  a), 
#(#,  2/i«=<ii^it,  a)  von  der  Klasse  C'  in  der  unaufgeschnittenen  Kreisflache  mit 
AusschlnB  des  Mittelpnnktes  Pj.  Im  Punkt  Pl  bleiLt  t(a?,  2/}  stetig  und  hat 
dort-  den  Wert  Null,  wahrend  p(x,  y)  und  ^(ar,  y)  unbestimmt  werden  Nahert 
sicb.  aber  der  Punkt  (#,  2/)  langs  einer  Kurve  (5  der  Klasse  0'  dem  Punkt  Plr 
so  n*d.nem  sich  jp(aj,  t/j,  g(ar,  2/j  den  Richtungskosinus  der  positiyen  Tangente  an 
die  Kurve  S  im  Ptmkt  P4.  Letzteres  folgt  daraus,  dafi  nach  (1732)  die  Ftinktion 
®(t,  r«)  fur  t  =  0  gegen.  a  konvergiert  und  zwar  gleichmafiig  in  Bezienung 
auf  a, 

Wir  werden  im  AnschluB  an  unsere  friihere  Terminologie  sagen^ 
die  Kreisflache  (Pv  R)  bilde  ein  (imeigwtliches)  Feld  von  Extremalen 
urn  den  PunJct  Pr 

Man  beweist1)  dann  welter  mittels  der  WeierstraB'schen  Eon- 
strnktion  den 

Sate  II:  1st  Q^R,  liegt  der  Kr&is  (Px,  Q)  gang  im  Innern  des 
BereicJies  &{  und  tst 

FJx,  y,  cos  7,  sin  7)  >  0         (<  0)  (180) 

fiir  jedes  x,  y  in  (P17  p)  und  fur  jedes  y,  so  liefert  die  Tatrzeste  Extremals 
@12  von  PI  nach  einem  im  Innern  von  (P1;  Q)  gelegenen  Punkt  P2  fur 
das  Integral  J  einen  Ueineren^)  (grofieren)  Wert  ah  jede  andere 
gewohnliche  Kurve  £,  ivdche  im  Innern  des  Kreises  (P1?  Q)  von  Px 
nacfi  P2  gezogen  werden  kann. 

Aus  §  21,  b)  folgt  ubrigens,  da8  sich  Q  stets  diesen  Bedingungen 
gemaB  wahlen  lafit,  sobald  die  Voraussetzungen  von  Sat2;  I  erftillt  sind 

Lafit  man  in  den  {xleichimgen  (168)  die  Variable  t  von  t^—-h  bis  zum 
Wert  0  wachsen,  so  stellen  die  Gleicbungen  einen  im  Punkt  P1  endigenden 
Bogen  der  Extremalen  (£a  dar.  Definiert  man  nuii  die  Funktion  r(t,  a)  fur  nega- 
tive Werte  von  t  durch 


*}  Vgl  §  32.  Der  Punkt  Px  verursacht  dabei  einige  Sdawierigkeiten,  da  die 
Funktionen  #,  ^  in  Px  unbestimmt  werden;  dieselben  erledigen  sich  jedoeh  unter 
Benutzung  von  A  IT  4,  wenn  man  beacbtet,  daB  die  Funktionen  j?,  ^  sicn  be- 
stimmten  endlichen  Grenzen  nahem,  wenn  der_Punkt  (x,  y}  sich  dem  Punkt  P1 
langs  der  Kurve  &  nahert,  und  daft  die  Kurve  ©,  da  sie  eine  gewohnliche  Kurve 
ist,  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  duich  Pt  gehen  kann. 

*)  Fur  den  Naehweis,  da6  der  Fall  AJ=0  nicht  eintreten  kann,  (vgL 
§  32,  b)),  beacnte  man,  dajS-  A(*,  a)  =  r  V(*,  a),  sowie  die  Ungleichung  (179). 
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rft  a)  =  — y  up  —  a^)'  +  (^~—  i^/  > , 
dagegen  co(t,a)  ebenso  me  frtiher,  so  1st 

r(t,a)^~-  (P.Pg   ,        «(«,»)«  am  P^,  +«. 

Indem  man  dann  die  friiiieren  Sehlusse  fur  das  Intervall    —  Ji  <;  t  <f  0  wiederirolt, 
erhalt  man  den 

Zusats:  Unter  denselben  Vomussetzwigen  icie  im  Safe  I  lassen 
sick  eivei  Groften  lf  nnd  Rr  angeben,  derarf  daft  von  jedem  van  Pl 
versckiedenen  PunU  P2  im  Inn&rn  dex  Kreises  (P17  K) '  erne  mid  nur 
eine  Extremals  @21  nack  P1  gezocjen  werden  kami,  deren  Lange  Meiner 
als  lf  ist. 

Die  Extremale  (S^  wird  im  allgememen  von  S19  verschieden  sem. 
vgl.  §  25,  b). 

b)  AbMngigkeit  der  &r66en  I  irad  R  voii  der  Lage  des  Punktes  Pa: 

Die  GfroBen  I  und  R  hangen  nattirlict  von  der  Lage  des  Punktes 
P1  ab.  Hieriiber  gilt  der  folgende  Satz: 

Satg  III:  1st  S10  em  gang  im  Innern  d?$  jBereicJies  31  yeleyener7 
1)eschrankter,  abgeschlossener  Bereich,  und  ist  das  vorgelegte  Variations- 
problem  regular1')  in  S\,OJ  so  gelten  die  vorangehenden  Resultate  gleich- 
mafiig  in  bettug  auf  deti  Eereich  310;  d.  h.  es  lassen  sich  zwei  von 
x^  y±  unabhangige  positive  Grrofien  Z0  nnd  £0  bestimmen^  derart  daB 
irgend  zwei  Punkte  P17  P2  von  910?  deren  Entfernung  kleiner  isfc  als 
QQ,  durch  eine  nnd  nur  eine  Extremale  @19  verbunden  werden  konnen, 
deren  Lange  kleiner  ist  als  ?0,  und  diese  Extremale  <£12  liefert  fur 
das  Integral  J  einen  kleineren  Wert?  als  jede  andere  gewolmkehe 2) 
Kurve,  welelie  im  Innern  des  Kreises  (Pv  ^0)  von  P1  nacn  P2  ge- 
zogen  werden  kann. 

Um  dies  zn  zeigen,  hat  man  in  dem  vorangenenden  Beweis  die  Punitionen 
9,  ip;  r,  co;  rf,  V  als  Fnnktionen  nicht  nur  von  t,  a  sondern  auch  von  ^,  yi  zu 
betractten  nnd  sich  dabei  der  Elgenschaften  der  Funktionen  96,  f)  zu  erinnem. 
Es  folgt  dann  zunachst  nach  §  23,  a)  Zusatz,  angewandt  auf  die  Menge 


daB  sich  eine  positive,  von  a,  #17  y^    unabh'angige    OrSJSe  #0  augeben  lafit,   der- 

*)  D    h    es  ist 

FI  (x,  y,  cos  y,  sin  y)  =4=  0 

fur  jeden  Punkt  (x,  y}  von  #10  und  fur  jedes  y,  vgl.  §  27,  a). 

f)  Wegen    der  Ausdehnting    des    Satzes    auf   Ktirven    der   Klasse  K  siehe 
§  35,  d),  Ende. 

18* 
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art  daB  das  Regularitatsintervall  fur  jede,  YOU  einem  beliebigen  Punkt  P1  von 
&0  ausgehende  Extremale  ©^  das  Intervail  ,  t  ]  <  h0  enthalt 

Sodann   zeigt  man  mittels  des  Satzes  von  §_21,  b),  dafi  sieh  zwei  weitere, 
Ton  a,  a?n  yl  unabhangige  GrSBen  k0<^h0  und  10  <JA;0  angeben  lassen,  derart  dafi 


fur  ^ 

0<*^A*0;  (x^y^  in  010;  —  o 
xind 

rt&  «;  ^,  yO  >  0  ,        V(f,  a;  a?n  ^)  >  0  (181) 

fur 


Ferner  sei  J?0    das    stets   positive  Minimum  der  Funktion  r(?0?a;  ^y-^}  in  dem 
Bereich  _    _ 

(^,  yt)  in  01^  ;  0  5;  a  <;  2*.  (132) 


Sckliefilich  bestimmen  wir  naclt  §  21,  a)  nnd  b)  eine  Umgebung  [3]^  ,  welcke 
im  Innern  von  $(,  enthalten  ist,  und  in  welcher  das  Problem  auch  noch  regular 
ist.  Dann  ist  ^0  die  kleinere  der  beiden  Grofien  JR0,  $. 

Die  Idixzeste  Extremale  @12  braucbt  selbst  niclit  ganz  im  Bereich  010  211 
liegen  In  dem  speziellen  Fall,  wo  sicH  eine  positive  Gr5fie  (?0<^0  angeben 
lafit,  derart  dafi  fur  je  zwei  Punkte  Pl?  P2  von  010,  deren  Entfernung  kleiner 
als  (?0  ist,  die  sie  verbindende  kurzeste  Extremale  @lg  stets  in  ^10  enthalten  ist, 
sagen  wir,  der  Bereich  £il0  sei  ^extremal-konvex" 

Fur  spatere  Anwendungen  schlieBen  wir  hier  noch  einige  weitere,  die 
gleichm&Bige  Konvergenz  betreffende  Folgerungen  an: 

Indem  man  die  Stetigkeitss'atze  und  den  erweiterten  Vorzeichensatz  von 
§  21,  b)  auf  die  Funktion 


der  funf  Vaoiabeln  *',  t"  ,  a,  a?1,  yl   anwendet  nnd  von  Grleichung  (178)  Gebrauch 
macht,  erhalt  man  das  Eesultat,  dafi 

Xr42l  =  l,  (183) 

2  =  0        & 

gleichmafiig1)  in  Beziehung  auf  den  Bereich  (182),  und  da£  sich  zwei  positive, 
von  a,  #!,  yt  unabh'angige  Konstante  g0  und  €r0  angeben  lassen,  derart  daB 


.      ,       „ 

in  dem  Berezch 

,      (^,/0   in 


was    sich    auch    so    anssprechen  laBt:    Sind  P1}  P2  irgend  zwei  Punkte  von  #10, 
l)  Vgl   A  H  6. 
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dereB   Entfernang  kleiner  ist  als  JK0,  und  1st  ?13  die  Lange  der  yon  P1  nach  Pw 
gezogenen  lrkfirzestenu  Extremaien  @12,  so  ist 


.  (184  a) 

Ist  femer  _N"0  das  Maximum  der  Fimktion  F*x,  y,  cos>  y,  sin  71  im  Bereich 
(182),  so  erhalt  man  fur  den  Wert  ,7ia  des  Integrals  /  entlang  @14  von  P2  nach 
P2  die  Unglelchung 


Weiter  folgt  aus  (1732\  daB 

i  [co  (<,  a,  —  a]  =  0  (185  j 

?  =  0 

gleichmaBig  in  Beziehnng  anf  den  Bereicii  (182;. 
Endlich  ist 


L  [F(ff  (f,  «)  ,     ^tf,a;,     9?^*,  a;,     ^(*,  a;)  —  F(xl,ijl,  cosrt,  sin  a;]  =  0 

und 

JD  \F(x^  yi,  cos  03  (i,  a),  sin  o  (/,  as)  —  F(x^  y^  cos  a,  sin  a  i]  =  0 
/  =  0 

ebenfalls  gleichmafiig  in  Beziehnng  auf  den  Bereicii  (182). 

c)  Der  definite  Fall: 

Bin  Variationsproblem  iieiBt  positiv  (negatiy)  defiuit1)  in  emer 
in  der  x,  t/-Ebene  gelegenen  Punktmenge,  wenn  fiir  jeden  Punkt  (a;,  y) 
dieser  Menge  und  fur  jedea  Wert  von.  y  die  Ungleichung  gilt 

F(x,  y,  cos  y,  sin  7)  >  0  (<  0)  . 

Wir  fiigen  nun  den  unter  b)  gemachten  Voraussetzungen  nocn  die 
weitere  Mnzu;  da8  unser  Problem  in  Bezieltnng  auf  den  Bereich.  9V0 
definit  sein  soil.  Alsdann  lassen  sich  die  vorangegangenen  Resultate 
zu  folgendem  Satz2)  erweitern: 

Satg  IV:  Ist  910  ein  leschranJctcr,  abgeschlossener,  gam  im  Innern 
von  3{,  gelec/ener  Bereich,  und  ist  gleichzeitig^ 

,  y,  cos  y,  sin  7)  >  0,  (180) 

r,  y,  cos  y,  sin  r)  >  0 


/«r  Jedew  P«0zW  (a?,  y)  ww  610  wsirf  /&>  jedes  y,  so  laftt  sick  erne  posi- 
tive Grofie  r70  ftestimmen,   derart   daft   irgend  0wei  Punkte  Pl  und  P2 


x)  Nach  CAEATHEODOBY(Mathematische  Annalen,  Bd  LXII  (1906),  p.  456) 
*}  Nach  BLISS,  Transactions  of  the  AmericanMathematicalSociety, 

Bd.  V  (1904),  p.  123. 

s)  Nach  §  30,  h),  vierte  Folgeaung  aus  der  Eelation  (125),  muss  en  bei  einem 

gleichzeitig  definiten  und  regularen  Problem  Fl  und  F  dasselbe  Zeiehen  haben. 
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von  S10,  deren  Abstand  Tdeiner  ist  als  dG,  durclt  eine  JExtremale  @12 
ohne  melirfaclie  Punkte  verbunden  werden  Iwnnen,  welche  einen  Jdeineren 
Wert  fur  das  Integral  J  liefert,  als  jede  andere  gewohnliche1)  Kurve, 
welche  im  JBereicIt  S10  von  P1  nacli  P2  gezoyen  tcerden  kann. 

Liegt  die  Extremale  @12  selbst  ganz  im  Bereich  S10?  so  liefert 
sie  daher  ein  absolutes  Minimum  fur  das  Integral  J  in  Beziehung 
anf  die  Gresamtheit  aller  gewokalichen  Kurven,  welche  in  9\0  von  P^ 
nach  P2  gezogen  werden  konuen.  Dies  wird  stets  stattfmden,  wenn 
der  Bereich.  S10  ??extrenial-konyexu  2J  ist  und  d0  hmreichend  klein  ge- 
wahlt  wird* 

Be  we  is:  Aus  der  Voranssetzung  (187)  folgt  zunachst,  daB  wir  auf  den 
Extremalen  der  Schar  (168)  statt  des  Bogens  t  den  Wert  des  Integrals  J,  ge- 
nominen  vom  Pnnkt  Px  "bis  zuin  Punkt  t  der  betreffenden  Extremalen,  also 
die  GroBe 


u(t,  a)=  I  ^(i,  a)dt, 
o 

als  Parameter  einfubren  konnen,  wobei  #"(£,  a)  wieder  durcb  (83)  defimert 
ist.  Denn  da  nacb  (187)  die  Ableitung  uf  =  #"($,  a)  bestandig  positiv  ist, 
so  konnen  wir  die  Gleicbung-  u  =  u(t,  a)  eindeutig  nacb  t  auflSsen,  und  die 
Einsetzung  des  gefundenen  Wertes  in  die  Gleicbungen  (168)  ergibt  fur  die  Ex- 
tremalenscbar  durcb  den  Punkt  Pl  eine  Darstellung  von  der  Form 

*  =  <?!>,«],        y=#[w,  a].  (188) 

Im  Bereicb 

baben  die  Funktionen  qp[w,  a],  ip[u,  a]  dieselben  Stetigkeitseigenschaften  wie 
die  Funktionen  q>(t,  a),  ty(t,  a)  im  Bereicb  (170)  tJberdies  sind  sie  periodisch 
in  a  mit  der  Periode  2nr. 

Gleicbzeitig  gebt  die  Funktion  r(t,  a)  in  eine  Funktion  von  u  und  a  uber, 
die  wir  entsprecbend  mit  r[u,  a]  bezeicbnen     Wegen  (181)  ist  dann 

^[w»a]>0  (190) 

im  Bereicb  (189)  Ist  weiter  mQ  das  stets  positive  Minimum  der  Funkfcion 
F(x,  y,  cos  yt  sin  y)  im  Bereicb 


(x,y)    in     ft0,    O^y^Sst,  (191) 

so  ist 

m0t<^u  (t,  a) .  (1 92) 

x)  Der  Satz  bleibt  aucb  noch  richtig  fur  Vergleicbskurven  der  Klasse  IE, 
vgl  §  35,  d)  und  p.  279,  FuBnote  8)  Fur  T ergleicbskurven ,  deren  samtlicbe 
Punkte  auf  G^  liegen,  ist  dabei  das  Zeicben  <  durcb  <  zu  ersetzen 

^  Ygl.  die  Definition  von  extremal-konvex  auf  p.  276. 
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Aus  a  78)  und  (192',  leitet  man  dann  das  weitere  Eesultat  ab,  daB  es  eine  VGR 
t,  a,  x±,  2/u  unabhangige  Grofie  JT0  gibt,  derart  daB  in  dem  Bereich  189, 


Kach  diesen  Vorbereiturigen  wahlen  wir  eine  positive  GroBe  c  kieiner  aL 
JT0   und   gleiehzeitig   Heiner   als    das   stets  positive  Minimum  der  Funktion 
Z0,  tf;  #!,  2/J  im  Bereich  il82'i  und  betraehten  die  Kurve1}- 


Dieselbe  ist  eine  stetige,  ge^Mossene         / 
Kurve   ohne    mehrfache    Piuikte    (eine      / 
Jordan'sche    Kurvej,    da    sie   wegen     /          / 
(193)     ganz    im    Innern    des    Kreises    '          / 
(Px,  £0)  liegt    Das  Innere  ^  der  Kurve  l 

$  ist    das    emeindeutige    Abbild    des  \ 

Bereiches  ^  v 

0<;«<c,          0<a<2^  Vx 

mittels  der  Transformation  (188)  x 

Ist   daher    P2    ein   von    Pl   ver- 
schiedener  Punkt  im  Innern  der  Kurve 
$  und  (S12  die  kiirzeste  Es±remale  von 
Pj  nach  P2,  so  ist  der  Wert  /12  des  Inte- 
grals J  entlang  (§12  kieiner  als  c.  Ziehen  wir  jetzt  irgend  eine  andere  gewohnliche  ^ 
Kurve  (£  von  Px  nach  P2,  welche  ganz  im  Bereich  010  liegt,  so  ist  der  Wert  Jilg 
des  Integrals  /,  genommen  entlang  G£,  grbfier  als  J"12 

Wenn  die  Kurve  &  ganz  in  dem  von  der  Kurve  §  begrenzten  Bereich  ver- 
lauft,  so  liegt  sie  a  fortiori  im  Innern  des  Kreises  (P1?  00)  und  die  Behauptung 
folgt  nach  b).  Es  ist  also  nur  notigr  den  Fall  zu  betraehten,  wo  die  Kurve  (£ 
ans  dem  von  der  Kurve  £  begrenzten  Bereich  heraustritt  Sei  P3  der  Punkt, 
wo  die  Kurve  (£  zum  ersten  Mai4)  die  Kurve  £  schneidet;  ziehe  die  kurzeste 
Extoremale  ®18  von  P,^  nach  Ps.  Dann  ist  nach  b) 


Fig    43 


Also  ist  a  fortiori 

J 

da  wegen  der  Voraussetzung  (187): 


(194 


x)  Die  Kurve  ist  nach  §  44,  b)  eine  Transversale  der  Extremalenschar  durch 
den  Punkt  Px. 

2)  Ygl.  A  VI  2.  _ 

3)  Der  folgende  SchluB  bleibt  auch  noch  bestehen,  wenn  die  Kurve  (5  von 
der  Klasse  K  ist,  vgl    §  35,  d) 

4)  Vgl.  JORDAN,  (7cmr$  df Analyse,  Nr.  103. 
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Ist  endlich  c?0  das  stets  positive  Minimum  dei  Funktion  r[c,  a;  a*a,  ^J  in> 
Bereich  (182),  so  liegt  der  Kreis  (Px,  4>)  g&iiz  i&  dem  von  der  Kttrve  £  be- 
grenzten  Bereich,  und  die  Ungleichung  '194)  gilt  daher  a  fortiori,  wenn  der 
Pnnkt  P2  im  Innern  des  Krei&es  (Pl,  d^j  liegt,  vomit  der  Satz  bewiesen  ist 

§  34.     Der  Osgood'sclie  Satz. 

Wenn  eine  Funktion  f(x)  an  der  Stelle     x  =  a  ein  eigentlieheb, 

relatiTes  Minimum  besitzt7  so  kann  man  eine  positive  GroBe  7;  an- 
geben,  so  daB 

f(x)  —  /  (a)  >  0  fur     0  <  [  $  —  a   <J;  A  . 

Dies  gilt,  gleichgultig  ob  die  Funktion  /"(#)  stetig  oder  unstetig  ist. 
Wenn  aber  f(x)  im  Intervall  [a  —  ~k,  a  +  &]  stetig  ist;  so  besitzt  sie 
iiberdies  noch  folgende  Eigensctaft:  Zu  jeder  positiven  GroBe  L  die 
kleiner  ist  als  ft,  geltort  eine  positive  GroBe  £z;  derart  daB 

-ffr^\  f(fi\  ^r  c        -ffi>»       7  Ix*  '  v          //  '  ^  7-  /'I  Q^  \ 

/  ^U>J  —  /  ^66J  p>  t^       ZUr       t-  <Q     J>  —  C&  j  <^  A  .  (  lt?O^ 

Denn  alsdann  erreieht  f(x)  fur  das  Intervall  [a  —  7: ,  a  —  Z]  eiii  ab- 
solutes Minimum  in  einem  Punkt  x1  des  Intervalls;  ebenso  fiir  [&+?, 
a  +  ti]  in  iT2,  und  es  ist  dann  /(^i)>/(a);  /fe)  >  /"(#)•  Bezeichnet 
daher  a;  die  kleinere  der  beiden  positiven  Differenzen  f(x^  —  f(a\ 
f(x^)  —  f(a\  so  gilt  in  der  Tat  die  Ungleichung  (195). 

DaB  unstetige  Funktionen  diese  Eigensctaft  im  allgemeinen  nicht 
besitzen,  zeigt  OSGOOD  durch  das  Beispiel: 

1?  wenn  x  irrational; 

1/q,    wenn   x  =  ±  p/q,    wo  jp;  q   zwei  positive  ganze  Zahlen 
oline  gemeinsamen  Teiler  sind; 

,  wenn  x  =  0 . 

Diese  Funktion  hat  fiir  x  =  0  ein  eigentliches  Minimum,  oline  die 
oben  angegebene  Eigenschaft  zu  besitzen. 

Wie  OSGOOD  x)  gefunden  hat,  gilt  nun  ein  ganz  analoger  Satz 
fur  das  eigentliche,  starke  Extremum  eines  bestimmten  Integrals. 

a)  Der  Fall  eines  Extremums  ,,im  SroBen": 

Die  Analogie  ist  am  vollst'andigsten  bei  der  folgenden  von  HAHN2) 
herriihrenden  Fassung  des  Satzes: 

J)  Transactions  of  the 'American  Mathematical  Society,  Bd.  II 
(1001),  p  273. 

2)  Monatshefte  fiir  Mathematik  undPhysik,  Bd  XYE  (1906),  p,  63; 
auch  der  im  Text  gegebene  Beweis  ruhrt  von  Hahn  her  In  der  genannten 
Arbeit  Yerallgemeinert  Hahn  den  Satz  auch  anf  isoperimetrische  Probleme  und 
auf  das  Lagrange'sche  Problem 
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Es  sei  (£0  ein  die  beiden  Piuikte  Pt  und  P2  v&bimJeiider  Extre- 
malenbogen  ohne  meJirfache  PunJcte,  fur  iveldien  die  Bedingunyen  (IF), 
(III'),  (IV)  und  aufierdem  hi  den  beiden  Endpunkten  die  Be- 
dingunyen 

F±(xv  fa  cos  y,  sin  7)  >  U,     F^XS,  y2J  cos  7,  sin  y)  >  0     (196) 

/wr  jefe  7  erfidlt  sinci.  Alsdana  existiert  eine  Vmgebuny  $  des  Bogens 
@0  von  fdcjender  BescliaffenJteit:  Zu  jeder  ga>ns  im  Innern  von  of  ge- 
legenen  (aber  nicht  mit  of  identisclien)  Umgebung  91  des  Bogens  ©a 
(jctwrt  eine  positive  Grbfie  e^,  derarf  daft  fur  jede  yeuohnliche  von  P, 
nacli  P2  gezogene  Iwrve  S,  ndclie  (janz  tin  Sereiclt  $  aber  nicht  gang 
im  Sereieh  §H  verlauft^ 

JG-J*.^s*f  (197) 

Beweis:  Aus  der  Voranssetzung  (196J  folgt  zun'aclist  nacli 
Satz  II  von  §  33,  daB  wir  um  den  Punkt  P^  einen  ganz  im  Innern 
von  SI  gelegenen  Kreis  (Pj,  Q^)  beschreiben  konnen?  m  welcliera  das 
Problem  positiv  regular  ist?  und  dessen  Innerey  em  Feld  um  den 
Punkt  Pa  bildet,  geliefert  von  der  Extremalenschar  dureh.  den 
Punkt  Px 

Sei  P0  4=  A  ^  Punkt  des  Bogens  ©0  im  Innern  dieses  Kreises. 
Dann  folgt  weiter  nach  §  31,  a)  und  §  32,  b)  aus  den  Voraus- 
setzungen  (II7)  und  (IIF),  daB  sich.  zwei  GroBen  h,  k  so  klein  wahlen 
lassen?  dafi  die  Extremalenschar  durch  den  Punkt  Pt  zugleich  aach 
ein  Feld  o^  um  den  Bogen  P0P2  von  (£0  liefert,  und  daB  uberdies 
die  Bedingung 

81  (^»  y;  P(X>  y)>  $(%>  y);  cos  o> sm  ^)  >  °  (198) 

fiir  jedes  6  in  alien  Punkten  (#?  y)  von  C2$^A  erfiillt  ist. 

Es  sei  oPj  die  Gresamtheit  derjenigen  Punkte,  welche  entweder 
zur  Kreisflache  (P^  ^)  oder  zu  $hjt  oder  gleichzeitig  zu  beiden  ge- 
horen;  ^  ist  dann  eine  Umgelrang  des  Bogens  @0  und  bildet  ein 
Feld  um  denselben.  Ist  P3  irgend  ein  Punkt  im  Innern  von  o^,  so 
konnen  wir  von  Pl  nach  P3  eine  Feldextremale  @13  ziehen.  Ist 
andererseits  ^  irgend  eine  gew6rj.nliche?  die  beiden  Punkte  P1  und 
P3  verbindende  Kurve;  welche  ganz  in  o^  verlauft;  so  folgt  aus  deni 
WeierstraB?schen  Satz,  daB  in  bekannter  Bezeichnungsweise 

Ja^Ja.  (199) 
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6-anz  ebenso  konnen  wir  nun  ein  zweites  Feld  o^  urn  den  Bogen 
<£0  konstruieren^  welches  die  analogen  Eigensehaften  in  Bezdehung 
auf  die  Extremalenschar  nach1)  dem  Punkt  P2  besitzt,  d.  h.  von 
jedem  Punkt  P3  von  o)g  laBt  sich  eine  Feldexf  rein  ale  @32  nach  dem 
Punkt  P2  zaehen  und  wenn  ®2  eine  gewohnliche  ganz  in  of,  ver- 
laufende  Kurve  ist,  die  von  P3  nach  P2  gezogen  ist,  so  ist 

J32^J-32.  (199  a) 

Wir  bezeichiien  jetzt  mit  of  irgend  eine  Umgebung  des  Bogens  ffi0, 
welche  gleichzeitig  in  o^  und  <$>  enthalten  ist.  Ist  dann  P3  ein 
Punkt  im  Innern  von  oP,  so  konnen  wir  beide  Extreinalen  @1S  und 
QL,  ziehen  Wir  betrachten  nun  die  Differenz 


Dieselbe  ist  eine  im  Innern  von  J  eindeutig  definierte  und  stetige 
Punktion  der  Koordinaten  %7  y%  des  Punktes  P3.  Sie  verschwindet, 
wenn  der  Punkt  P3  auf  dem  Bogen  @0  liegt;  in  aEen  anderen  Punkten 
isi  sie  positiv,  da  der  Bogen  @0  ein  eigentliches  starkes  Minimum 
fBr  das  Integral  /  liefert. 

Nunmehr  sei  91  irgend  eine  Umgebung  von  <£0,  xvelche  ganz  im 
Innern   von   of  liegt   (ohne  mit   cP  identisch  zu  semj,  und  es  sei  ^ 

diejenigeMenge  von  Punkten 

^  •~~'~  ""  -  -,  von  o^  welche  nicht  zu  2i 

gehoren^   unter   Hinzurech- 
x  s       nung  ihrer  H'aufungspunkte. 
\     Die  Menge  ^  ist  dann  ab- 
x    geschlossen      und      enthalt 
keinen  Punkt  von  @0.   Daher 
besitzt  dieFunktion  £(^2/3) 
/    in  ^  einen  positiven  Mini- 
/      malwert,    den   wir   mit  s^ 
bezeichnen,  so  da6  also  in  ^9: 

\  s 

^~  ^          1}  ^  **  r      \    j-    j-    ==  £  (200s) 

plg- u  Endlich  sei  &  irgend  eine 

gewohnliche ,   von   Pt  nach 
P2  geziog'ene  Kurve ;  welche  ganz   im  Innern  von  $  aber  nicht  ganz 


*)  Vgl.  §  S3  a),  Znsatz. 
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in  2i  verlauft,  und  es  sei  Ps  ein  Punkt  Ton  £,  weleher  nicht  in  £11 
liegfc.  Alsdann  gelten  gleichzeitig  die  Ungleichungen  f'199)7  f!99a) 
und  (200j  und  daraus  folgt 


was  zu  beweisen  war 

Zusatz:  Der  Satz  gilt  auci.  noeh  in  etwas  modifizierter  Form, 
wenn  die  beiden  Bedingungen  (196)  in  den  "beiden  Endpunkten  nicht 
erfullt  sind.  Der  Bereich  21  muB  dann  so  besciaften  sein,  daB  der 
komplementare  Bereich  ^  keinen  Punkt  rait  der  Fortsetznng  des 
Bogens  @0  iiber  die  beiden  Punfcte  Pl  und  P2  hinaus  genieinsani  hat1) 

b)  Der  Fall  des  Extremums  f,im  Eleinen": 

Fiir  spatere  Anwendungen  moge  anch  noch  die  Modifikation  des 
Osgood'sclien  Satzes2-  fur  den  Fall  eines  Extremums  ,,im  Kleinen^  hier  Platz 
finden  : 

1st  010  ein  besclirankter.  abgesehlossener  Bereich  im  Innern  von  SI,  und 
ist  das  vorgelegte  Yariationsproblem  regular  in  Beziehung  auf  den  Bereicli  0lot 
so  laBt  sich  erne  positive  GrroBe  r0  bestimmen  ,  derart  dafi  niclit  nur  je  zwei 
Punkte  Plf  P2  von  010,  der  en  Entfenmng  kleiner  als  r0  ist,  sich  durch  eine 
kilrzeste  Extremale  ©12  verbinden  lassen,  sondern  daB  gleichzeitig  fur  diese 
Extremale  anch  noch  der  folgende  Satz  gilt; 

Jeder  TJmgebung  3t  des  Esctremdlenbogens  @12J>  welche  ganz  im  Innern  des 
Kreises  (Plf  r0)  liegt,  la  fit  si£h  eine  positive  Grrofie  s  «  zuordmn,  derart  daft  fur 
jede  die  Leiden  Punkte  Pt  und  P%  verbindende  gewohnh'che  Kurve  d^  welche  ganz 
tm  Innern  des  Kreises  (Pj,  r0),  aber  nicht  ganz  in  9/  liegt,  die  Ungletchung  gilt 

/1S  —  /12  ^  s,y  .  (197  a) 

B  e  w  e  i  s  :  Nach  §  21,  a)  uad  b)  konnen  wir  znnachst  eine  geschlossene  IJmgebung 


von  010  bestinimen,  welche  ganz  im  Innern  von  #1  liegt,  und  in  Beziehung  auf 
welche    das  Problem    ebenfalls   noch    regular  ist.    Fur  diesen  Bereich  Slj  be- 


2)  Hahn  beweist  dies,  indem  er  auf  der  Fortsetzung  von  (£0  uber  P17 
resp.  P«»,  hinaus  zwei  Punkte  Px',  resp.  P2',  annimmt  und  dann  statt  der  Extre- 
malenscharen  durch  Pl  und  P2  diejenigen  durch  P^  und  P3'  b&trachtet. 

Ebenfalls  ohne  Benutzung  der  Yoraussetzungeii  (196)  und  wieder  in  etwas 
anderer  Fassung  werden  wir  den  Satz  in  §  46  mit  Hilfe  der  Kneser'schen 
krummlinigen  Koordinaten  beweisen 

2)  In  der  Hauptsache  nach  CARATHEODORY  (Mathematische  Annalent 
Bd.  LXII  (1906),  p.  490),  der  den  Satz  fur  den  allgemeineren  Fall  von  gebrochenen 
Extremalen.  beweist. 
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stimmen  wir  die  in  §  33,  b)  definierten1    GroJBen  /x,  El  und  bezeichnen  mit 
eine  positive  Grofie,  welche  den  Ungleichungen  geniigt: 

s, 

4 


1 


4 

Sind  dann  Pl,  P2  irgend  zwei  Punkte  des  Bereiches  010,  deren  Abstand 
kleiner  1st  als  r0,  so  ktmnen  wir  von  Pt  nach  P2  eine  wie  In  §  33,  SLJ  definieite 
kurzeste  Extremale  (512  zielien 

Sei  jetzt  (I  irgend  eine  and  ere  gewohnhche  Kurve,  welche  ebenfalls  die 
beiden  Punkte  Pl  und  Pg  verbindet  und  ganz  im  Innern  des  Kreises  (Px,  r0; 
verlauft,  nnd  sei  P,  irgend  ein  Pnnkt  Ton  (£,  der  nichfc  zugleich  anf  ©12  Hegt. 
Dann  konnen  wir  zunachst  von  Pl  aueh  nach  Ps  eine  ktirzeste  Extremale  @13 
zielien,  und  es  gilt  die  Ungleichung 


Weiterhin  konnen  wir  aber  anch  vom  Pnnkt  Ps  nacli  dem  Punkt  Pa  eine 
ktirzeste  Extremale  ziehen,  Denn  aus  der  Ungleiclaung  (201)  folgt,  daB  der 
Punkt  P^  im  Bereicb.  ^  Hegt  ttnd  uberdies  ist 


P8P2 

Die  Extremale  @sa  Hegt  ganz  im  Innern  des  Kreises  (P3J  2r0);  in  demselben 
Kreise  Hegt  aber  auch  der  Bogen  PSP2  der  Kurve  ^,  da  ja  der  Kreis  (P1?  r0) 
ganz  im  Innern  des  Kreises  (Ps,  2r0)  entbalten  ist  Der  Kreis  (P3,  2?0)  seiner- 
seits  Hegt  ganz  im  Innern  des  Kreises  (Px,  4r0),  nnd  da  letzterer  wegen  der 
Ungleichung  (201)  ganz  in  ^  enthalten  ist,  so  Hegt  der  Kreis  (P3,  2r0)  ganz 
im  Innern  von  51,  und  das  Problem  ist  regular  in  Bezieimng  auf  den  Kreis 
fp,,  2r0).  Daraus  folgt  aber,  dafi 

A      A  -4.       •    4.       I.  ^32  >  ^32  • 

Andererseits  ist  aber 


wie  daraus  folgt,  dafi  die  aus  den  beiden  Extremalenbogen  @13,  @sa  zusammen- 
gesetzte  Kurve  ganz  im  Innern  des  Kreises  (P^  4r0)  Hegt. 

Indem  man  nunmehr  wie  unter  a)  weiter  schlieBt,  erh§.lt  man  die  zu  be- 
weisende  Ungleichung  (197  a). 


§  35.    Verallgemeinerung  der  Bedeutung  des  Kurvenintegrals. 

Wir  haben  uns  in  alien  bisherlgen  Untersuciiungen  auf  ^gewohn- 
Kurven  beschr'ankt.     Diese  Besckranbung  war  in  der  Tat  not- 
wendig  fur  die   meisten  nnserer  Beweise;  sie  liegt  aber  nicht  in  der 

3i  Entsprechend  den  dort  mit  Z0,  EQ  bezeichneten  GroJBen. 
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jSTatux  des  behandelten  Problems;  yielmenr  ware  das  natfiriichste,  alle 
dlejenigen  Kurven  zuzulassen,  far  welche  das  Integral 


einen  faestimmten,  endlichen  Wert  hat. 

Fiir  yiele  geometrische  Probleme  ist  es  jedocfa.  wunsehenswert, 
die  Klasse  der  zulassigen  Kuryen  nocli  weiter  auszudehnen. 

a)  Beispiel  der  Lange  einer  Kurve: 

So  ist  z.  B.  die  Aufgabe,,  die  kiirzeste  Kurye  zwischeB  zwei 
gegebenen  PuiLkten  P1?  P2  zu  bestimmen,  nicht  genau  aquivalent  mit 
dem  Problem,  das  Integral 


- 
^+  y2  dt 

zu  einem  Minimum  zu  macb.en?  well  der  Begriff  der  Lange  anch  noeh 
fiir  Kurren  eine  Bedeutnng  tat,  fur  welche  das  Integral  seme  Be- 
deutung yerliert,  insbesondere  auch  fur  Kurven;  welche  keine  Tan- 
genten  besitzen. 

Die  Lange  einer  stetigen  Kurye 

S:  z-9®,     y-*(*J,     ^t^ta  (202) 

wird  folgendermafien  definiert1): 

Man   betrachte    irgend    eine   Teiluiig  II  des   InteryaEs   [^#2]  in 
n  +  1  Teilintervalle  mittels  der  Zwischenpunkte  rly  v%,  .  .  .,  tn?  wobei 


Die  zugehorigen  Punkte  der  Kurye  &  seien:  P1?  Qv  Q%,  .  .  .,  Qn,  P^ 
ihre  Koordinaten:  %v  y^  |1?  ^  12?  %;  .  .  .;  |n>  ^  x^  y^  dann  ist  die 
L'ange  des  der  Kurye  S  eingeschriebenen  geradlinigen  Polygons  9$n, 
dessen  Ecken  eben  diese  Punkte  in  der  angegebenen  Reihenfolge  smd: 


x)  Ygl.  JOKDAN,  Cours  &' Analyse,  Bd.  I  (1893),  Nr  105—111.  Diese  Defi- 
nition ist  fur  nnseren  gegenwartigen  Zweck  am  bequemsten.  Die  Peano'sche 
Definition  -wird  unter  c)  zur  Sprache  kommen. 
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wobei 

AH,  =*|,+1  —  I,,     A?;y«?/J+1  —  >;,  , 

rait  der  Verabrediing,  daB 


Wenn  dann  die  Summe  Wn  gegen  eine  bestunmte,  endliche  Grenze  J 
kon?ergiert,  wenn  n  ins  Un  endliche  wachst,  aber  so?  daB  gleickzeitig 
alle  Differenzen  rl+1  —tv  g^gen  Null  konvergieren  x), 


so  sagt  man,  die  Kurve  &  babe  erne  endliche  Lange,  deren  Wert 
gleich  /  ist.  TJnd  man  nennt  eine  Kurve  ^rekfifigierba^^  wenn  sie 
stetig  ist  nnd  eine  endliche  L'ange  hat. 

Wenn  die  ersten  Ableitungen  <p'(i),  tl>'(t)  existieren  und  stetig 
sind  im  Intervall  [^fj,  so  kann  die  Lange  durch  das  bestimmte 
Integral 


ausgedriickt  werden.3j 

b)  Verallgemeineriing  der  Bedeutung  des  Knrvenintegrals  J: 

In  ganz  analoger  Weise  hat  WsiERSTEASS4)   die  Bedeutnng  des 
allgemeinen  Integrals 


auf  Kurven  ansgedehnt,  welche  nieht  zur  Klasse  der  ^gewohnlichen" 
Kurven  gehoren. 

x)  J>.  h.   zu   jedem   positiven  s  geliort   eine   zweite  positive  G-rofie  &e  der- 
art,  daB 


fur  alle  Teilungen  IT,  bei  welchen  samtliche  Differenzen  rr  +  1  —  TV  kleiner 
sind  als  $s 

2)  \7gl.  JORDAN,  loc.  cit.  NT.  110. 

3j  Ygl.  JORBAN,  loc.  cit  Nr.  Ill  und  STOLZ,  Transactions  of  the 
American  Mathematical  Society,  Bd.  HI  (1902),  pp.  28  und  303. 

4)  Vorlesungen  1879;  vgl.  auch  OSGOOD,  Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd.  II  (1901),  pp  275  und  293, 
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WIr  setzen  yon  der  Kurve  S  voraus,  dafi  sie  ganz  im  Innern 
des  Bereiohes  01  liegt  und  stetig  ist,  und  betrachten  nunmebr?  wie 
oben?  eine  Teilung  77  des  Intervalls  [^fg],  und  bilden  die  Sumrne1! 


{204  \ 

die  als  die  naturgemaBe  Verallgemeinerung  der  Summe  (203)  er- 
scheint,  und  die  wir  wegen  der  Homogeneitat  der  Funktion  F  auch 
sckreiben  konnen 

Wn  ~^F(£V,  r/(,  cos  a?,,  &m  av)r  i204ai 

i  =0 

wenn  rv  und  ov  die  Lange^  resp  die  Amplitude  des  Vektors  QvQvJrl 
bedeuten. 

1st  die  Kurve  S  von  der  Klasse  (*,  so  konvergiert  die  Summe  Wn 
T)ei  dem  angegebmen  Grenzubergang  yegen  das  Integral  JJl 


LWn=fF(x,y,x'7yf)dt. 

Ar  f\ 

Denn  das  Integral  /Q  lafit  sich  alsdann  nach  dem  Mittelwerteatz  achieibenr 


'(«,  y,  xf,  y')dt* 

}r1t 


»=o 

wo  ry'  einen  Mittelwert  zwischen  T^  und  -rr  ,  ^  bedeutet 
Andererseits  1st 

A  i,  =  y'(O  (s  -fi  -  s)  i      A?J)  =*  'fW')  (s+i  —  v  ^ 

wo  ty",  T/"  wieder  Mittelwerfce  zwischen  rv  und  rr_J_1  sind.    Darans  folgt  wegen 
der  Homogeneitat  Ton  F: 

n 

wn 


Sollte  §v+i  «=  §»  sein,  so  1st  dabei  -F(|v,  73^,  0,  0)  dureh  0  zu  ersetzen. 


288  Fiinftes  Kapitel.     Die  WeierstraB'sche  Theorie 

Ans  der  in  der  Definition  einer  Kurve  der  Klasse  ff  enthaitenen  Annahme - 
9*(0  +  ^ll^>0  in  [^y,  folgt  dann  nach  §  21,  b),  daB  man  eine  abge- 
schlossene  Umgebnng  €L  cler  Menge 


im  Gebiet  der  Variabeln  f,  t"  angeben  kann,  derart  daB 

^O  +  ^iV^0    in    a* 

Die  Funktion  F(g3ih,  &\t},  q>M\  tfrt"))  der  Yariabeln  t,  tf,  t"  1st  dann  gleich- 
uiaBig  stetig  in  dem  Bereich 

ti<!.t<!t»,        (f,t")     in     6L. 

Eieraus  nnd  aus  der  gleichmaSigen  Stetigkeit  der  Funktionen  v(t)^(t)  folgt 
dann,  da6  man  zn  jeder  positiven  GroBe  s  eine  zveite  positive  Qifcfie  <^£  be- 
stimmen  kann,  deiart  dafi 


iilr  jede   Teiiung   IT,    deren    samtliehe   Intervalle    kleiner   als  $s  sind.     Es    ist 

dann  also 

IWn—J*   <s(4  —  4), 

-womit  die  Behauptung  bewiesen  ist 

Dasselbe  Resaltat  gilt  auck  noch  ftir  gewohnliche  Kurren  mit 
einer  endlichen  Anzahl  YOU  Ecken,  wie  man  sich  durch  Betracbiung 
salcher  spezieller  Teilungen  uberzeugt,  welche  die  Ecken  als  Teilungs- 
punkte  enthalten, 

Wir  ioinmen  nunmeKr  naeh  WEIERSTRASS  iiberem^  allgemein 
irgend  welche  stetige  Kurre  £  das  Integral 


<iurch  den  Grenzwert  der  Sumtne  Wn  zu  definieren,  in  alien  Fallen, 
in  welchen  Wn  bei  dem  angegebenen  Grenzlibergang  gegen  eine 
bestimmte,  endlielie  Grenze  konvergiert.  Dies  ist  eine  naturgemaBe 
Verallgemeinerung  der  Definition  des  Kinrenintegrals?  da  sie;  wie  wir 
eben  gezeigt  kaben,  fur  gewohnliche  Knrren  mit  der  gewokalichen 
Definition  tibereinstiinmt. 

Die  folgende  Modification1)  der  WeierstraB7scIien  Definition 
des  verallgemeinerten  Knrvenintegrals  wird  sich  spater  als  niitzlich 
erweisen: 


2)  Vgl.     OSGOOD,    Transactions     of    the    American    Mathematical 
Society,  Bd   II  (1901),  p.  293. 
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Da  die  Kurve  £  ganz  im  Innern  des  Bereicites  S{  liegen  soUte, 
so  wird  das  geradlinige  Polygon  ^  mat  den  Bcken  Pn  Qv  Q^  .  .,  Qnf 
P2  ebenfalls  ganz  im  Innern  von  al  liegen  7  vorauggesetzt,  daB  die 
samtlichen  Differenzen  rv+l  —  ^  hinreiehend  klein  gewahlt  word  en 
smd.  Unter  dieser  Voraussetznng  bezeichne  Vn  das  Integral  J,  ge~ 
nommen  entlang  dem  Polygon  ^n  von  Pt  bis  P2. 

TFmw  alsdann  die  Kurve  8  rektifizierbar  ist,  und  wenn  eine  der 
Summen  Wn  und  7n  fur  LAt  =  0  flctyen  eine  lestimmte,  eudliche 
Grenze  konvergt'ert,  so  I'onvtrgirrt  die  andere  Summe  gege^i  cku^Men 
Grenzicert>  so  daB  man  aucli  definieren  kann 

J^?iP*)  =  L_Tn  C205) 

Denn    bezeictnen    wir    wieder    mit    rv    und   or    die   Lange,    bzw.   die 
Amplitude  des  Vektors  Q%QV+1  und  setzen 

|y  =  £v  +  5  COS  CD,  ,  ^  =  7^   +  $  Sin  G>?, , 

so  konnen  wir   unter   Benutzung   der  Homogeneitat  der  Funktion  F 
die  Differenz  VTf  —  Wrr  scnreiben: 


*t+>  cos  rai  *  sin  ° ^  ~  ^(^  >  ^-  cos  mv  sin  ^fl  ^5  * 

Hieraus    folgt    dann   die   Behanptnng?   wenn   man  den  Satz  fiber  die 
gleichmaBige  Stetigkeit  auf  die  Funktion 

Ffa,  y,  cos  y,  sin  y) 
anwendet, 

Indem  wir  tins  in  der  Folge  auf  rektifizierbare  Kurren  be- 
schranken,  werden  wir  die  Gesamtheit  aller  rektifizierbaren  Kurven, 
fiir  welche  die  Summe  Wn  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 
wert  konvergiert,  )}die  Klasse  K£t  nennen. 

e)  Zweite  Definition  des  verallgemeinerten  Kurvenintegrals : 

Fiir  spatere  Anwendimgen  erwaknen  -wir  Her  iioeh  eine  zweite  Definition 
des  verallgemeinerten  Kurvenintegrals,  welcbe  als  naturgemafie  Verallgemeinerung 
der  Peano'sclien  Definition1)  der  Lange  einer  Knrve  erseheint.  PEANO  definiert 
namlich  als  Lange  der  Kurve  8  die  obere  Grenze  der  Werbe  der  durch  die 
Gleichung  (20S)  definierten  Summe  Wn  fur  alle  m5gliclien  Teihmgen  JI  des 

l)  Vgl  PEAXO,  Appheaziom  geometncke  del  Calcolo  infinttesimale ?  (Turin 
(1887),  p  161. 

Bolza,  Varialionsrechntrag.  J9 


290  Fiinftes  Kapitel     Die  WeierstraB'sche  Theorie. 

Intervals  psf2].  Diese  Definition  hat  den  Yorzug,  daB  s>ie  in  alien  Fallen  fur 
die  Lange  einen  bestimmten,  wenn  auch  moglicherweise  unendlichen,  Wert  liefert 
Wenn  die  obere  Grenze  endlich  und  die  Kurve  8  stetig  ist,  so  laBt  sich  zeigen, 
daB  die  obere  Grenze  der  Werte  TTr/  zugleich  in  dem  unter  a,  erklarten  Smn 
die  Grenze  von  Wjj  fur  AT  =  0  ist,  so  daB  also  m  diesem  Fall  beide  Definitionen 
zm  demselben  Resultat  fuhren1) 

Cm  diese  Definitionen  und  Resultate  aui  den  allgemeinen  Fall  unseres 
Integrals  J  ansdehnen  zu  konnen,  machen  wir  iiber  die  Kurve  £,  die  wir  nach 
wie  vor  als  stetig  voraussetzen,  die  weitere  Annahme,  daS  unser  Variations- 
problem  entlang  dei  Kurve  S  regular  ist,  und  zwar,  nm  die  Ideen  zu  fcderen, 
positiv  reguVar 

Wir  konnen  dann  zunacb.st  uach  §  21,  a)  und  b)  eine  gescalossene  ganz  im 
Innem  von  01  gelegene  Umgebung 

^0  =  [^]s 

der  Kurve  S  angebea,  in  weleber  das  Problem  ebenfalls  noch  regular 
ist  Ferner  gehort  nach  dem  Satz  iiber  gleickmatfige  Stetigkeit,  ange- 
wandt  auf  die  Funktionen  cp(f),  ip(t),  zu  jedem  s  eine  zweite  positive  G-rdBe 
Affi),  so  daB  fur  je  zwei  Punkte  P'(0i  &"(*")  der  %ux™  B,  fur  welche 
f  —  t"\  <A(fi),  stets  ^P'P"  \<e.  Sei  jetzt  die  positive  Grofie  JR0  fur  den 
Bereich  S10  ebenso  definiert  wie  in  §  33,  b),  und  sei  d  die  kleinere  der  beiden 
GroBen  EQ  ,  TJ.  Wenn  wir  uns  dann  auf  solche  Teilungen  JT  beschranken,  bei 
welchen  samtliche  Teilintervalle  klemer  sind  als  A(d),  so  konnen  wir  von  Pt 
nach  Q19  von  §t  nach  §2  .  t  von  Qn  nach  P2  je  eine  ,,kiirzeste"  Extremale 
ziehen,  welche  uberdies  ganz  im  Innem  des  Bereiches  510  liegt.  Wir  bezeichnen 
nun  mit  Un  den  Wert  des  Integrals  /  entlang  dem  Extremalenzug  P^  Ql  Qs  .  .  . 
QnP,_: 

VjI=2J*W&^  (2°6) 

v  =  0 

und  definieren  2)  als  Wert  des  Integrals  J  entlang  der  Kurve  S  die  obere  Grenze 
der  Werte  Un  fur  alLe  moglichen  ,  der  angegebenen  Bedingung  geniigenden 
Teilnngen  JT.  Wir  bezeichnen  den  fso  definierten  Integralwert  mit  J%\  so 
daB  also  _ 

•Wi*.)-1^- 

Die  Summe  Ujj  hat  nun  die  wichtige  JStgenschaft,  daft 


wenn  die  Teilung  Hf  aus  der  Tezlung  JT  durch  Weiterteilung  der  Intervalle  von 
JT  entstanden   ist,   vorausgesetzt,    daB    die  Teilung  JT  hinreichend  fein  g-ewahlt 

*)  Vgl.  JORDAN,   Cows  tf  Analyse,  Bd    I,  3STr.  107. 

2)  Diese  Definition  ist  nicht  wesentlieh  verschieden  von  der  von  OSO-OOD 
(Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  It  (1901), 
p  294,  Fufinote)  herruhrenden  Modifikation  einer  von  HILBERT  in  Yorlesungen 
gegebenen  Definition  des  verallgemeinerten  Integrals  (vgl  NOBLE,  ^Utine  new 
Methods  in  der  Vanationsrechnung",  Dissertation^  Gottingen  1901,  p  18). 
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worden  1st.  Es  gentigt  dazu,  in  der  Bezeiehnung  von  p.  290  sdmthclie  Teilintervalle 
VOB  n  kleiner  als  A  (  -~  j  zu  nehnaen,  wenn  QO  fur  den  Bereich  £R0  wie  in  §  33,  b"*  definiert 

1st.  Sind  namlich  bei  der  Teiinng  JIf  zwischen  den  Punkten  Qv  und  ^(+1  von  IT  die 
Zwisehenpunkie  3/x,  J/2,...,  Mm  eingeschaltet,  so  liegt  alsdann  der  Extremalen- 
zng  QvMiM%  .  MmQv^  gariz  im  Innem  des  Kreises  f^,,p0>  und  daher  ist 
der  Wert  des  Integrals  J"  entlang  demselben  naeh  Satz  III  YOB  §  SB 
!>  ^@  (Qv  Qv  +1)  t  woraus  unmittelbar  nnsere  Behauptung  folgt 

Auf  Grand  dieser  Eigenscnaft  der  Summe  Vjj  kann  man  nun  aber  mittela 
der  Metliode  der  Superposition  zweiex  Teilongen  nnter  Benutzung  der  Un- 
glelchung'  (184:  b)  den  Satz  beweisen1}: 

Wenn  die  olere  G-renze  J%  endhch  ist,  so  i&t  sie  zugkteh  die  Grenze  der 
Summe  Un  bei  unendlicher  V&rkleinerung  dei  Tefltntei  calle: 

LUjj^J^,  (209) 

Ar  =0 

und  ist  P  ein  Pmikt  von  £  ziiiscJien  P£  und  Pa?  so  swd  attch  die  Integidle 
J%(PiF)  und  J"S'(PP2)  en&hch,  und  es  ist 

J2\P,  Pa)  -  ^(P,  J)  +  7S'  (PPS)  (210) 

Welter  gilt  der  Satz:  Das  Integral  J%  u>t  stets  endhch,  tcenn  die  Kurve  2 
reJcttfizierbar  ist.  Benn  nach  (184b)  ist 


wo  die  beiden  GroBen  NQ  ,  gQ  far  den  Bereieh.  010  dieselbe  Bedentxing  haben  wie 
in  §  SB,  b). 

Es  fragt  sicb  schliefilich  nocn,  welche  Beziehung  zwischen  der  Wei  er- 
st raB'scnen  Definition  des  verallgemeinerten  Integrals  und  der  hier  gegebenen 
besteht.  Hieruber  gilt  der  Satz: 

Ist  die  Kurve  S  rektifisierbwr  und  ist  das  Vanationsproblem  regular  ent- 
lang  £,  so  hat  das  verallgemeinerte  Integral  nach  beiden,  Defimtwnen  einen  le- 
stimmten  endlichen  Wert  und  zwar  dentelben  fur  beide: 


Denn  stellt  man  die  ktixzeste  Exttemale  <£v  von.  Qv  nach.  Qv^,l  in  der  formal- 
form  (168)  dar  dnrch  die  Gleichungen 


and  schreibt  zur  Abkfiiztmg 


Man  scbliefit  ganz  analog  wie  JORDAN,  loc.  cit.r  Nr.  107,  108. 

19* 
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so  ist  nacn  dem  Mittelwertsatz 

n 

C"fl-  JS^r  (*»'«,)*, 

t«0 

wo  f  einen  Mittelwert  zwischen  0  und  t    bedeutet     Daher  ist 


-  [fig,  ,  nv  ,  cos  ov  sin  co,)  —  .FU,  ,  12,  ,  cos  a,  ,  sin  a,)]  +   ~  ~~  l    <^r(i,  aj  }  , 


wean  rv  und  wr  wieder  die   Lange,  resp    die  Amplitude  des  Yektors  QlQr+l 
bedeuten 

Ans   der   G-leichmafiigkeit   der  Grenziibergange   (183),   (186)   und  aus  der 
Ungleichung  _ 


folgt  nunmehr,  dafi  man  zu  jedem  positiven  «  ein  6S  angaben  kann,  so  daB 


sobald   alle  Teiiinterralle   VOB  H  kleiner  sind   als  $s.    Wenn   nun  die  Kurve 
rektifizierbar  und  L  ihre  Lange  ist,  so  ist 


und  zugleicli  -wissen  wir,  daB  dann  Vjj  fur  Atr  =  0  gegen  eine  beatimmte  end- 
Hche  G-renze  J^*  konvergiert.  Derselben  Grenze  mufi  sich  daher  auch  Wn  nahern> 
was  zu.  beweisen  war, 

d)  Ausdelnung  des  Hinlangliclikeitsbeweises  anf  Kurvea  der 
Klasse  JT: 

Es  sei  jetzt  ®0  ein  die  beideo  Punkfce  Px  uad  P2  yerbindender 
Bxtremalenbogen  otne  metrfache  Punkte;  welcher  ganz  im  Innern 
des  Bereiches  SI  liegt  Wir  setzen  voraus,  daB  fur  den  Bogen  @0 
die  Bedingungen  (II7),  (IIP),  (IV7)  erfuUt  sind.  Dann  konnen  wir 
naci  §  32,  b)  den  Bogen  @0  mit  einem  Feld  oJ^  £  umgeben;  in  welcltem 
die  Tlngleichung  (198)  erfiillt  ist. 

Weiter  sei  S  irgend  eine  Knrre  der  Klasse  K,  welche  ebenfalls 
die  beiden  Pankte  P^  und  P2  verbindefc,  ganz  im  Innern  des  Feldes 
o^)A  verlauffc  und  naindestens  einen  Punkt  entlialt;  welcher  nieht  auf 
dem  Extremalenbogen  @0  oder  seiner  Fortsetzung  liegt.  Wir  wollen 
beweisen,  dafi  dann 
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unter  J"g   das   in   b)  definierte   Terallgemeinerte   Kuryemntegral   ver- 
standen. 

Be  we  is:  Die  Kurye  fi  sei  wieder  durcli  die  Gleieliiingen  (2021 
dargestellt  Wir  wahlen  erne  beliebige  Teilung  JI  des  Intervalls 
p^J  und  konstruieren  das  zugehorige,  der  Kurre  8  eingeschriebene 
Polygon  *>$n.  Da  die  Kurve  8  ganz  im  Innern  des  Feldes  o$^  liegen 
sollte,  so  wird  auch  das  Polygon  9$fJ  ganz  im  Innera  Ton  of^  liegen, 
yorausgesetzt  ,  da6  die  samtliclien  Teilintervaile  hmreictend  klein 
gewahlt  worden  sind.  Da  das  Polygon  uberdies  eine  gewohnlicbe 
Kurve  ist,  so  folgt  aus  unseren  Voraussetzungen  nach.  §  327  b)?  daB 


Cfehen  wir  daher  znr  Grenze  fiber  nnd  benutzen  die  Definition  (205) 
fur  das  Integral  JQ,  so  folgt: 


Es  lafit  sich  nun  aber;  wie  seh.on  WEiEKSTEASS1)  bemerkt  hat, 
nocK  welter  zeigen,  daB  unter  den  gemachten  Annahmen  stets 
Jo>Jre-  Dies  folgt  sofort  aus  dem  Osgoodjseh.en  Satz^  am  em- 
facbsten  in  der  in  §  46?  d)  gegebenen  Formulierung.  Denn  ist  Q 
em  Punkt  yon  S,  welcner  nicbt  auf  dem  Extrenaalenbogen  @0  oder 
dessen  Portsetzung  liegt?  und  ist  a  —  a0  +  /  der  Wert  des  Parameters 
der  durcli  den  Punkt  Q  geb.en.den  Feldextremalen3  dann  ist:  0  <  I  <A\ 
Daraus  folgt  aber  nacb  dern  erwahnten  Satz;  daB  sick  eine  positiye 
CrroBe  £l  angeben  IaBt;  derart  daB  fur  jede  gewobnlicbe?  P^  und  P2  ver- 
bindende  Kurve  (E?  welche  durcli  den  Punkt  Q  gebt  und  ganz  im 
Innern  des  Feldes  verlauft, 


Bescbranken  wir  uns  daber  bei  dem  obigen  GrrenzprozeB  auf 
solche  Teilungen  IT?  welcbe  den  Punkt  Q  als  Teilungspunkt  enttalten, 
was,  wie  man  leieht  zeigt?  auf  denselben  Grenzwert  fur  das  Integral 
TH  fubrt,  so  ist 


x)  V&rlesungen  187$;  den  Weierstrafi'sclien  Beweis  findet  man  in  §  31,  e)7 
meiner  Lectures  durcngefohrt  Der  im  Text  gegebene  Beweis  ruhrt  von  Osaooo 
h.err  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  II  (1901) 
p.  292 
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und  dab.er?  wenn  wir  zttr  Grenze  ubergehen^ 


womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Auch  der  Satz  uler  the  Existent  ernes  Mmtmums  mi  jKletnen  la  fit  sicJi  auf 
Vergteichskitrven  der  Klasse  E  ausdeJinen: 

Es  sei  510  ein  Bereicii,  far  welchen  die  Voraussetzungen  von  §  33,  b)  er- 
fullt  sind,  nnd  es  sei  r0  fur  den  Bereicii  610  definiert  wie  in  §  34,  b).  Sind 
dann  Px  und  Pg  irgend  zwei  Punkte  von  &0,  deren  Entfernnng  kleiner  ist  als  r0, 
und  ziehen  wir  von  Px  nach  P2  einerseits  die  kurzeste  Extremale  (£1S,  anderer- 
seits  erne  beliebige  Zurve  S  der  Klasse  K,  welche  ganz  im  Innern  des  Ereises 
fP\i  ro)  ^eg*  und  mindestens  einen  Punkt  entha^t,  welcher  nicht  auf  dem 
Extremalenbogen  ©12  liegt,  so  ist.  J%  >  J^  . 

Der  Beweis  ist  ganz  analog  wie  oben  mittels  des  Osgood'schen  Satzesr 
diesmal  in  der  Form  von  §  34,  b),  zu  fiinren;  an  Stelle  des  Feldes  <£  tritt 
jetzt  die  Kreisflaehe  (Pn  r()). 


Ubuiigsaiifgabeii  zmn  fiiiiften  Kapitel. 

Fur  die  folgenden  Flacnen  die  geodatischen  Lwien  zu  bestimmen  und  die 
Frage  der  kottjugierten  Punlte  zu  untersuenen,  wenn  moglich  sowohl  geometriscli 
als  analytiscii 

1    Fur  die  Kuyel 

2.  Fiir  die  allgememste  Zylmderflache. 

3.  Fiir  dbwickellare  Flachen  im  allgemeinen.  (JACOBI) 

4.  Fiir  das  Hotationsparabolotd: 

X=^UCOBV^        y  =  u  sin  y,        ^  =  Ma/2Jp. 

Losung-  Bei  passender  Wahl  des  Parameters  lautet  die  Gleichung  zur 
JBestimmung  des  zu  ^  konjugierten  Pnnktes 

Coth  t  —  «  =  Coth  ix  —  ^  . 

5-<    Fiir  das  Eotationsellipsoid*  (BRAUNMUHL,  v.  MANGOLDT) 

6*.   Fur  den  Kreisring.  (Buss) 

7.  Die  Fnnktionen  .F3  and  K  fur  geodatiscne  Linien  zu  berechnen,  wenn 
das  Linienelement  in  der  Form 


gege"ben  ist  und  die  Bogenlange  als  Parameter  gewahlt  wird  (§  28,  c)). 
Losung: 


!2  E 


. 

8.  Fiir  folgende  Fnnktionen  die  Indtkatnx  zu  konstruieren  und  mit  deren 
Hilfe  die  Fxage  des  starken  und  schwachen  Extremums  zu  diskutieren: 
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9.  Das  Prutzw  der  Uein&tcu  Aktion  fur  die  Btiiegiwg  ernes  matenellw 
Panties  in  einer  Etoene1}-  Ein  materieller  Punkt  von  der  Mabse  1  sei  gezwungen, 
sich  in  der  x,  $/-Ebene  zu  bewegen.  Unter  der  Einwirkung  einer  in  der  x,  y- 
Ebene  gelegenen  Kraft,  welcbe  eine  von  der  Zeit  iinabnangige  Kraitefunktion 
Ha:,  y]  besitzt,  moge  der  Punkt  ans  einer  gegebenen  Anfangslage  P0(^0,  y0j 
bei  gegebener  Anlangsnchtung  und  Gescbwindigkeit  nach  Ablaut  emer  gemssen 
2eit°in  eine  Endlage  Pt^,  yj  ubergeben-  Wir  bezeichnen  den  absoluten  Wert 
der  Anfangsgefechwindigkeit  mit  r0  .  Bestimmt  man  dann  die  Konstante  h  aus 

•der  Gleiehung 

t?0s«=arCT(a?0,y0)  +  *), 

so  erfollt  die  von  dem  materiellen  Punkt  beschriebene  Babu  die  erste  notwendige 
BediBgung  fur  ein  Minimum  des  Integrals 


a 


in  Bezieimng  auf  die  Gesamtbeit  aller  die  beiden  Punkte  P0  und  Pl  verbinden- 
den  K.nrven  der  x,  y-Ebene 

Das  Integral  <EL  wird  die  »AJstion"  entlang  der  betrackteten  Kurve  genannt 
Konjugierte   Punkte    werden    dabei    v%onjugieite    kinetische   Brennpunlte" 
genannt 

Andeutung:  Man  benutze  die  beiden  Differentialgleichungen  (20)  und  treffe 
•eine  passende  Wakl  der  den  Parameter  charakterisierenden  Znsatzgleicnung 
{§  26,  a)).  Welcner  Satz  der  Mechanik  wird  durch  die  Form  (23  b)  der  Euler'schen 
Differentialgleickung  ausgedruckt?  (  JACOB  i,  DARBOUX,  APPELL) 

10  Das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  auf  die  Bewegung  eines  schiveren 
matenellen  Punktes  in  einer  verttkalen  Efoene  anzuwenden  (unter  Vernacblassigung 
des  Luftrwiderstandes). 

Der  materielle  Punkt  werde  yom  Koordinatenanfangspunkt  P0  eines  recht- 
winkligen  Xoordinatensystems  ,  dessen  positive  y-Achse  vertikal  nacb.  oben  ge- 
richtet  ist,  unter  einem  Wink  el  a  gegen  die  Horizontale  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit  v0  fortgescbleudert  Der  Quotient  vc/%g  werde  mit  k  bezeiclmet. 
Die  Bairn  ist  dann  eine  Parabel  mit  der  Geraden:  y  ==  k  als  Direktrix.  Den 
zn  P0  konjugierten  Punkt  PQ'  zu  bestimmen;  fiir  welch  e  Werte  von  cc  existiert 
•ein  solcher,  for  welche  nicbt?  Geometrische  Konstruktion  desselben:  Die  Gerade 

von  der  Amplitude.    2  a  --  ~-  durch  den  Punkt  P0   sehneidet  die  Parabel  zum 


Vgl,  Kap  XJ 
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21)1 


xweiten  Mai  im  Punkt  P0'  Die  Tangenten  an  die  Parabel  in  P0  und  P/ 
sehneiden  sicli  in  einem  Pankt  T  der  Geraden  y  =  A  (Lindelof's  Konstrak- 
tion,  verallgemeinert,  vgl.  §  13,  c)),  und  zwar  unter  einem  rechten  Winkel.  Die 
Enveloppe  der  Ertremalenschar  durch  den  Punkt  P0  zu  bestimmen;  welehe  Be- 
deutung  hat  dieselbe  for  die  Aufgabe:  bei  gegebenem  v0  den  Winkel  cc  so  zu 
bestimmen,  dafi  die  Bahn  durch  einen  gegebenen  zweiten  Punkt  P1  hindurehgeht? 

(TAIT  and  STEEL, 


11.  Fur  das  vorangehende  Beispiel  und  fur  die  Extremalenschar  dutch  den 
Punkt  P0  das  FeltUntegral  W(x,  yj}  gerechnet  Tom  Punkt  P0,  zu  berechnen^ 
a)  mittels  der  Hamilton'schen  Formeln  (148),  b)  nach  der  Methode  von  §  20 

Losung. 


Dies  lafit  sieh  auch  in  die  Form  bringen: 


,  y) 


Fur  den  Wert  der  Aktion  vom  Punkt 
P0  bis  zum  konjugierten  Punkt  P0' 
ergibt  sich  hieraus  der  Wert 


3  g  sin8  a 


(DARBOUX) 


12  Das  Prinzip  der  kleinsten 
Aktion  auf  die  Planetenbeicegiwg  an- 
zuwenden. 

Die  Sonne  befinde  sich  im  Pol  O 
•eines  Systems  yon  Polarkoordinateu 
r,  0;  die  Anfangslage  P0  sei  gegeben 
durch  r  =  r0 ,  6  =  0,  die  Anfaugs- 
gesehwindigkeit  sei  t?0,  die  Anfangs- 
xichtung  bilde  mit  der  Achse  den 
Winkel  cq  die  Anziehungskraft  sei 
^/rs.  Die  Bahn  ist  eine  Ellipse : 
Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdena' 


Fig   45 


9  ti 


2  //  2  IL 

__  _i_  oder  >  —  •  Diese  Bedingung  ist  von  a  unabhangig     Fur  den 


der  Ellipse  ist  die  groBe  Halbachse  a  gegeben  durch 


1 
a 


ebenfaEs  von  K  unabhangig. 
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Anfc  den  Brennpimktseigeiischaften  der  Ellipse  folgen  nunmehr  folgende 
Baize-  Der  zweite  Brennptmkfc  F  liegt  auf  dem  Kreis  mit  dem  Radius 
PQA  «  2  a  —  >0  urn  den  Punkt  P0;  der  Vektor  P0  JP  blldet  mit  der  Achse 
den  Winkel  2  a.  Yerlangert  man  die  Gerade  P^F  bis  zu  ihrem  zweiten  Schmtt- 
punkt  mit  der  Ellipse,  so  ist  dieser  der  zn  P0  konjugierte  Punkt  P0'  Die  Enveloppe 
der  Extremalensehar  durch  den  Punkt  P0  ist  erne  Ellipse  fj,  welehe  die  Punkte  0 
und  P0  zu  Brennpunkten  hat  und  durch  den  Punkt  A  geht.  Bei  der  Ableitung 
dieser  Eesultate  gehe  man  yon  der  Aufgabe  ans,  bei  gegebenem  r0  diejenige 
Extremale  zu  beatimmen,  welofee  durcli  den  Punkt  P0  und  durch  einen  zweiten 
ge^ebenen  Punkt  Pl  hindurebgent:  Durch  jeden  Punkt  P4  im  Innern  der 
EiHpse  g  gehen  zwei  Extremalen  von  P0  aus;  man  verlangere  die  Gerade  OP^ 
bife  zu  ihrem  Schnittpunkt  S  mit  dem  Ereis  urn  0  mit  dem  Radius  |  OA  \  =  2ar 
bescbxeibe  sodann  inn  P1  einen  Kreis  mit  deni  Radius  Pj.^1  ;  derselbe  schneidet 
den  Kreis  mit  dem  Radius  |  P0  A  t  urn  P0  in  zwei  Punkten  JP,  JP',  welche  die 
zweiten  Brennpunkte  der  beiden  gesuchten  Ellipsen  sind.  Durch  jeden  Punki 
von  g  geht  eine  Extremale  von  P0  aus.  Liegt  Pl  aufierhalb  g,  so  geht  keine 
Extremale  von  P0  nach  Pt  .  (JAOOBI,  TAIT  and  STEEL) 

13.  Fib:  die  vorangehende  Aufgabe  die  Hamilton'sche  partielle  Differential- 
gleichung  aufzustellen  und  em  vollst'andiges  Integral  derselben  nach  der  Methode 
von  §  20,  c)  aus  dem  ersten  Integral  F#  =  §  der  Euler'schen  Differentialgleichung- 
abzuleiten 

Losung 


W 
wobei 


_ 

j  u  +  e  sin  u  —  2  yr^?  arctg  /5yii^  tg  -|-  j  ]  +  y  , 
(  \|/i  —  ^          /  j 


fict  (1  —  6s)  ,        r  =  a  (1  —  ^  cos  M)  . 


Pur  seiche  Extremalenschar  ist  die  Schar.  "PF  »  konst   die  Txansversalenschar?' 

(JACOBI) 

14.  Das  Pringip  der  bletnsten  Aktwn  auf  die  Beuegung  eims  Puriktes  auf 
tm&r  beliebigeti  Flaehe  auszudehnen.  Hieraus  den  Satz  abzuleitenT  daB  der  Punkt 
erne  geodatische  Linie  beschreibt,  wenn  keine  Kxaft  anf  ihn  wirkt  ( 


15.  Das  allgemeine  Problem  der  BiachtstocTirone  aufeiner  Flaehe:  Auf  eiaen 
materiellen  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Flaehe  zu 
bewegen,  wirke  eine  Kraft,  welche  eine  von  der  Zeit  unabhangige  Kraftefank- 
tion  U(x,  y,  2)  besitzt.  Unter  alien  Kurven,  welche  auf  der  Plaehe  zwischen 
zwei  gegebenen  Punkten  P0  und  Pt  gezogen  werden  konnen,  diejenige  zu  be- 
stiunnen,  entlang  welcher  der  naaterielle  Punkt  in  der  kiirzesten  Zeit  von.  P0 
nach  P1  gelangt,  werm  ihm  im  Punkt  P0  eine  gegebene  Anfangsgeschwindi^keit 
erteilt  wird 
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16*.  Die  BrachistocJirone  auf  einer  Kngel  writer  der  JEmicirhwng  der  Schirere 
zn  bestimmen;  die  Gestalt  der  Kurve  zu  diskutieren :  die  Frage  der  konjugierten 
Ptuikte  zn  untersuchen. 

17**.  Unter  alien  Kurven,  welche  zwei  gegebene  Punkte  P3  und  P?  ver- 
binden,  diejenige  zu  bestiznrnen,  welche  das  "klemste  Tragheitsmoment  in  Beziehung 
auf  einen  dritten  Punkt  P0  besitzt. 

In  Polarkoordinaten  hat  man  also  das  Integral 


^      J/r/s  +  r20'2  dt 

L 

zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Losung:    Liegen    die    drei  Punkte  P0,  Pt.  P2  in  gerader  Linie,  so  liefert 
das  gerade  Segment  PtP2  das  absolute  Minimum 

Ist   0  <~  j  6* — ^/<T-r-,    so    kdnnen   die   beiden  Punkte  P..  P*   durcb  eine 


einzige  Extremale  :  ra  cos  (8  6  -j-  a)  ===  p  verbnnden  werden,  und  diese  liefert  stets 
das  absolute  Minimum. 

1st    02  —  6,  >  —  -  ,    so    besitzt  die  Aufgabe   keine  kontmuierliche  LQsung. 


T,  MASON  ; 

18*.  jDee  krummlmvge  Bahn  eines  Lichtstrahls  in  einem  nicht  homoffenen^ 
durclisichtigen,  einfack  treehenden  Medium  zu  bestimmen^  dessen  absolute?  Breehungs- 
exponent  n  eine  stetige  Function  der  rechtwinJchgen  Koordinaten  xy  y*  &  des 
Ortes  ist 

Andeutungen:  Die  Fortpflanzung  des  Licntes  von  einem  Pankt  P0  nach 
einem  andern  Pt  erfolgt  in  der  kurzesten  moglichen  Zeit.  Da  der  absolute 
Brechungsexponent  nach  der  Undulationstheorie  umgekehrt  proportional  der 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dem  betreffenden  Punkt  ist,  so  haben  wir  daher 
das  Integral1) 


r 

I 


nds 


zn  einem  Minimum  zu  machen,  wo  n  eine  gegebene  Funktion  von  x,y,z  be- 
deutet.  Wenn  insbesondere  n  eine  Funktion  der  Entfernung  von  einem  festen 
Zentrum  0  ist  (eine  Bedingung,  welche  annahernd  fur  die  Atmospharen  der 
Himmelskorper  erfullt  ist),  so  liegt  die  Bahn  in  einer  Ebene  durch  den  Punkt  O. 
Macht  man  diese  Ebene  zur  x,  y-  Ebene  und  den  Pnnkt  0  zum  Koordinaten- 
anfangspunkt,  so  ist  n  eine  Funktion  von  r  =  l/i^f-  «/2ly  ,  und  das  Integral, 
welches  zu  einem  Minimum  zu  machen  ist,  nimmt  folgende  Gestalt  an,  wenn 
wir  Polarkoordinaten  r,  6  mit  dem  Pol  0  emfuhren; 


l)  Ygl.  auch  APPELL,  Traite  de  Mecanigue,  Bd  I,  p.  215. 
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Der  Lichtstrahl  nioge  von  einem  gegebenen  Punkt  r  =  r0 ,  0  ==  0  ausgenen  und 
seine  Anfangsrichtung  moge  mit  der  Achse  des  Xoordinatensystems  den  Winkel 

•—  —  *  bilden  Den  allgememen  Charakter  der  Bahn  zu  untersuchen,  insbeson- 
dere  in  seiner  Abhangigkeit  von  dem  Anfangswinkel  ^,  unter  der  Annahme,  dafi 
f\Tj  fiir  r  =  oo  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  ^>  1  nahert 

Handelt  es  sich  um  die  Brechung  des  Lichts  in  der  Atmosphare  eines 
Hixamelsk5rpers  vom  Radius  J?,  so  ist  eine  angenahert  richtige  Wahl  fur  die 
Funfction  /V): 

/vrj  —  (l  +  be      XT 

wobei  I  und  I  zwei  physikalische  Konstante  sind  Dabei  ist  dann  noch  die 
Gebietsbesehranknng:  r  2>  -K  hlnzuzufu°-en 

Die  Frage  der  konjugierten  Punkbe  zu  unteisuchen.1)  ~~ 


Die  letztere  Aufgabe  hat  WEIEBSTRASS  in  seinen  Vorlesungen  gestellt. 


Seehstes  KapiteL 
Der  Pall  variabler  Endpunkte. 

§  36.    Die  "Variationsmetliode. 

Wir   wenden   uns  jetzt   zu    einer    eingehenden1)    Diskussion   des 
Problem  s?  das  Integral 


zn  einem  Minimum  zu  maclien  m   dem  Fall,  wo  die  Endpunkte  der 
zul'assigen  Kurven  nieht   beide  vorgegeben   sine!      Wir  betrackten  zu- 
nachst  den  Fall,  wo  der  erste  der  Leiden  Endpunkte  auf  emer  gegebeneu 
Kurie  &  ~beiceglicli  ist,  wahrend  der  zweitey  P2?  fest  und  gegebm  ist 
Die  Kurve  S  denken  wir  uns  dureh  einen  Parameter  a  dargestellt: 


Wir  setzen  vorauSj  dafi  sie  von  der  Klasse  G"  ist  und  ganz  im 
Bereicli  SI2)  liegt. 

TJnsere  zulassigen  Kurven  sind  also  die  Gesamtlieit  STL  aRer  7Jge- 
wohnliclien"3)  Kurven,  welelie  von  der  Kurve  ^  nach  dem  Punkt  P2 
gezogen  werden  konnen,  und  welche  tiberdies  ganz  im  Bereich.  9\, 
liegen. 

Wir  nehmen  an;  wir  hatten  eine  Kurve 

@0:  x-x(t),       y  =  y(f),       ^^*^<>  (1) 

gefunden^  welelie  unser  Integral  J  in  bezug  auf  diese  Gresamtlieit  9Tt 
zu  einem  (relativen)  Minimum  maclit.  Dieselbe  moge  von  der  Klasse 
G'  sein  und  ganz  im  Innern  des  Bereiches  SI  liegen.  Der  Punfct  der 
Kurve  ^,  von  dem  sie  ausgeht,  sei  P±  und  moge  dem  Wert  a  =  a0 
entsprechen^  so  daB  also 

(2) 


x)  Yoriibergehend.  gestreift   haben   wir    das  Problem   bereits    in  §  7,   beim 
-  Problem. 

3)  Vgl.  §  25,  b)  ;  die  Annakmen  tiber  die  Punktion  F  sind  dieselben  wie  dort. 
•)  Vgl.  §  25,  a) 

Bolza,  Vanattonsxechniiiig  20 
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wobei  wir  annehmen,  daB  %  <  aQ  <  as.  Wir  schlieBen  dann  zunacnst 
ganz  wle  in  §  7,  a),  daB  die  gesuchte  Kurve  (£0  in  erster  Linie  alle 
notwendigen  Bedingungen  fur  em  Minimum  bei  festen  Endpunkten 
erfullen  muB.  Sie  niuB  also  eine  Extremale  sein  und  iiberdies  miissen 
die  Bedingungen  (II),  (III).  (IV)  erfellt  sein  Wir  nelimen  fur  die 
weitere  Diskussion  an,  daB  aile  diese  Bedingungen  erfollt  smd 

Ffir  die  weitere  BehaBdluBg  der  Aufgabe  sind  drei  wesentlieh 
versclnedeiie  Mettoden  entwickelt  worden,  die  wir  als  Variations- 
methode,  Differentiationsmethode1)  und  Kneser'sche  Methode2)  unter- 
scheiden  wollen  Im  gegenwartigen  Paragrapten  soil  die  erste  der- 
sel"ben?  soweit  sie  sich  auf  die  erst  e  Variation  bezieht,  besprochen  werden. 
a)  Die  TraBSversalitatsbedingung:: 

Die  Variationsmetliode  besteht  darin,  daB  man  fur  das  vorliegende 
Problem  .^ormal-Variationen^^)  von  hinreictender  AUgemeinlieit  her- 
stellt?  far  dieselben  ^/und  (J2J~bereehnet7  und  dann  die  Bedingungen 
$/=(),  8*J~*>0  diskutieri  Diese  Metliode,  die  bis  auf  LAG-RANGE4) 
zuriiekgeht  (1760)?  fiihrt  am  einfacbsten  zu  der  aus  dem  Verscliwinden 

der  ersten  Variation  folgenden  Trans- 
versalitatsbedingung;  stent  jedoch  fur 
die  weitere  Bebandlung  des  Pro- 
blems liinter  der  Differentiations- 
metliode  an  Binfachhelt  und  Trag- 
weite  zuruek. 

Wir  setzen  zunachst  voraus?  daB 
die  Funktion  F  von  den  Koordinaten 
der  Endpunkte  nicht  abbangt. 

Es  sei  P3  derjenige  Ponkt  von  % 
weleher  dem  Parameter  a  ==  aQ  +  a 
entspriclitj  wobei  s  eine  unendlich  kleine  GroBe  bedeutet.  Dann  ziehen 
wir  eine  den  Bedingungen  einer  Normalvariation  geniigende  Kurve 


vom  Punkte  P3  nach  dem  Punkfc  P2.     Die  Funktionen 
massen  also  so  ge\%ablt  werden,  daB  fiir  jedes  s: 


l  } 


J)  VgL  §§  38—40 

*)  Dieselbe  setzt  erst  nach  Ableltung   der   Txansversalitiitsbedingung  ein 
Vgl    §  41  und  Kap.  VU. 
•)  Vgl  §  8,  a). 
*)  Vgl.  LAGRAKGB,  (Euvres,  Bd.  I,  pp.  338,  345 
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was  stets  moglick  ist,  z.  B.  indem  man  (wie  m  §  30,  a)) 


setzt,  wobei  u(t)9  i(t)  Funktionen  Ton  t  allein  sind,  die  ffir  £==  f2  ver- 
schwinden  und  far  £  =  ^  gleich.  1  werden, 

Fiir  eine  solche  Variation  erhalt  man  dann  naeh  Gleidmng  (78) 
von  §  8,  da  die  Kurye  @0  eine  Extremale  ist?  ganz  wie  in  §  30?  a), 

6J  -[Fjdx  +  FtfOy^,  (4) 

wobei  nach  (3)  im  gegenw'artigen  Fall 

&x  l  =  €2'(a0),  dy  I  =  ty'ta^, 


Die  Bedingung  dJ=  0  fuhrt  also  auf  das  Resultat1;: 
Im  Pwikt  Px  mufi  die  Helcttion 

JFV(o?,y,  a?',  jO#'  +  -^'(^J/;  ^/)F  !  '  =-  0  (5) 

erfullt  setn,  uobei  sicJi  die  Ableitungen  x',  y   auf  die  JExtremale  @0,  die 
ANeitungen  %',y'  auf  die  gegebene  Kuroe  $1  beziehen. 

Dies   ist   die  ,:Transver$aUtatsbedingung"  fur  den  Fall  der  Para- 
meterdarstellnng.  2) 

x)  WEIERSTEASS,   Vorlesungen  1882;  vgl.  KNESER,  Lehrbueh,  p.  32. 
2)  Die  zweite  Variation  Tbei  variabeln  Endpunkten  ,  auf  die  wir  Her  nicht 
eingehen,  ist  zuerst  von  ERDMANK  fiir  das  Integral 


Tmtersncht  vorden  (Zeitschrift  fiir  Mathematik  nnd  Physik,  Bd.  XXIII 
(1878)  p  364);  fur  das  Integral  in  Parameterdarstellnng 


s  (Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  HI 
(1902)  p.  132,  siehe  unten  §  39;  fur  das  allgemeinere  Integral 


r 

I  /to  y^y*,*-  »  yn,  yfi,  y%,  •  *  ,  y«)  dx, 


in  dem  die  unbekannten  Funktionen  y^y^  *,  y  durch  eine  Anzahl  von 
Bifferentialgleichungen  verbunden  sind,  von  A  MATER  (Leipziger  Berichte 
(1896)  p.  436). 

20* 
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Zur  Bestimmung  der  Integratioaskonstanten  a,  ft  des  allgememen 
Integrals  der  Enler'sclien  Differentialgleicliung7  aowie  der  unbekaimten 
GroBen  f1?  t$9  a0  hat  man  funf  Grleieliuiigen,  naralicla 


f&  ,  *>  P)  =  ?(*o)  >  0  ft  ,  *,  0)  =  »  (flo  » 

und  auBerdem  die  Transversalitatsbedingung  (5) 

Beispiel  XVI:  Die  Geodatischen  Limen     (Siehe  p   -209.) 

Fiir  die  Tran&versalitatsbedingung  findet  man  hier  leickt  die  Grleichung 

2?  EM        F  SFw'       8v'     1  =*  0, 


welcbe  ausdruckt,  daE  die  geoddtiacbe  Lmie  die  auf  der  Flaohe  gegebene 
orthogonal  scbneiden  rauB  li 

Die  im  PonM  ^t1  ^t  zar  Rickkmg  vrv  y^  transversal  e  Eichtang  x'v  y'v  die 
dnrch  die  Gleichung  (o)  definiert  ist,  laBt  sich  nach  CABATHEOPOBY  sehr  eiafaeii 
mit  Hilf©  der  lnd%latnx  (§  30,  cj)  geametrisch  konstruieien  Bezeicbnen  wir  mit  B1 
mid  5j  die  Amplitnden  der  beiden  Eichtungen,  so  folgt  aus  (5): 

§  —  _  Fjf{^  11  C03i?  sin  6i) 
g  5 


Durcli  Vergleidaung  mit  Gleichung  (128"b)  von  §  30  ergibt  sich  daraus  die  Regel  - 

Um  die  sur  EteMung  6^  transversals  HwJitung  0t   tu  erhalten,  konstruiete 

man  im  Punlt  Ql(9l)  der  Indilcatnx  die  Tangente  Q^T^  an  die  Xndikatrix;  die 

jRichtung  der&elben  gibt  dann  die  gesiichte  transversals  Itichtung  6^  (ygl   Fig  ^5) 

Ubrigens  1st  mit  ^  stetg  zagleich  aucb  Ol  -j-  n  transversal  zn  61.s) 

b)  Dei  Fall,  wo  die  FoEktion  F  die  Koordinaten  der  Enipunkte 


Die  Untersuelmng  gestaltet  sioh.  wesentlieh  anders;  wenn  die 
Funktion  F  die  Koordinaten  der  Endpunkte  enthalt.  In  diesein  Fall 
hat  man  nach  p.  50  dem  Ausdruek  (3)  fur  $J  nocii  das  Zusatzglied 

i  +  F*i/i  +  ?***•  +  F          dt 


^  wobei 


da  £t  uiid  tj  von  s  unabhangig  smd. 

J)  Vgl   z.  B.  BIANCHI-LUKAT.,  Differentialgtometrie,  p,  65 
s)  Hierzu  die  Ubungsaufga'ben  Nr.  1  —  3  am  Eade  von  Kap  IX 
s)  Znerst  behandelt  von  LAGBAN<JE  (1769),  ygl   (Ewvres,  Bd  II,  pp.  47  und  59 
Vgl   aucb  KNESKE,  LeJtrbuch,  §  12 
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Unter  Benutzung  von  (4)   exbalten  wir  daher  im  gegeBwartigen 

Falle  statt  der  Transversalitatsbedingung  Co)  die  folgende  Bedingung: 

2 

-  ti'F,>  +  y'Ftf)  l  +J  \F^c\  +  FJ/(  .  rf*  ~  0,  (7) 


ei^  die  Argumeiite  von  F^  Fy,  sind: 
diejerdgen  von  F^  Fyi: 


Diese  Gleicliung  ist  von  weseBtlich  anderem  Charakter  als  die 
Transyersalitatsbedingung  (5),  insofern  ibre  Hnke  Seite  nicht  HUT  vom 
Punkte  P1;  sondem  gleichzeiiag  vom  Punkte  P2  abli'angt. 

Eeibpiel  XT.    (Siehe  p.  207V 

Die  Urachistoehrom  fm  den  Fall,  daft  der  Ausgangspunkt  P1  auf  ewer  ge- 
gebenen  Kurue  &  leweglich  ist,  wahrend  der  JEndpunlt  P2  gegebm  ist. 

Dabei  setzen  wir  voraus,  daB  die  gegebene  Anfangsgesciiwindigkeit  v1  (mid 
daher  anch  die  Konstante  A)  Ton  den  Koordinaten  xll  y^  x^  y»  unabn'angig  ist. 

Die  Fanktion  , 


enthalt  nier  in  der  jTat  die  Ordinate  yt  des  Punktes  Pv  Im  Punkte  Pj  muB 
also  nicht  die  Transversalitatsbedingung  (5),  sondern  die  Bedingung  (7)  erfiillt 
sein.  Im  gegenwartigen  Falle  ist 

,_,  x  ^  yf 


^  =  °  •      *•*• 


Diese  Ansdriieke  sind  nun  fur  die  Extremale  @0   zu  berechnen,  d.  h,  far 
die  Zykloicle: 


a(i  —  cos*), 
wobei  wir  nach.  einer  schon  fruher  gemachten  Bemerkang  x)  voranssetzen,  daB 

Man  findet 


l}  ^&  P  2^  FuBnote  l}.     Die  Einscnrankung  ist  zur  Zeichenbestimmung 
der  Quadratwurzeln  eiforderlich. 
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Dalier  nimmt  die  Bedingung  (7>  die  Form  an 

x(  +  ft  eotg  I  =  0  ,  8) 

Bezeichnet  jetzt  02  den  Tangentenwinkel  dei  Zykloide  im  Punkt  Pa,^  denjemgen 
der  Eurve  &  im  Punkte  Pj,  so  folgt  hieraus,  da 


das  Resnltat1,) 

d  b 


Die  Tangente   der  Zykloide  tm  Punkte  P2    mufi  also  awf  der  Tangente  an  die 
ICurve  &  tin  Punfcte  Pl  senkrecht  stehen  2j 

§  37     Das  ExtremalenintegraL 

Ehe  wir  zur  DarsteEung  der  ;7Differentiationsmetl3  ode"  iibergehen 
konnen?  miissen  wlr  den  wichtigen  Begriff  des  Extremalenintegrals 
einjRihren.  Dazu  habeii  wir  ein  an  die  Satze  Ton  §  27  ankntipfendes 
Existenztheorem  notig. 

ai  Ein  Existenztlieoreiii  tUber  die  Konstruktion  einer  Ertremalen 
dnrct  zwei  gegebene  Punkte: 

Es  sei  ein  ganz  ini  Innei*n  des  Bereiches  9\  gelegener  Extremalen- 
bogen  A^A.2  gegeben,  dem  entlang  die  Bedingung  ^4=0  erfallt  ist. 

Wir  nehmen  in  der  ISTahe  von  A± 
einen  Pnukt  Pv  in  der  Nahe  yon 
A%  einen  Punkt  Pg,  und  stellen 
uns  die  Aufgabe3  von  Pt  nach  P2 
eine  Extremale  @  zu  zieken. 

Die  Koordinaten  der  Punkte 
^  Av  A^  PV  P2  seien  av  b1?  a2,  62; 
Tangentenwinkel  des  gegebenen  Bogens  A^A^  im 
Punkte  Al  sei  «1;  derjenige  des  gesuchten  Bogens  P1P2  ini  Punkte 
P!  sei  6^  die  Lange  des  Bogens  AtA^  sei  I  Dann  konnen  wir  nsbch 
§  27,  c)  den  gegebenen  Extremalenbogen  in  der  ^ormalform 

$  =  %(s  —  ^;  ^&17^)?  y==^^-sl5  %61?«1),53^5^Z  +  51    (9) 

a)  LANKAN  as  hatte  in  seiner  ersten  Behandlnng  der  Brachistoclirone  mifc 
variablen  Endpiinkten  (1760)  die  Abharrgigkeit  der  Funktion  F  von  yx  xibersehen, 
mad  infolgedessen  die  gewohnliclie  Transversalitat  (hier  Orthogonalitat)  als  Be- 
dingung angegeben  (CEuvres,  Bd  I,  p.  343).  Das  Versehen  wurde  dann  von 
BOKDA  (1767)  bemerkt  iind  das  obige  Besidtat  angegeben,  das  dann  aucli  spater 
von  LAGUKASGE  (1769)  nach  seiner  Methode  bewiesen  wurde  ((Euvres,  Bd.  II,  p.  63). 

*)  Hierzu  die  Ulungsaufgabe  Nr.  4  am  Ende  von  Kap.  IX. 
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schreiben  und  ebenso  den  gesuchten  in  der  Form 

Sl:  xvyl,ei)^x(s),  y^fs-^:  Xl9yl9e^  =  y(s)9 

S3  ^  s  <!  *2 

Dabei  ist  ^  eine  beliebige  Konstante,  fur  die  man  z  B.  Null  wahlen 
kann 

Da  die  Kurve  (10;  far  s  ===  %  dureli  den  Punkt  Pg  genen  soil, 
so  haben  wir  zttr  Bestiniinuiig  der  beiden  imbekannten  GroBen  s§?  ^ 
die  beiden  Grleicnungen 

3£  ( S3  -  *! ;  a?ly  ^  0J  -  x^      g)  ( ^  -  5l ;  ^  yw  ^)  »  ^.  (1 1) 

Man  iiberzeugt  sicli  leicht^  daB  die  Bedingungen  fiir  die  Anwendbarkeit 
des  Satzes  liber  impLzite  Punktionen  erfiiJIt  sind,  wofern  die  Funktional- 
determmante 

£*(?;%A;%)?    D*(z;aiA?^    ,  0  12, 

^(Z;al761?^j7     D*(75<*iA>«i) 

Diese  Determinante  ist  aber  naeh  §  27;  d)  nictts  anderes  als  die 
dort  mit  A  bezeichnete  Funktionaldeterminante  der  Extremalenscbar 
durch.  den  Punkt  A19  berechnet  fiir  den  Punkt  A%.  Die  Ungleiclmng 
(12)  driickt  also  ans?  daB  der  Punkt  A.2  niclit  zu  A1  (im  weiteren 
Sinne)  konjugiert  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  konnen  wir  also 
die  Gleicliungen  (11)  im  Sinne  von  §22;e)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
s%  =  I  +  sl7  $i  =  aly  y^  ==  11?  x2  =  a2?  ys  =  &2  eindeutig  nack  s2?  6±  auf- 
losen  und  erhalten  so  den  Satz:1) 

Es  sei  A1A^  ein  gang  im  Innern  des  Sereiches  S{,  gelegener  jEx- 
tremal&zbogen,  dem  enttang  Fl  4=  0?  «#w?  es  sei  A%  nicht  m  Al  (im 
weiteren  Sinne)  Itonjugiert.  Werden  dann  die  beiden  Punkte  P1?  P2 
JiinreicJiend  nalie  ~bei  Av  resp.  A%  genommen^  so  kann  man  von  P1  nach 
P2  stets  eine  eindeutig  definierte  Extremale  ziehen. 

Die  durcli  Auflosung  der  Grleicliungen  (11)  erhaltenen  "Werte 
s*2y  Bt  ergeben  sich  als  Funktionen  von  ocl7  y^  x^  y^  welche  in  der 
Umgebung  der  Stelle  alf  63?  a%,  fc§  von  der  Klasse  Cr  sind;  und  an 
dieser  Stelle  selbst  sich  anf  I  +  sly  resp.  <%  reduzieren.  Setzt  man 
den  geftmdenen  Wert  von  ^  in  (10)  ein?  so  erlialt  man  den  Extre- 
malenbogen  PaP2  dargestellt  in  der  Form 


l]  WEIEK.&TKASS,  Vorlesungen  1879;  "Weierstrafi  benufczt  zum  Beweis  irgend- 
ein  allgemeines  Integral  der  Euler'schen  Bifierentialgleichnng;  vgl.  BOLZA,  Lec- 
tures, p.  175,  FuBnote 
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Fur  (^j^i;^^)  —  (ai7^ua2?^)  rediiziert  sich  derselbe  auf  den  Bx- 
tremalenbogen  A1AS. 

1st  der  letztere  nieht  in  der  Normalform  (9)   gegeben?   sondern 
durcli  einen  beliebigen  Parameter  t  dargestellt: 


der  mit  dem  Bogen  5  durcli  die  Parametertransformation 

s=*g(t),  <-*(*)  (14) 


verbunden  sem  moge?  sodafi  also:  li(s^)  =  t17  JiQ-^-S-^)  =  t%?  so  wende 
man  auf  die  Gleichungen  (13)  die  Parameter  transformation 


an;  dann  erBalt  man  den  Extremalenbogen  @  dargestellt  in  der  Form 
6:  x  -  jr(<;  xiy  yl9  x^  y,),         y  -  lj(<;  ^1?  y1;  ^,  %),       (13  a) 

welciie,   wie   man  leicht  zeigt;   die   "beiden  folgenden  Eigentiimlicli- 
teiton  hat: 

1.  Die  Endpunkte  Pu  P2  entspteclien  dm  wn  ^y^x^y^,  unab- 
foangigen   Werten  t  =  ^?  <t  ==  22. 

2.  PwV  (o?l;  ?/i,  %%,  2/2)  =~  (a1?  6J?  «2,  fe2)  ?^ew  <??a  6-leicfmngen  (13  a) 
zw  c?fe  gegebenen  Gleicliungen  (10  a)  d^  Extremaleribogens  A^A*  uber. 

"Uberdies  folgen  aus  den  Identitaten 


^  —  sft;  ^i;  2/1.  ^?  »«).       2/2  = 

dtireli  Differentiation  nach  ^?  yk  die  Grleiclmngen 


*. 


wobei  ^l£  «=  1  oder  0>  je  nachdem  A  *=  ^  oder  7j  =(=  *- 

b)  Die  ersten  partiellen  Ableitnngen  des  Extremalenintegrals: 
"Wir  betraehten  jetzt  unter  Festhaltung  der  Voraussetznng?  daB 

-42  nicht  zu  ^   konjugiert  ist?  unser  Integral  J,  genoinmen  entlang 

der  Extremalen  @  yon  Pl  nach  P2: 


§  37.    Das  Extremalenintegral  309 

Dasselbe  ist  eine  Funktion  der  Koordinaten  ^yl9x^9yz    der  belden 
Pnnkte  P1?P2?  eindentlg  definiert  und  von  der  Klasse  C'  in  cler  Urn- 

gebung  der   Sielle  a19lltaS}bs.     Wir   bezeichnen   diese  Funktion  mit 


und  nennen  sie  das  .7Extremalenintegralu  toder  auch  den  .,extremalen 
Alstand"}  Ton  Pl  nachi  P2;  dasselbe  ist  identisch  mit  der  von  HAMILTON1) 
^Principal  Function"  genannten  Funktion,  im  speziellen  Fall  der  geo- 
datiscten  Linien  mit  der  ,,GreodatlscJten  Distant 2)  der  leiden  Punkte  P±  P2. 
Es  sollen  jetzt  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  S  nach 
iliren.  vier  Argumenten  bereclmet  werden.3j  Aus  der  Definition  folgt 
znnachst,  wenn  z  irgend  eine  der  vier  GroBen  Xl3yl9jr^y9  bedentety 


r 

= J  ( 


da  ^  und  t.2  von  ^^y^x^y^  uiiabMngig  sind.  Wendet  man  jetzt 
anf  die  beiden  letzten  Glieder  rechts  die  Lagrange'sclie  partielle 
Integration  an;  und  beachtet,  daB  die  Fnnktionen  j,  t)  den  Differential- 
gleictuingen 

F,-rt**-<>>       F*-TtF«  =  » 

geniigen,  so  erhalt  man 

H  -  [J^S.  +  F^l  •  (17) 

Spezialisiert  man  daher  die  GroBe  0  m  (17),  maeht  von  den 
Grleichungen  (16)  Gebrauch  und  erinnert  sich  der  Horoogeneit'atseigen- 
schaften  der  Fnnktionen  F^,  Fyf,  so  erhalt  man  den  folgenden  Satz4): 

Die  partiellen  AbMtungen  des  Extremalenintegrals  hdben  folgende 
Werte: 


J)  Phllosopliical  Transactions,  1835,  Part.  I,  p  99 

2)  Ygl.  DARBOUX,  Theorie  des  surfaces,  Bel  II,  Nr  536 

s)  Ftir  die  ganze  weitere  Dislnission  wird  Toranggesetzt,  daB  J^  die  Koordi- 
naten  del  Endpunkte  niclat  enth^lt. 

4)  In  den  allgemeineren  Resnltaten  von  HAMILTON  enthalten,  vgl  HAMILTON, 
loc.  cit.;  far  den  Fall  der  geodatischen  Linien  gibt  DAKBOUX  die  entsprechenden 
Formeln.  Hierzu  die  Vbungsaufgaben  2fr  13 — 17  am  Ende  von  Kap.  IX. 
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Darin  "bedeuten  pl7  q1?  resp.pa)  $%  die  EicUungskosinus  der  posit  wen 
Tangente  der  Extremalen  (£  im  Ptmli  Pl?  resp  Ps. 

Wir  werden  die  Formeln  (IS}  die  »aRgeminen  Hamilton'selien 
Formeln?'  nennen,  im  Gregensatz  zn  clen  spezieileren  Formeln  (148) 
des  fitnften  Kapitels, 

c)  Die  zweiten  partiellen  Ableitnngen  des  Erfcremalenintegrals  :  *) 

Um  die  zweiten  partiellen  Ableiirungen  des  Extremalenintegrals 
zu  erhalten,  haben  wir  die  ersten  partiellen  Ableitnngen  der  Tangenten- 
winkel  0X,  resp.  6^  der  Extremalen  (£  in  den  Punkten  P1?  resp  P2  no  tig. 
Die  Ableitnngen  Von  d1  ergeben  sich  aus  (11)  nach  den  Regeln  fiber 
die  Differentiation  von  impliziten  Funktionen,  nnd  zwar  findet  man: 


^  _ 

Jx2  M-'ifca)7  32/2  ^te) 

Darin  bedeuten  in  tJberemstimmung  mit  §  27;  Gleiclrang  (56): 


und  die  Argumente  der  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen  3£,  ^) 
sind  <>  _  o       r        ,/       g 

6        6i;      •*•!?      yi;      ^1 

Um  die  partiellen  Ableitungen  yon  6%  zu  erhalten.,  bemerken  wir; 
daB  die  Extremale  G  sich.  auch  sehreiben  TaBt 


daher  geniigen  die  beiden  Funktionen  %,   02  von  xl}  y1}  %%,  y%   anch 
den  beiden  Gleichungen 

xl  —  Xfa  —  6*,  5  ^2;  ^2?  *a);         2/i  ^  S(5i  —  *2?  %5  %;  ^)- 
Aus  diesen  erhalt  man  dann  analog: 


Darin  bedeuten  %,  %7  w%  dieselben  Determinanten  wie  oben;  jedoch. 
mit  den  Argamenten 


*)  Die  folgenden  Eatwicklungen,  die  ubrigens  erst  in  §  39  zur  Anwendung 
kommen,  sind  der  Dissertation  von  A.  DRESDEN  entnommen,  »The  second  parttal 
derivatives  of  Hamilton's  principal  function  and  their  applications  in  the  calculus 
of  variations,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society, 
Bd,  IX  (1908),  p  476 
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Nunmehr  erhalt  man  durcK  Differentiation  der  Grieichungen  (18)  Au»s» 
drticke  fur  die  zweiten  Ableitungen  der  Fnnktion  3-  Dieselben  lassen 
siei.  jedoch  wesentlich  vereinfaeken,  Zunactst  driicke  man  die  dabei 
auftretenden  zweiten  Ableittmgen  von  F  naett  Gleichung  (12  a)  und 
(85;  des  funften  Kapitels  durch  die  WeierstraB'schen  GrroBen  F19 
L7  JLT,  JV  aus  Sodann  beachte  man;  da6  die  Fnnktionen  ii1}  r17  w^ 
%?  ^j;  "2  nac^L  §  ^&?  aj  ^er  zur  Extremalen  S  geliorigen  Jacobi'scten 
Ditferentialgleicliung  geniigen,  uncl  zwar  sind  sie  luerdurcb.  zusammen 
mit  den  folgenden  Anfangsbedingiingen,  die  sicii  aus  den  Eigenscliaften 
der  Fmiktionen  X,  3)  ergeben;  vollstandig  bestimmt:1) 


-  y 


^"2(52)  ==         0;  U^Sz)  =*         1- 

Bezeicbnen  nun  «1?  resp.  ca2  diejemgen  Integrale   der  zur  Extre- 

malen  @  geliorigen  Jacobi'scten  Differentialgleiclinng,  welcke  durch. 
die  Anfangsbedingungen 

^C5!)^1;  co;(S1)  =  0; 

xesp.  ^2^2)  —  1^  ^sfe)  =  ^ 

definiert  sind?  so  folgt 


und  ebenso 

Maeht  man  hiervon  Gebrauch  und  setzt  sehlieBlich  noch 

so  erhalt  man  das  folgende  von  DEESDEN  herriihrende  Bestdtat: 


x)  ^"gl-  §  27J  Gleichnngen  (51  a),  (51  b)  mid  die  aus  (51  a)   durch.  Differen- 
tiation nack  as0,  y0,  00  sicK  ergebenden  Gleictungeii. 
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.0, 13=-^)  +^i&X'<>i;*i&)J 


+ 


Die  liieraus  folgende  Relation 

^i(%K(*2)  +  "Pi(%X(«i)  -  0  (25) 

yerifiziert  man  direkt;  indem  man  den  Abel'schen  Satz  yon  §  117  b) 
aaf  die  beiden  Integrale  w1?  w2  der  Jacobi'schen  Differentialgleicliung 
anwendet: 


und  danu  einmal  s  =  slf  einnial  $  =  52  setzt. 

DaB  ^(§3)  nnd  ^(fii)  Ton  Null  verschiedeu  sind?  wenn  die  beiden 
Punkte  P1?  P2  hmreieliend  nahe  bei  Alf  A2  liegen,  folgt  axis  der 
Voraussetzung  (12). 

EbenfaHs  aus  dem  Abel'schen  Satz  folgen  die  spater  zn  be- 
nutzenden  Formeln 


Die  Punktionen  w1(s)J  CD±(S)  lassen  sicn  leicht  mittels  der  Weier- 
strafi'sclien  Funktion.  ©(s,^)  Ton§29;  a)  und  deren  partieller  Ableitung 
nach.  s,  %  ^  /_  _  x 

Z(S,Sl)  =  ^i>  (27) 

ausdrucken: 


nnd  analog  fiir  die  Funktionen  w%(s), 
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Die  Ansdrueke  fiir  die  zweiten  Ableitnngen  des  Extremaleninte- 
grals  sind  unter  der  speziellen  Voraussetzung  abgeleitet  worden,  daB 
als  Parameter  auf  der  Extremalen  G  die  Bogenlange  s  gewahlt  wordea 
ist.  Sie  bleiben  jedoch  unverandert  bestehen,  wenn  die  Extremale  @ 
durch  einen  beliebigen  anderen  Parameter  dargestellt  ist  Denn  geht 
man  YOU  einem  Parameter  £  zu  eineni  neuen  Parameter  f  liber  mittels 
der  Transformation  f=^(fj?  so  erMlt  man  unter  Benutzung  der 
Homogeneitatseigenschaften  der  Funktion  F  uncl  ihrer  partiellen  Ab- 
leitungen  (§25)  folgende  Transformationsformeln: 

I7  N  =  X-Zlx'tF. 


,),  (      } 

aus  denen  sich  die  Invarianz  der  rechten  Seiten  der  Gleiehungeri  1  24) 
unter  einer  beliebigen  Parametertransformation  sofort  ergibt 

9 

§  38.     Die  Differentiationsmethode.1) 

Wir  kelireu  jetzt  zu  der  im  Eingang  yon  §  36  formulierten  Auf- 
gabe  znrfick,  um  dieselbe  nack  der  zweiten  der  dort  genannten  Me- 
tlioden,  der  Differentiationsmethode;  m  Angriff  zu  nehmen.  Wir  wollen 
den  auBerst  einfachen  Grundgedanken  dieser  Metbode  zunactst  an 
dem  Beispiel  der  ktirzesten  Kurve  YOU  emer  gegebenen  Kurve  ^  nach 
einem  gegebenen  Punkte  P2  erlautern.  Naclidem  man  dnrch  Be- 
trachtung  Yon  Variationen  mit  festen  Endpunkten  gezeigt  hat,  daB 
die  Extremalen  gerade  Linien  sind,  hat  man  des  weiteren  nur  noch 
die  Aufgabe  zu  losen:  Unter  alien  Geraden,  welche  Yon  der  Kurve 
^  nach  dem  Punkte  P2  gezogen  werden  konnen,  die  kurzeste  zu 
suchen;  und  das  ist  em  Problem  der  Theorie  der  gewohnlichen  Maxima 
find  Minima.  Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  P3  und  P2?  (die 
nichts  anderes  ist  als  das  Extremalenmtegral  fiir  das  vorliegende  Bei- 
spiel). ist 


l]  Der  Grundgedanke  dei  Methode  scheint  anf  PoiSbON  und  JACOBI  zuruek- 
zugelien;  vgl.  aucii  DUENGER,  Grundrifl  der  Variattonsrechnung  (1867)  p.  27.  Im 
einzelnen  durchgefuhrfc  worden,  und  zwar  auch  fiir  die  Grlieder  zweiter  Ordntmg, 
ist  die  Methode  zuerst  von  A.  MAYER  fur  das  aUgemeine  Lagrange'sche  Problem,' 
Leipziger  Berichte  (1884)  p.  99  und  spater  noenmals  in  der  oben  (p  303  Fu6- 
note  *))  zitierten  Arbeit  von  1896. 
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Man  hat  also  einfaeh  die  Funktion 


]/p^  -  ^)2  +  (y(a)  -  ~yzf 

der  Variabeln  a  zu  einein  Minimum  zu  inaclieii. 

Da  die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ausnahmslos  die 
absolut  kiirzeste  Verbindungskurye  der  beiden  Punkte  1st,  so  liefert 
in  der  Tat  die  Methode  Her  offenbar  niclit  nur  notwendige,  sondern 
aiicli  Mnreicliende  Bedingungen. 

Ganz  analog  ist  die  SeKLuBweise  ini  allgememen  Falle:  Man  zer- 
legfe  das  Problem  in  zwei  scTiarf  getrennte  Teiie.  Zunachsfc  lost  man 
das  Problem  bei  festen,  aber  unbestimmten  Endpunkten;  bestimint 
dann  die  Integrationskonstanten  als  Funktionen  der  Koordinaten  der 
beiden  Endpunkte  und  berechnet  das  zugeborige  Extremalenintegral 
SC^uJ/ij^s?^)-  ^er  zweite  Teil  der  Aufgabe  besteht  dann  darm;  da8 
man  die  Funktion  8(^1^1,^3,^2)  ^n^er  den  durcli  die  Aufgabe  yor- 
geschriebenen  Nebenbedingungen  zu  einem  Minimum  macht,  was  eine 
Aufgabe  der  Theorie  der  gewolmliclien  Maxima  und  Minima  ist.  Das 
lauft  darauf  liinaus,  da8  man  nur  solche  Yariationen  der  gesucnten 
Kurve  @0  betraelitet?  welche  selbst  Extremalen  sind. 

Bs  ist  klar?  da8  man  auf  diese  Weise  notwendige  Bedingungen 
erhalt;  ob  auch  b.inreic]iende?  das  ist  im  allgemeinen  Falle  niclit  so 
selbstverstandlich,  wie  es  nach  Analogie  des  obigen  Beispiels  scheinen 
konnte  Daher  smd  auch  die  Einwande,,  die  EftDMANN1)  gegen  die 
MetHode  erhoben  hat,  an  sicn  berechtigt.  Trotzdem  fiikrt  die  Metliode; 
wenigstens  in  einem  etwas  bescbrankteren  Smne,,  auck  zu  hinreichenden 
Bedingungen  7  wenn  man  die  bekannten  liinreiclienden  Bedingungen 

fiir  gewohnliche  Maxima  und  Mi- 
nima mit  den  hmreiclienden  Be- 
dingungen fur  das  Variationsproblem 
mit  festen  Endpunkten  yerbindet.2) 
Wir  fiigen  fiir  die  weitere  Dis- 
kussion  den  im  Eingang  von  §  36 
aufgezahlten  Voraussetzungen  iiber 
den  Extremalenbogen  @0  die  weitere 
liinzu,  daB  die  Legendre?seae  und 
Jacob  ijscb.e  Bedingung  in  der  st&rke- 
48'  ren  Form  (H')  und  (IIP)  von  §  32,  b) 

erfuHt  sind.     Dann  sind  die   Voraussetzungen  der  beiden   Satze  yon 
§  37  fur  den  Extremalenbogen  (£0  erfuILt,  wobei  ansteRe  der  dort  mit 


*)  Zeitsciirift  fur  Mathematik  uttd  Plxysik,  Bd.  XXIH,  (1878)  p.  364. 
*)  Vgl.  BOLZA,  Leetwes,  §  23,  e). 
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Aly  J.2;   resp.  P17  P2   bezeichneten  Punkte   die   Pumkte   PX;  P2,  resp. 
P3?  Pg  treten 

Wird  daher  der  Punkt  P3  hinreiehend  nalie  bei  Pt  angenomffien? 
so  gelit  von  Ps  nach  P2  eine  eindeutig  definlerte  Extremale  ®,  dar- 
gestellt  durch  die  Grleiehungen  {13a);  wenn  man  darm  £19  1/1  durch. 
x^j  y%  ersetzt.  Der  Wert  des  Integrals  JJ  genommen  von  P3  entlang 
@  nacfa.  Pg,  ist  dann  gegeben  durch  das  Extremalenintegral 


Da  der  Punkt  P3  auf  der  gegebeiien  Kurve  S  liegt.  so  ist  hierin 


zii  setzen;  wenn  a  der  Parameter  von  P5  auf  der  Kurve  ft  ist;  (so 
da8  also  in  der  Bezeichnung  von  §  36?  aj  a  =  rt0  +  fi).  Durch  Em- 
setzen  dieser  Werte  geht  das  Extremalenintegral  in  eine  Funktion 
der  einzigen  Variabeln  a  tiber?  die  wir  mit  J(a)  bezeichnen,  so  daE 

J(a  )  =  S  i'.r  («)  ,§  -'a  »  ,  ,r2  ;  i/>2)  .  f  32) 

Die  Pnnktion  J(a)  muB   nun  nach  dem   im  Eingang  dieses  Ab- 
sehmtts  Gresagten  fiir  a  =  a0  ein  Minimum  besitzen;  es  mnfi  also  sein: 


Nun  ist  aber  nach  (32) 

Tr  f    -.  ^S    -,'      ,       ^3    *^ 

J      (fl^J     =    —2L   jr.        _J_         J^_    ?/      - 

V     ^  ^^  '      ^^  J     ? 

setzt  man  hierin  fur  die  Ableitnngen  von  S  ihre  Werte  aus  (18)  eiii 
und  beachtet  die  Homogeneitat  von  .FA,,.Fy,,  so  erhalt  man: 

«T(a)  =  -  {  x'  F^x,  y,  x',  y')  +  y  'Fy,(x,  y,  x',  y')  }  ,3.  (34) 

Fur  a  ==  a0  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar  die  Transversalitdtsbedinguny 
in  derselben  Form  (5)  wie  in  §  36,  a). 

Ist   die  Kurve  S  nicht  in  Parameterdarstellung,   sondern  durck 
eine  Grleiehung  %(^^y)  =  ^  gegeben?  so  hat  man  die  Funktion 


der  beiden  Variabeln  #,  ;  yl  mit  der  Nebenbedingung 

Z(^l;2/l)  =  ° 

zu.  einem  Minimum  zu  machen,  was  nach.  den  bekannten  Regeln  fiir 
bedingte  Minima  auf  die  Transversal!  tat  sbedingung  in  der  Form 

^(^i^l;^;2/0zy(^i;!/l)  —  ^(^^l?  ^yOZiC^^i)  ^  °       (35> 
t^  in  tibereinstimmung  mit  (5). 
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Ebenso  leieht  laBt  sick  die  Differentiatlonsmethode  auf  das  all- 
gemelnere  Problem1)  anwenden: 
Das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen,  wahrerid  zwischen  den  Koordmaten 
der  Endpurikte  eine  Anzahl  von  Relationen  gegeben  ist 

ZrO^fci^ya)-0- 

Die  Anzalil  der  voneinander  unabhangigen  Relationen  kann  nicht 
groBer  als  vier  sein  Ist  sie  genau  gleicli  Yier7  so  haben  wir  den 
Fall  fester  Endpunkte. 

Sind  beide  Endpunkte  vollstandig  frei  beweglieh,  so  erhalt  man 
die  vier  Bedingungen 

-F,'!1  -  0,  F,'f  -  0,  Fj}'  -  0,  F,  3  -  0. 

§  39      Die  BreanpurLktsbedingrmg. 

Wir  fiigea  jetzt  den  im  Eingang  von  §§  36  und  38  fiber  den 
Extremalenbogen  @0  geraachten  Annahmen  die  weitere  Annatme  hinzu, 
daB  im  Punkt  Pl  die  Transversalitatsbedingung  (5)  erfullt  ist,  und 
wenden  uns  nun,  im  weiteren  Verfolg  der  Differentiations  methode,  zur 
Diskussion  der  Bedingung 

eT'C^o)  ^  ° 

a)  Bereohnang*J  von  Jr"//(ao);  Einfuhrung  des  BreunpUEktes: 
Aus  der  Definition  (32)  der  Funktion  J(a)  folgt  unmittelbar 


Tragt  man  hierin  die  Werte  fur  die  Ableitungen.  von.  S  aus  (18) 
(24)  ein  und  setzt 

A,  -  5"^  +  y"F,  +  LV*  +  2M~x'y  +  Fy'2  1  \ 

l     } 


wobei   die  Argumeate  von  Fx,  Fyn  F1?  L,  M,  N  sich  auf  die  Extre- 
male  @0  und  den  Punkt  Pl  beziehen,  so  erhalt  man 

J"(ao)^-A1  +  B1^),  (SI) 

wobei  die  Funktioa  0l(t)  durch  (23)   defmiert  ist  und  t  statt  s  ge- 
sclirieben  ist;  da  der  Parameter  auf  der  Extremalen  @0  beliebig  ist.8) 

*•)  Ygl.  KNESBR,  Lehrluch,  §  10.  2)  Hack  DRESDEN,  loc.  cit  p.  474 

s)  Vgl  die  Bemerbing  am  Ende  von  §  37,  c) 


§  39     Die  Brennpunktsbedingung 

In  dem  Ausnahmefall,  wo:  x'Jj^  —  y'^  «  0,  wo  also  die  Extre- 
male  @0  die  Kurve  t  im  Punkt  P1  beriihrt,  reduziert  sieh  die  Be- 
dingnng  (33a)  auf;  A±  <;  0,  also  eine  Bedingung,  die  von  der  Lage 
des  Punktes  P2  auf  der  Extremalen1)  ®*  unabhangig  ist. 

Wir  lassen  diesen  Ausnahmefaii  in  der  Folge  beiseite  und  setzen 
yoraus,  daB  ,  _  (gg) 


<L  h,  da6  die  Huryen  @0  nnd  t  sieh  im  Punkt  Px  nieht  beruhren. 
In  diesem  Fall  hangt  J"(a0)  von  der  Lage  des  Punktes  P2  ab.  Wir 
lassen  daher  den  Ponkt  P2  die  Extremale  vom  Punkt  P1  bis  zu  dem 
zu  Pl  konjugierten  Punkt  P'  durchlaufen  und  untersuchen,  wie  sick 
dabei  das  Zeichen  von  J"(a0)  andert. 

Wegen  der  Yoraussetzrmgen  (II7)  und  (38)  ist  R  >  0      Ferner 
folgt  aus  (23)  und  (26),  daB 


also  stets  positiv.     Uberdies  ist  nach  (21)  und  (22  j 

^  (£  +  0)  -  +  oc  :     dagegen     ^(fj  -  0)  =  -  oo?  (  40) 

da  nach  dem  Sturm'sclien  Satz  von  §  11,  c)  die  Funktion  ^(t)  in 
t±  und  ^   eotgegengesetztes  Zeichen  Hat. 

Wahrend  also  der  Punkt  P2  die  Extremale  ©*  vom  Punkt  Pl 
bis  zum  Punkt  P[  darchlauft,  nimmt  J"(aQ)  bestandig  ab  von  +  oo 
bis  —  oo?  passiert  also  genau  einmal  durch  den  Wert  0.  Denjenigen 
Weii  von  t,  fur  welehen  dies  eintritt,  bezeichnen  wir  mit  ^'.  Dann 
ist  also  r>0?  wenn  t,<t?, 

J"(at)     —  0,     wenn     ^«  %,  (41) 

I  <  0,     wenn     jf,  >  %. 
Fur  ein  Minimum2)  ist  also  notig?  daB 

4  ^  X*  (42) 

Derjenige  Punkt  P^  der  Extremalen  @J7  wekber  dem  Parameter 
t  =  t'i  entspricnt;  heiBt  nach  K3STESEB3)  aus  spater  ersichtlichen  Grun- 
den  derJBrennpttnM  der  Kurve  ft  auf  der  Extremalen  (££. 

a)  Vgl   wegen  der  Bezelehnung  §  27,  c> 

^  Fur  spatere  Anwendung  (§  42)  beachte  man,  daB  die  Funktion  J(ti\  im 
Fall  *2>^  far  a  =  a0  ein  Maximum  besitzt. 

3)  VgL  KNESEE,  Lehrbuch  §  24;  BLISS  gebraucht  statt  dessen  ,,eritical  point", 
und  diese  Bezeichnung  ist  von  ZEKMELO  xmd  HAHN  adoptiert  worden  (Encyclo- 
#adie,  HA,  p.  630).  Wenn  kein  konjugierter  Punkt  Pa'  auf  dex  Extremalen  (£* 
existiert,  so  braucht  auch  nickt  notwendig  ein  Brennpunkt  JP{'  zu  existieren 
Ln  letzteren  Fall  ist  ^r//(«0)>0  auf  dex  ganzen  Extremalen  @J.  Wir  sehreiben 
auch  in  diesem  Fall  :  *a  <  t[r. 

Bolza,  Variationsrechiiuixg  21 
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Somit  konnen  wir  den  Satz  aussprechen  : 

Filr  em  Minimum  des  Integrals  J  unter  den  awgegebenen  End- 
puriktsbedingungen  ist  weiterhin  notig,  daft  der  Brenwpun'kt  P'^  der 
JKurve  $  auf  der  Extremalm  <£J  niclit  gwischen  den  beiden  PunMm, 
PL  und  P*  liegt. 

Die  Gleichung  J"(a0)  =  0,  welcher  der  Wert  t^  geniigt;  konnen 
wir  nacli  (21)  und  (28)  auch  schreiben1) 


H(t,  t,)  =  A.&d,  tj  +  Bt  -  0,  (43) 

und  zwar  ist  t^  definiert  als  die  zun'acliBt  auf  fx  folgende  Wurzel 
dieser  Gleichung, 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (21),  (22),  (27)  und  (28)  yerifiziert 
man  leiclit,  daB 

A1H(t1,t1-)  +  B1fft(t1,t1~)^0  (44) 

Die  Funktion  H(t,  ^)  kann  daher,  abgesehen  Ton  einem  konstanteii 
Faktor,  auch.  als  dasjenige  Integral  der  Jacobi'schen  DiiBferential- 
gleichung  definiert  werden,  welcbes  der  Anfangsbedingung  (44)  ge- 
niigt.2)  Denn  ist  u(f)  ein  zweites  Integral  der  Jacobi'scten  Diffe- 
rentialgleichung,  welches  derselben  Anfangsbedingung  genugt, 

+      '-o 

so  folgt,  da  Si  +  0, 

und  dies  ist  nach.  §  11,  b)  Zusatz  1^  nur  moglich,  wenn  u  =  honst  JET 

b)  Abhangigkeit  des  Brennpnnktes  von  der  Kriimmung  der 
Kurve  ffi  im  Punkt  P±: 

In  den  Ausdmck  for  die  Funktion  Htf,  ^)  kann  man  statt  der  beiden 
Ableitungen  x^  y['  die  Krtimmmuiig  der  Knrve  ^  im  Punkt  Pj  einfuhren  ,  also 
die  GroBe 

1         xy"  — 


&'*  +  $")* 

wenn  man  —  tinter  Pesthaltung  der  Voraussetzung  (38)  —  ana  den  beiden  Glei- 
chungen 

S'^+r^Vp-O,      x'Fj  +  y'Frf^Fl*  (45) 

die  GroBen  Wx<  \ 1  nnd  FtJ, , :  berechnet  und  in  At  einsetzt. 

^  In  dieser  Form  zuerst  von  BLISS  gegeben  (Transactions  of  the 
American  Mathematical  Society,  Bd.  in  (1902),  p.  136)  und  aus  der  zweiten 
Variation  abgeleitet.  Una  ere  Bezeichnnng  weicht  von  der  Bliss'sehen  um  einen 
nnwesentlichen  konstanten  Faktor  ab.  Die  entsprechende  Gleichung  fiir  das 
x- Problem  findet  man  bei  BOLZA,  Lectures,  §  2S,  e). 

s)  Vgl.  BLISS,  loc  cit. 


§  39.    Die  Brennpunktsliedingnng. 

Bezeiehnen  Bl  und  0~   die  Tangentenwinkel  von  ®0 ,  resp.  f  im  Punkt  P 
und  setzt  man  zur  Abkurzung  ** 

n  _  F  ,' 

-_ 0sin0  +  iVsin20   \  ^ 

60  nimmt  die  Gleithung  zur  Bestimmung  des  Brennpunktes  nach  <37)  die  Form  an 

--Ei'ittO-O  (47) 


Denken  ^wir  uns  die  Extremale  ®0  und  den  Punkt  Pl  festgehalten  und  die 
Kurve  $  variiert,  aber  so,  daB  die  Richtung  ihrer  Tangente  im  Punkt  Pt  unver- 
andert,  somit  die  Trans  versalitatsbedingung  erfuUt  bleibt,  so  zeigt  die  voran- 
gehende  Gleichnng,  daB  der  Brennpunkt  P('  ungeandert  bleibt,  solange  die 
Krammucg  der  Kurve  £  im  Punkte  Px  dieselbe  bleibt,  sich  dagegen  im  all- 
gemeinen1)  Jindert,  wenn  die  Krummung  sich  andert.  Um  die  Abhangigkeit 

zwischen  beiden  naher  zu  untersuchen,  losen  wir  die  Gleichung  (47)  nach  —  auf: 

Q-  —  E         "\  T 

und  betrachten  ~  als  Funktion  von  t". 

Aus  (39)  und  (40)  folgt  daher  fur  den  Fall,  daB  der  konjugierte  Punkt  P{ 
exifstiert,  das  Besultat: 

Wahrend  t?  von  tl  bis  t[  wachst,  nimmt  die  Krummung  ~  ab  (zu),  und 
zwar  von  -f  oc  (—  oo)  bis  —  oo  (+  oo),  wenn  C1  positiv  (negativ)  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  zugleich  das  Yerhalten  der  inversen  Funktion  t('  ala 

Funktion  von  -^  • 
T 

Berucksichtigt  man  noch  die  geometrische  Bedeutung  des  Vorzeichens  von 
y  (vgl-  §  25 a)),  so  laBt  sich  das  Resultat2)  auch  folgendermafien  aussprechen. 

La  fit  man  den  Krummungsradius  f  der  Kurve  ®  ^m  Punkt  stetig  sich  andern^ 
und  zwar  von  0  bis  oo  auf  derselben  Seite  von  ®,  auf  welcher  (£0  liegt,  und  dann 
von  oo  bis  0  auf  der  entgegengesetsten  Seite,  so  lewegt  sicJi  der  Brennpunkt  P" 
stetig  vom  Punkt  Px  nach  dem  Jconjugierten  Punkt  P[y  wenn  F(xl ,  yx ,  x[,  y£)  >  0, 
dagegen  vom  Punkt  P{  nach  dem  Punkt  Plf  wenn  Ffa,  ylf  x[,  y£)  <C  0. 


l)  Ist  F(XI,  yx,  as^,  2/0=0,  (was  wegen  (38)  und  (45)  nttr  eintreten  kanu, 
wenn  gleichzeitig  F^  ]x  =  0,  F  \*=*  0),  so  ist  Gl  =  0  und  *f'  von  der  Krummung 
unabhangig;  wir  setzen  in  der  weiteren  Diskussion  voraus,  dafi 

Ffa,  yx,  as£,  2/£)  4=  °-  (48) 

Aus  dieser  Annahme  zusammen  mit  der  vorausgesetzten  Transversalitats- 
bedingung  (5)  folgt  iibrLgens  ruckwarts  die  Ungleichung  (38). 
*)  Satz  und  Beweis  nach  BLISS  ,  loc.  cit.  p.  138. 
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c)  Beispiel  I  bei  variaMem  AnfaHgspioikt;1) 


Die  Extremalen  sind  Kettenlinien  mit  der  #-Achse  als  Direktrix     Wir  sckreiben 
insbesondere  die  Extremale  (S0  in  der  Form 


Die  Trans  versalitatsbedingung  lautet* 

y(x'  x'  -\-y  y'  }  —  0, 

Die  Kettenlinie  (£0   nmB   also   im  Punkt  Pt   zu  der  gegebenen  Kurve 
gonal  eein, 

Ferner  ergibt  eine  einfache  Eechnung 


•and  daraus,  wenn  wir  die  positive  Riditung  der  Kurve  ^  so  w*ablenT  da6 


Endlicli  findet  man 

e(t,  tj  *=  ^0  {  ShtShfj  (*  —  tj  +  ShtGhti  —  Shfx  Chi  } 
Hieraus  ergibt  sicli  zur  Bestimmung  des  Brennpunktes  d^e  G 
a(Ght  —  tSht)  +  frShtf  —  0,     worin 


Die  Diskussion  dieser  Qleichung  ergibt  das  foigeade  Eesultat3): 
Liegt  der  Pitrikt  P^   auf  dem  absteigenden  Ast  der  Kettenlinie  (in  welcliem 
Fall  ein  212  Pl   konjugierter  Punkt  P(  existiert*),   so  ex^stiert  stets  em  Brenn- 
puvikt,  nnd  zwar  in  "&bereinsti  m  m  ung  inlt  der  allgemeinen  TJaeorie  zinsehen  P^ 
und  Pi 

Liegt  der  Purifct  Px  auf  dem  aufsteigenden  Ast  (in  welchem  Fall  kein  zu 
Px  konjugierter  Punkt  existiert),  so  extsttert  ebenfalls  ein  BrennpwnJct,  aufier 
wenn  r  zwischen  0  und  —  ocQCliHlShtl  liegt;  hec/t  dagegen  r  in  dem  angegebemn 
Inter®  all,  so  existiert  kein  Brennpwnkt 


*)  Siehe  pp   1,  S3,  79. 

2)  Zuerst  gegeben  von  KNESEB,  Lebrbuch  S  85. 

*)  ifacb  MARY  E.  SINCLAIK,  Annals  of  Mathematics  (2),  Bd.  YIII  (1907). 
p  177,  wo  for  den  Fall  r  =  oo  atich  die  experimentelle  Bestimmung  des  Brenn- 
punktes  mittels  des  Plateau' schen  Yersuches  gegeben  wird. 

4)  Vgl.  p.  80. 


§  40.   Geometrisclie  Bedeutung  des  Brennp-onktes.  321 

Der  Brennptmkt  laBt  sich  dureh  eine  der  Lindelofscheii  ahuliefae,  aber 
im  allgememen  etwas  lomplizlertere  Konstruldion  *)  bestumnmen.  In  dem  spe- 
ziellen  Fall,  -wo  r  =  ±  oc,  1st  dleselbe  besonders  einfacli'  Die  Normale  an  die 
Kettenlmie  im  Pnnkt  Pl  und  die  Tangente  im  BrennpnnM  P(f  schneiden  sich 
auf  der  rc-Achse  *j 

§  40      Geometrisclie  Bedeutung  des  Brennpunktes. 

Ahnlieh  wie  der  konjugierte  Punkt  hat  nun  auch  der  Brennpunkt 
erne  einfache  geometrisehe  Bedeutung.  Um  dieselbe  abzuleiten,  be- 
trachten  wir  zunachst  die  Anfgabe,  durch  emen  Punkt  P3  der  Kurve 
^  in  der  Nahe  von  P1  eine  Extreinale  zu  konstmieren;  welche  yon 
der  Kurve  £  transversal  gesclinitteu  wird. 

Der  Parameter  des  Punktes  P3  auf  der  Kurve  S  sei  wieder  a, 
seine  Koordinaten  also  x(a)y  y(a)  1st  dann  6  der  Tangentenwinkel 
der  gesuchten  Extremalen  ®a  im  Punkte  P3,  so  konnen  wir  ietztere 
in  der  Normalform  von  §  27?  b)  ansetzen: 

x^  £(s]z(a),y(a),0),  ij  =  $(S',l'(a),  y(a),ff), 

wobei  der  Punkt  Ps  dem  Wert  s  —  0  entspricht 

Soil  diese  Estremale  im  Punkt  Ps  von  der  Kurve  !fc  transversal 
geschnitten  werden;  so  muB  sein 

y(a)Fxf(Z(a\y(a)9  cos  0,  sin  6}  +  ijFyf(a\a\  yi  a),  cos  0,  sin  0)  —  0.  (49) 
Diese  Grleickung  haben  wir  nach  6  aufzulosen.  Die  Voraussetzungen 
des  Satzes  uber  implizite  Funktionen  (§  22,  e))  sind  erfullt:  Denn  da 
nach  unserer  Annanme  die  Extreinale  @0  im  Punkt  Px  von  der  Kurve 
^  transversal  geschnitten  wird,  so  wird  die  Gleichung  befriedigfc  fiir 
a  =  aQ,  6  =  61}  wenn  6±  den  Tangentenwinkel  von  (S0  im  Punkt  Pl 
bezeichnet,  Perner  ist  die  linke  Seite  von  (49)  in  der  Umgebung  der 
SteEe  a  =  aQ,  6  —  0t  von  der  Klasse  Gr,  und  endlich  ist  ihre  partielle 
Ableitung  nacn  6  an  dieser  Stelle  von  Null  verscMeden;  derm  eine  leiclite 
Rechnung  ergibt  fur  diese  Ableitung  den  Wert:  Ft  (y'  cos  B  —  x  sin  6\ 
und  dies  ist  wegen  unserer  Voxaussetzungen  (II5)  und  (38)  im  Punkt 
Px  von  Null  versckieden.  Somit  konnen  wir  in  der  Tat  die  Grleicliung 
(49)  in  der  Umgebung  der  Stelle  a0,  6^  eindeutig  nach  8  auflosen 
und  erhalten  als  Losung  eine  Funktion:  6  =  0(a)7  welche  in  der  Um- 
gebung von  a  ==  a0  von  der  Klasse  Cf  ist  und  der  Anfangsbedmgung: 
6(a^)  =  Q±  geniigt.  Die  gesuchte  Extremale  @a  wird  also  dargestellt 
durch  die  Gleichungen 

(50) 


1)  Ygl.  MAEY  E.  SINCLAIR,  loc.  cit.,  p.  182. 

2)  Hierzu  weiter  die  Ubungsaufgaben  ISTr.  3,  5,  6—8  am  Ende  von  Kap  IX. 
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Dabei  liefert  der  Wert  5  =  0  den  Sdmittpunkt  Ps  mit  der  Kurve  ft, 
und  fur  a  =  a0  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (50)  auf  die  Gleichungen 
der  Extremalen  @0  in  der  Normalform 


Endlieh  folgt  aus  den  Gleichungen  (51b)  von  §  27,  daB  die 
Funktionaldeterminante  der  beiden  Funktionen  auf  der  rechten  Seite 
Ton  (50)  nach  s  nnd  a  fiir  5=0  den  Wert:  y'  cos  6  (a)  —  xf  sin  6  (a) 
hat?  welcher  far  Heine  Werte  von  a  wegen  unserer  Voraussetzung  (38) 
von  Null  verschieden  ist 

Wir  formulieren  das  Resultat  als  selbstandigen  Satz:1) 

Wenn  die  Extremale  ©0  im  Punkt  Pt  von  der  Kurve  S  trans- 
versal gesclinitten,  aber  niclit  leruJirt  wird,  so  lafit  sicli  durcJi  yeden 
Punkt  P3  von  S  in  der  Nahe  von  Pt  eine  und  mir  eine  Extremale 
Twnstruieren,  welche  im  Punkt  P3  von  $  transversal  geschnitten  wird, 
und  cleren  Tangentenwinkel  im  Punkt  PB  nur  unendlicli  wenig  von  dem- 
jenigen  von  @0  im  PunH  Pl  verschieden  ist 

Gent  die  Extremale  @0  aus  der  urspriinglich  gegebenen  Dar- 
stellung  (1)  in  die  Normalform  (51)  tiber  durch  die  Parameter- 
transformation  (14),  so  fuhrt  dieselbe  Parametertransformation  die 
Gleichungen  (50)  uber  in  eine  neue  Darstellung  der  Extremalen  ®a7 


welche  fur  a  =  a0  in  die  gegebene  DarsteUung  (1)  der  Extremalen  @0 
utergalit:  y&aj  ~  x({),  ^(t,a^^y(t\  (53) 

und  bei  weleher  der  Punkt  P3  der  Exiremalen  ©^  dem  von  a  unab- 
hangigen  Wert  t~tt  entspricnt: 

<p(tl3a)  «  x(a\        it>(t19(*)  «  y(«)-  (&4) 

tJberdies  haben  die  Funktionen  cp.  ty  die  in  §  27,  dj  unter  A)  bis  D) 
aufgezahlten  Eigensckaften. 

Vaniert  man  a,  so  stellen  die  Gleick^ngen  (50)  oder  (52)  eine 
die  Extremale  @0  enthaltende  Schar  von  Extremalen  dar,  welche  samt- 
lieh  von  der  gegebenen  Kwrve  ^  transversal  geschnitten  werden. 

Die  Transversalitat  der  beiden  Kurven  (5^  und  S  im  Punkt  P^ 
drtickt  sich.  aus  durch  die  Gleichung 

5'(a)^,  +  r(«)^  =  0,  (55) 

wobei  die  Argumente  von  JF^  und  F  ,  sind 


Derselbe  ruiirt  von  KNESER  her,  vgL  Lehrbuch  §  30 


§  40     Geometrlsche  Bedeutung  des  Breanpnnktes. 
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DIese  Grleichung,  welche  eine  Identitat  In  a  1st,  differentiieren  wir 
jetzt  nach  a.  In  dera  zunaehst  sich  ergebenden  Resultat  driicke  man 
die  zweiten  Ableitungen  YOU  F  mittels  der  Gleichungen  (12  a)  und 
(85;  des  funften  Kapitels  dureh  die  Funktionen  F1?  L,  M,  N  aus  und 
beachte,  da8  nach  (54  j 

y(d)  -  <pa(tl9a\,  if  (a)  -*  ^a(tlya) 


wenn  A^;a)  wieder  die  Funktionaldeterminante  der  Schar  (52  j  bedeutet. 
Setzt  man  sehlieBlicli  a  =  «07  so  ern'ait  man  die  Relation: 

A,  A^,^)  +  S.A^a^  -  07  (56) 

wenn  A(/^aj  die  Funktionaldeterminante  der  Schar  (52)  bedentet. 

Nun  ist  aber  nach,  §  29?  b)  die  Funktion  Af^a0)  em  Integral  der 
Jacobi'schen  Differentialgleichung  fur  die  Extremale  @0;  und  da 
A(^#0)  der  Anfangsbedingung  (56)  geniigt,  so  folgt  nach  der  am 
Ende  von  §  39;  a)  geniachten  Bemerkung,  da8 

AftO-Cjfffyfj,  (57) 

wo  C  eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  ist;  da  nach  (53),  (54) 
und  (38)  Afe?  ^  _  ^  _  y^  +  Q  (57a) 

Die  Funktion  S(t^  unterscheidet  sieh  also  nur  um  einen  kon- 
stanten  Faktor  von  der  Funktionaldeterminante  A(£;%)  derjenigen 
E  xtremalenschar  , 
welehe  von  der  ge- 
gebenen  Kurve  £ 
transversal  ge- 
schnitten  wird. 

Daraus  folgt 
aber  nach  §  29;  c) 
der  Satz:1) 

Der  Brenn- 
punkt  PI  der 
Kurve  ffi  auf  der 
Extremalen  @Q  ist 

derjenige  PunJct,  in  welchem  die  Extremole 
nach  Ps  %u  gerechnet  —  die  Enveloppe 


J  zum  ersten  Mai  —  von  P1 
der  von  der  Kurve  $  trans- 


versal geschnittenen  ExtremaTmscJiar  beriihrt.*) 

*)  YgL  BLISS,  loc    cit.  p.  140. 

2)  Diese  Eigenschafb   dient  bei  KNESEE  (Lehrbuch  §  24)  als  Definition  des 
Brennpunktes.     Hierdurch  findet  zugleich.  der  ISTame  seine  Erklarang;  man  denke 


324  Sechstes  Kapitel     Der  Fall  variabler  Endpunkte 

TSei spiel  XVIII:    Von   einei    gegebenen    Kurve  ,f   naeJt    einem   gegebenen 
Punkt  P2  die  Jcitrzeste  Kurie  zu  ziehen  1/i 

Hier  ist  , 


Die  Extremalen  sind  Gerade,  da  die  Differentialgleichung  r23l>j  von   §  26  hier 
die  Form  anniznmt  - 

—  =  0. 
/" 

Die  Bedingungen  tlT)  und  (IIF)  siad  stets  erfiillt. 
Die  Transversalitatsbedingnng  lautet 


d  b.  die  Gerade  (S0  mufi  im  Punkt  Pl  auf 
der  gegebenen  Kurve  ®  senkrecTit  stehen  Die 
Extremalenschar ,  welche  von  der  KJurve  £ 
transversal  gescbnitten  -wird,  ist  hier  also  das 
Normalensystem  der  Knrve  ^;  ihre  Enve- 
loppe  ist  die  Evolute  5  der  Kurve  £  Der 
Brennpunkt  P±  ist  daher  der  Krummungs- 
mvttelpunkt  dtr  Kurve  &  im  Punkt  Pt ,  und 
wir  haben  daher  das  Resultat:2) 

Fur  em  Minimum  ist  notwendig,  daft 
der  Punlt  P2  entweder  auf  der  entgegen- 
gesetzten  Seite  der  Kurve  &  liegt,  iwe  der 

KrmimungsmiUelpunU  P"  oder  alier,  folk  beide  PunJcte  auf  derselben  Seite  von  £ 

ttegen,  daft  P"  meht  zwischen  P^^  und  P2  hegt 

§  41.    Hanreicliend.e  BedingungeB.  fiir  das  Problem  mit  einem 
variaTbeln  Endpunkt. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  da6  der  Bxtremalenbogen  @0  keine 
Doppelpunkte  besitzt  und  die  Bedingungen3)  (ff)  und  (IV)  fiir  feste 
Endpunkte  erfiillt;  feraer  dafi  er  im  Punkt  P1  von  der  gegebenen 
Kurve  ^  transyersal  gescknitten  wird  und  die  Ungleichung  (48)  er- 
fiillt; endlich  daB  er  den  Brennpunkt  JPJ'  nicht  enthalt;  d.  h,  also  daB 

_^ b  <  C  (58) 

an  den  Fall,  wo  die  Extremalen  gerade  Linien  sind,  die  man  als  Liohtstrahlen 
interpretiert.  Die  Brennpunktsbedingnng  mit  dieser  Definition  des  Brennpunktes 
ruhrt  von  &ESEE  her  (loc  cii);  wir  werden  seinen  Beweis  in  §  47  geben 

^  Da  fur  das  Langenintegral:  J21  «=  J"12  (vgl.  §  25,  b)),  so  ist  die  Aufgabe 
§qttivalent  mit  der  Aufgabe;  Von  einem  gegebenen  Punkt  nach  einer  gegebenen 
Knrve  die  kurzeste  Knrve  zu  ziehen. 

*)  Schon  von  ERDMAJTO  aus  der  zweiten  Variation  abgeleitet  Zeitschrift 
fur  Mathenaatik  und  Physik,  Bd.  XXH3  (1878)  p  374 

•)  Vgl.  §  S3,  b). 


§  41.    Hinreichende  BediDgungen  bei  emero  \ariabeln  Endpunkt        32{> 


Wir  wollen  zeigen,  da8  alsdann  der  Bogen  @0  in  deni  im  Ein- 
gang  von  §  36  definlerten  Sinn  eln  Minimum  fur  das  Integral  J  liefert1), 

Die  in  §  40  bestimmte  Extremalenschar  (52),  welche  von  der 
Kurve  §,  transversal  gesehnitten  wird?  liefert  unter  den  gemachten 
Yoraussetzungen  ein  Feld  oPAjjfc  um  den  Bogen  @0  Denn  die  Bedingang: 
(58)  laBt  sich  nach  (57;,  (4i)  und  (43;  aueh  schreiben 

01-rO  fiir  tt 


und  da  iiberdies  die  Funktionen  g:?  ^  die  in  §  31^  a)  vorausgesetzteii 
Stetigkeitseigenschaften  besitzen?  so  sind  alle  Bedingungen  des  Satze^ 
tiber  die  Existenz  eines  Feldes  erfullt 

Der  dem  Interval!:  [«0  —  J;  a0  +  A%]  des  Parametei  s  a  entsprechende 
Bogen  der  Kurve  S  liegt  ganz  in  diesexn  Feld;  da  man  wegen  (54) 
die  Kurve  ^  auch  sckreiben  kann 


Wir  verfahren  jetzt  ganz  wie  in  §  31,  b): 
Wir  nelimen  auf  der 
Fortsetzung  des  Bogens 
@0  uber  den  Punkt  P± 
liinaus  einen  Punkt  P0 
so  nahe  bei  P1?  daB  / 


was  wegen  der  Voraus- 
setzung  (48)  stets  mog- 
lich  ist;  konstruieren 
durch  den  Punkt  P0  die 
Transversale  S'0  zur  Ex- 
tremalenschar  (52)  und  fdhren  das  Feldintegral  W($,y)  ein?  gerechnet 
von  der  Kurve  $0  aus. 
Jetzt  sei 


irgend  eine  gewohnliche,  ganz  im  Feld  gelegene  Kurve,  welahe  von 
irgend  einem  Punkt  P5  der  Kurve  ^  nach  dem  Punkt  P2  ffihrtj  da- 
bei  wahlen  wir  der  Einfacnheit  halber  den  Bogen  s  als  Parameter 
auf  K.  Dann  gilt  fur  die  totale  Variation 

AJ-  Jff-J« 


l)  Ztierst  vou  KNESEE  bewie^en,  Lehrbuch,  §§  20—22,  wegen  eines  zweitea 
sich  uBmittelbar  an  die  Differentiationsmethode  anschlieBenden  Beweises,  vgl. 
p.  314,  FnBnote  2) 
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-der  Weierstra^scJie  Fnndanientalsatz 


wobei  die  Argumente  der  8-Funktion  dieselbe  Bedeutung  kaben;  wie 
in  §  32,  a). 

Dies  laBt  sich  auf  Grand  der  Eesultate  von  §  31,  c;  mittels  einer 
von.  K^ESEB1)  herrulirenden  Modification  der  Weierstrafischen  Kon- 
struktion  beweisen. 

Sei  in  der  Tat  PB(s  =  ss)  irgend  em  Pankt  der  Kurre  ®,  so 
schneidet  die  durcb.  P3  gehende  Extremale  des  Feldes?  @3(a  —  %)?  die 
Transversale  S0  in  dein  auf  ^0  dem  Wert  a  =  %  entsprechenden 
Punkt  P4.  Dann  bilden  wir  das  Integral  J,  genommen  von  P^ent- 
lang  der  Extremalen  S3  bis  P3  und  von  P3  entlang  der  Kurve  ©  bis 
PSj  und  bezeichnen  dessea  Werfc  mit  S(sB\  sodaB 


LaBt  man  clen  Punkt  Ps  mit  P5  zusammenfaEen;   wobei  P4  nact  P6 
riieken  moge,  so  kommt 


J"01 


LaBt  man  dagegen  Ps  mit  P2  zusammenfallen?  so  kommt 
Nun  ist  aber 

^65 

und 


da  nach  §31,c)    W(x,y)  auf  der  Transversalen  S  konstant  ist.     Es 
fokrf  also 


Die  BerecBnung  der  Ableitung  Sr(s§)  und  damit  der  Beweis  von  (59) 
gestaltet  sich.  nunmetr  genau  wie  in  §  32,  a). 

Statt  der  WeierstraB'schen  Konstruktion  kann  man  auch  liier 
wieder  das  Hilbert'sctie  invariante  Integral  J*  beiiutzen.  Nacli 
Gleichung  (151)  von  §  31  isfc  namlicla  emerseits 


andererseits;  da  @0  eine  Extretnale  des  Feldes  ist, 


Tgl  EBTBSBE,  Lehrbuch,  §  20. 
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also  1st  wegen  f6(h  /     =  r* 

Co  ""  '  I  ' 

woraus  nuamehr  wie  in  §  IT,  cj  und  §  32,  a;  der  WeierstraB'sche 
Satz  (59;  folgt 

Nachdern  aber  elnmal  der  WeierstrafTsehe  Satz  bewiesen  ist, 
kann  man  genau  wie  in  §  32;  bj  welter  scklieBen  und  erkalt  das  Resultat, 
daB  AJ">  0,  falls  die  Kurve  €  mekt  mit  G0  identisek  ist  und  falls 
die  GroBe  7t  hinreiclieiid  klein  gewaklt  worden  Ist. 

Der  Bogen  (S0  liefert  aho  in  der  Tat  unter  den  inn  Eingany  dte^es 
Parayraplien  aufgezaihlten  Bedingungen  ein  starkes,  eigentliclies  Minimum 
fur  das  Integral  J. 

§  42.     Der  Fall  zweier  variatoler  Endpnnkte. 

Wir  betrackten  schliefilich  noeK  den  Fall,,  wo  belde  Endpunkte 
beweglich  sind?  der  erste  auf  einer  Kurve  S1?  der  zweite  auf  einer 
Kurve  ^o.  Belde  Knryen  sollen?  soweit  sie  fur  die  Untersucbung  in 
Betracht  kommen?  Ton  der  Klasse  C"  sem  und  im  Innern  des  Be- 
reiches  Si  liegen.  An  der  Yoraussetzung?  dafi  die  Funktion  F  von 
den  Koordmaten  der  Endpunkte  unabhangig  ist?  soil  auch  bier  fest- 
gehalten  werden. 

a)  VorbemerkungeH: 

Wir  nekmen  wieder  an,  wir  batten  eine  Eurre  ©0  gefunden, 
welcne  unter  diesen  Anfangsbedingungen  em  Minimum  fur  das  Inte- 
gral J  liefert.  Indem  wir  dann  zunacbst  wieder  Variationen  betracbten^ 
welene  die  beiden  Endpunkte  P^  P2  ron  ©0  festlassen^  fiuden  wir  wie 
in  §  36 ;  dafi  die  Kurve  ®0  eine  Extremale  sein  muB  und  die  samt- 
licben  tibrigen  notwendigen  Bedingungen  fur  den  Fall  fester  Endpunkte 
erfullen  niuB.  Wir  nehmen  fur  die  weitere  Unter  suckling  an;  daB  die 
Bedingungen  (II'),  (111%  (IV7)  erfiillt  sind.  Sodann  folgt  aus  der 
Betracbtung  von  Variationen.,  welene  den  Punkt  P2  fest  lassen;  wakrend 
P±  auf  der  Kurve  ffl^  frei  beweglick  ist,  daB  die  Kurve  ^  die  Ex- 
tremale @0  in  Pj  transversal  sckaeiden  muB 

xF*(xjyjx',yf)+yrFy,&y,z',y'}  *  -  0,  (61) 

und  daB  der  in  §  39,  a)  definierte  Brennpunkt  von  S^  auf  der  Ex~ 
tremalen  ©J  nickt  zwiscken  P1  und  P2  liegen  darf.  Wir  wollen 
diesen  Brennpunkt  den  ;;recktsseitigen  Brennpunkt^  von  ^  auf  ©J 
nennen  und  seinen  Parameter  wie  bisker  mit  t£  bezeicknen.  Wir 
nekmen  an?  die  Brennpunktsbedingung  sei  in  der  etwas  starker  en  Form 

erfullt.  ^<T 


328  Sechstes  Kapitel     Der  Pall  variabier  Endpunkte 

Weiterhin  betraehten  wir  Variatlonen,  welche  den  Punkt  Pl  fest 
lassen,  wahrend  P%  auf  £2  beweglieh  ist.  Fiir  solche  Variationen 
lassen  sieh  die  Schlf  sse  von  §§  36  —  41  fast  unverandert  wiederholen, 
und  wir  erhalten  das  Resultat,  da6  die  Kurve  £2  die  Extremale  @0 

in  P2  transversal  sehneiden  muB: 


*/)  +  !i'Ff(x,ij,xf,yf)  *  -  0,  (63) 

und  da6  der  ,,lmksseitige  Brennpunkt4^  von  $2  auf  @J  nicht  zwisehen 
Pl  und  P2  li^ge]a  darf.  Der  Parameter  t'£  desselben  ist  definiert  als 
die  deia  Wert  fs  zunaclist  vorangehende  Wurzel  der  Grleichung 

H2(t,t9j  =  Q,  (64) 

wobei 

H3(t,  t,)  =  4,  6(t,  ts)  +  Bs  *^,  (65) 


wakread  die  Konstanten  A2?  S2  genau  in  derselben  Weise  fur  den 
Piinkt  P2  und  die  Kurve  ^2  zu  berechnen  sind,  vie  die  Konstanten 
AU  J?t  mittels  der  Gleichungen  (36)  fur  den  Punkt  Pt  und  die  Kurve 
$t.  Wir  nehmen  an,  die  zweite  Brennpunktsbedingung  sei  in  der 
etwas  starkeren  Form 


erfWlt 

Endlich  soE  nocli  fur  die  weitere  Diskussion  angenommen. 
werden,  da6 

F(^y^x(9y[)  +  0,        ^fe,  &,*,',&')  =h  0,  (67) 

woraus  nach  p.  319  FuBnote  x)  folgt,  daB  die  Extremale  (£0  weder  in 
Pl  die  Kurve  $1?  aoch  in  P2  die  Kurve  $2  bertihrt. 

b)  Die  Bliss'sclie  Bedingung:1) 

Zu  den  auf  diese  Weise  aus  der  Betrachtung  spezieller  Varia- 
tionen abgeleiteten  Bedmgungen  muB  nun  noeh  eine  weitere,  von 
BLISS  nerriihrende  Bedingung  hinzugefftgt  werden.  Die  Kurve  ^ 
hat  namlicli  auf  der  Extremalen  (£J  auch  noch  einen  ;;rechtsseitigen 
Brennpunkt^  P$,  dessen  Parameter  t£  durcn  die  jzunachst  auf  ^  fol- 
gende  Wurzel  der  Grleicnung  (64)  bestimmt  wird.  Die  Bliss'sche 
Bedingung  laBt  sich  dann  einfach  so  aussprechen: 

l)  Fur  das  Beispiel  der  ktirzesteri  Entfenmng  zwischen  zwei  Kurven  ist 
diese  Bedingung  zuerst  von  EKDMANN  (Zeitschrift  fur  Mathematik  und 
Phjsik,  Bd.  XXTTT  (1878)  p.  369)  aus  seiner  allgememen  Foimel  ftir  die  zweite 
Variation  bei  variablen  Endpunkten  abgeleitet  worden;  for  den  allgemeinen  Fall 
ist  der  Satz  zuerst  von  BLISS  gegeben  worden,  von  dem  anch  der  im  Text  ge- 
gebene  Beweis  lierruhrt  (Mathematisclie  Annalen,  Bd.  LYIII  (1904)  p.  70). 
Hierzu  die  ffftungsaufgaben  Ni.  9  —  12  am  Ende  von  Kap.  IS. 
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Der  reclitsseitige  BrennyimU  P?  von  fij  darf  melt  swiseJien  dem 
Endpunkt  P2  und  dem  rechtsseitogen  BmmpunJd  P"  von  ft,  liegen,  es 

nmfi  also  spin  

C  <  C  (68) 

Angenommen  es  ware 

so  wahle  man  zwischen  Px"  und  P2"  einen  Punkt  P0  auf  ®J  und  be- 

trachte  zunachst  die  Aufgabe,  das  "integral  ,7  zu  einem  Minimum  zu 

machen;    wenn    der   erste 

Endpunkt  auf  ftx  beweglieh 

ist,  wahrend  der  zweite  fest 

ist  und  mit  P0  zusammen- 

fallt.     Ftir  diese  Aufgabe 

liefert    nach    §  39 ,  a)    der 

Bogen    PXP0    der    Extre- 

malen  @*  kein  Minimum,  da 

*"<*>• 

^T—  Jtl  Fig  52 

Wir  konnen  also  in  jeder 

Umgebung  des  Bogens  P1 P0  eine  Vergleichskurve  P3  P0  finden,  fur  welche 

^30  <  V 

Die  Kurve  P3P0  schneide  £2  in  einem  Punkte  P4. 

Jetzt  betrachte  man  andererseits  das  Problem,  das  Integral  J  zu 
einem  Minimum  zu  maehen,  wenn  der  erste  Endpunkt  auf  $2  beweglieh 
ist,  wahrend  der  zweite  fest  ist  und  mit  P0  zusammenfallt  Da 

^o  <  C 

so  sind  fur  dieses  Problem  nach  §  41  die  hinreichenden  Bedingungen 
erfullt,  vorausgesetzt,  da6  die  Bedingungen  (II')  und  (IV)  auch  noch 
tiber  P2  hinaus  bis  zum  Punkte  P0  gelten.  Daraus  folgt,  dafi 

falls  die  Kurve  P4P0  in  hinreichender  N ahe  von  @J  gewahlt  worden  ist. 
Durch  Subtraktion  der  beiden  Ungleichungen  folgt  aber 

womit  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  (68)  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  (68)  laBt  sich  noch  in  eine  andere  Form  bringen. 
Dazu  konstruieren  wir  nach  §  40  diejenige  Extremalenschar 

#  — y(tf,a),         y^=^(t?a)y  (69) 

welche  von  der  Kurve  ^  transversal  geschnitten  wird.  Alsdann 
konnen  wir  nach  §  31,  c)  auf  Grund  der  Yoraussetzung  (67g)  durch 
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den  Piinkt  P2  cine  eindeutig  definierte  Transversaie  X  der  Extremalen- 
sehar  (69)  konsferaieren.  Zugleich  ist  dann  die  Extremalenschar  (69) 
im  Sinne  yon  §  40  die  emzige  Extremalenschar,  welche  im  Punkte  P2 
von  der  Kurve  X  transversal  gesehnitten  wird  Aus  der  geometrischeu 
Bedeutung  des  Brennpunktes  folgt  daher,  dafi  der  Brennpunkt  der 
Kurve  %  auf  der  Extremalen  ®*  mit  dem  Punkte  P"  identisch  ist. 

Wendet  man  jetzt  auf  die  beiden  Kurven  2  uad  S2  die  Kesul- 
tate  Ton  §39,bj  an,  nachdem  man  rorher  den  positiyen  Sinn  auf 
beiden  Kuryen  so  gewah.lt  hat,  dafi  die  positive  Tangente  an  @0  im 
Punkfce  P2  links  von  der  (gemeinsamenj  positiven  Tangente  an  X  und 
$?2  liegt,  so  erkennt  man,  daB  die  Ungleickitng  (68)  mit  der  folgenclen 
Bedingung  aqulvalent  ist: 

Wenn  F(x^y^x^yr^)  >  0(<  0),  so  niuB  im  Punkte  P2  die 
Krummnng  von  ^  nicht  kleiner  (groBer)  als  diejenige  von  Z  sein: 


Dies  lafit  Sich  aueli  so  ausspreclien:1} 

TTeww  ^2,^2?  ^2^2)  >°(<°)>  ^  muP  die  Kurve  %  hi  der 
Nahe  des  Pmktes  P2  gam  auf  derselben  (entgegengeseMen)  Seite  der 
EMroe  ^2  liegen  ivie  der  Extremalenbogen  @0. 

In  dieser  zweiten  Form  bleibt  der  Satz  auch  dann  noch  riclitig, 
wenn  die  Brennpunkte  P^  und  P^  gar  nictt  existieren,  in  welchem 
Falle  (68)  illusorisch  wird 

c)  Hinreielende  Bedingungen: 

Wir  fiigen  jetzt  den  unter  a)  aufgezahlten  Yoraussetzungen  iiber 
den  Extremalenbogen  @0  noch  die  weitere  hinzu,  daB  die  Bedingung 
(68),  resp.  (70)  in  der  starkeren  Form 

%<%,  (68a) 

resp.  1  t 

A>(<)^  (70a) 

erfUlt  ist.  ^  % 

Alsdann  liefert  der  Bogeti  @0  in  der  Tat  einen  Ideineren  Wert  fur  das 
Integral  Jalsjede  andere  gewohnliche  ]£urve,  wdche  in  einer  gewissen  Um- 
gebung  von  @0  von  der  Kurve  $1  naeh  d&r  Kurve  &2  gezogen  werden  lkann>. 

Man  fcann  dies  nacn  ZEEMELO  und  HAHNS)  folgendermaBen  be- 
weisen:  Man  nehme  zwischen  P%  und  P^  einen  Punkt  P0  an;  da 
^o  <  ^  so  lie;fer*  &&<&•  §  41  der  Bogen  PtP0  der  Extremalen  (5£  einen 
Meineren  Wert  fiir  das  Integral  J  als  jede  andere  gewohnliclie  Kurve, 

J)  '¥&•  BLISS,  loc.  cit.,  p.  80,    In  dieser  Form  laBt  sich  der  Satz  ftbrigens 
auch.  direkt  mit  EKIfe  des  Kneser'schen  Transversalensatzes  beweisen 
^  Encyclopddw,  HA,  p.  631 
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welehe  in  einergewissenUm- 
gebung  SI  des  Bogens  P1  P0 
yon  Sj  nach  P0  gezogen  wer- 
den  kann,  allerdings  unter 
der  welteren  Voraussetzung, 
daB  die  Bedmgungen  (II7)  und 
(IV)  aber  den  Pnnkt  P2  hin- 
aus  bis  zum  Punkte  P0  gelten. 
Andererseits  folgt  nach 
(41)  aus  der  Ungleiehung 


Fig  53 


C  <  ^0?  daB  der  Extremalenbogen  P2P0  ein  relatives  Maximum  fur 
das  Integral  J  liefert  in  Beziehung  auf  die  Sehar  Ton  Extremalenr 
welche  Ton  der  Kurve  $L>  nach  dem  Punkte  P0  gezogen  werden  konnen. 
1st  daher  die  Umgebung  91  passend  gewahlt,  so  folgt:  1st  P3P4 
irgendeine  Vergleichskurve,  welche  Ton  emem  Punkte  P3  ^on  ^  nach 
einem  Punkte  P4  Ton  S2  fiihii  und  ganz  im  Bereiche  21  liegt,  so 
konnen  wir  Tom  Punkte  P4  naeh  dem  Punkte  P0  eine  Extreniale 
P4P0  ziehen,,  und  es  ist  dann  naeh  dem  eben  Gesagten  einerseits 


andererseits 


+ 


Durct  Subtraktion  folgt  hieraus: 


was  zu  beweisen  war.1) 


J)  Der  hier  gegebene  Beweis  sowohl  fur  die  Notwendigkeit  der  Bedingung 
(6S)  ala  fur  die  Hinlangliehkeit  Ton  (68  a)  zeichnet  sieh  durch  seine  Anschaidicli- 
keit  aus,  leidet  aber  an  dem  Mangel,  daB  er  tmnbtige  Bedingnngen  einfiihrt* 
indem  er  das  Besteheu  der  BediBgungeH  (II1)  und 
(IY*)  iiber  den  Punkt  P2  binaus  voranssetzt.    Einen 
rein  aaalytischen  Beweis  fur  beide  Bebanptungen, 
der  von  diesem  Mangel  frei  ist  und  aucn  sonst  vom 
Standpnnkte  der  Strenge  befriedigender,  dafiir  aber 
weniger  einfaeb  ist,  erbalt  man  nach  BLISS  (loc.  cit. 
p.  75),   wenn  man  das  Integral  /  betracbtet,    ge- 
nommen  entlang  einer  Extremalen  @d  der  Schar  (69) 
Ton  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Ktore  ^  bis  zu 
ihrem  Schnittpnnkte  mit  ^2.    Dieser  Integralwert, 
der  eine  Funktion  von  a  ist,  nmfi  fur  a  =  a0  ein 
Minimum   besitzen.     Daraus   folgt   dann  zunacbst, 

ahnlich  wie  in  §  39,  die  Fotwendigkeit  der  Bedingung  (TO)  und  sodann  durch  Kombi- 
nation  der  hinreichenden  Bedingtingen  fur  ein  gewohnliches  Minimnm  mit  den  hin- 
reichenden  Bedingungen  von  §41  fur  ein  Minimum  bei  einem  variabeln  Endpnnkt 
die  Hinlanglichkeit  der  angegebenen  Bedingnngen  (siehe  tfig  54).  Einen  dritten 
Beweis  fur  die  Fotwendigkeit  der  Bedingung  (68)  gibt  DEESDEN  mit  Hilfe  der  Formela 
(24)  fur  die  zweiten  Ableitungen  des  Extremalenintegral,  loc.  cit.  p.  477. 


Fig  54 


Siebentes  Kapltel. 
Die  Kneser'sche  Tieorie. 

§  43.     Darboux's   Methode   for   die  Bekandltmg   des  Problems   der 
kiirzesten  Llnien  anf  einer  gegebenen  Hacke.1) 

Alle  hisherigen  Beweise  fur  hinreiehende  Bedingungen  waren  auf 
den  WeierstraB'schen  Fundamentalsatz  fiber  die  Darstellung  der 
Tollstandigen  Variation  AeT  durch  die  8-Funktion  gegrtindet. 

Fur  den  speziellen  Fall  der  geodatischen  Linien  hat  jedoch. 
DABBOUX2),  ausgehend  von  bekannten  GrAUSS'schen  S'atzen  fiber  geo- 
<datise3ie  Parallelkoordmaten,  erne  weseiitlicn  neue  Methode  fur  die 
Aufstellung  hinreicliender  Bedingungen  entwickelt.  Diese  Methode 
hat  dann  E!NESEE  in  seinem  Lehrbuch  systematisch  auf  das  Problem^ 
•das  Integral 


zu  einem  Mirdmum  zu  machen;  ausgedehnt*5)  tuid  so  eine  von  der 
WeierstraB'seken  unabhangige  Theorie  geschaffen,,  die  gleichzeitig 
den  Fall  fester  Endpunkte  und  denjenigen  eines  auf  einer  gegebenen 
Korve  beweglichen  Endpunktes  umfafit  und  tiberdies  die  ganze  Unter- 
suchung  der  zweiten  Variation  fiberfltissig  macht. 

Im  gegenwartigen  Paragraphen  wollen  wir  als  Einleitung  zunachst 
die  DAEBOtrx'sche  Methode  kurz  skizzieren. 

x)  Hierzu  die   Ubungsawfgaben  3STr.  14—19  am  Ende  von  Kap  IX. 
^  DAEBOUX,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  II  (1889),  Nr   514—526,  Bd.  HI  ft  894^ 
Nr.  622—627.  v         h 

s)  Der  fruchtbare  Gedanke,  Begriffsbildungen  und  Satze  aus  der  Theorie 
•der  geodatischen  Linien  auf  das  genaamte  allgemeine  Yariationsproblem  auszu- 
dehnen,  ist  neuerdings  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  weitergefuhrt  worden; 
vgLBuss,  A  generalization  of  the  notion  angle,  Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd.  VII  (1906),  p.  184  und  LA*TDSBER<*,  Vler  die  Total- 
krummung,  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung 
Bd.  XVI  (1907)  p.  36  und  Uber  die  Krummung  in  der  Variationsrechnung,  Mathe- 
matische  Annalen,  Bd.  LXV  (1908),  p  313 


§  43    Darboux's  Methode  fur  geodatische  Lmien. 

a)  Die  CrauB'sctien  Satze   fiber  geodatiscle  Parallelkoordinaten: 

Zieht  man  In  einer  Ebene  von  einem  Punkte  0  Sferahlen  nach 
alien  Richtungen  und  scJmeldet  auf  diesen  Segmente  von  konstanter 
Lange  ab?  so  bilden  die  Endpuukte  eine  Kurve  (Kreis),  welebe  auf 
alien  Greraden  der  Schar  senkreebt  btebt  Dieser  triviale  Satis  der 
Elementargeometrie  laBt  sich  als  Spezialfali  Coder  Grenzfall)  des  Satzes 
iiber  Parallelkurven rj  auffassen:  Sckneidet  man  auf  den  Normalen 
einer  ebenen  Kurve  von  der  Kurve  aus  naeb  derselbeii  Seite  hin 
Strecken  konstanter  Lange  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser 
Strecken  eine  Kurve  (Parallelkiirve),  welche  die  Normaien  der  ur- 
spriingliclien  Knrve  senkreciit  schneidet,  uud  iimgekehrt. 

Diese  Satze  sind  von  GAUSS  2)  auf  beliebige  geodatische  Lmien 
ausgedebnt  worden: 

Aaf  einer  Flache  set  eine  Kurce  &  get/eben ;  konstrwert  man  dawn 
in  jedem  Punkte  von  $  die  senkrecht  auf  ft  stehetide  geodatische  Linie 
uml  sclmeidd  auf  diesen  geodcitisclten  Limen,  naeli  derselhen  Seite  hin, 
Bogen  vov  konstanter  Lange  ab,  so  lild&ti  die  Endpunkte  dieser  Eogwi 
eine  Kiirve  auf  der  Flfidte*  icelcJte  die  samthcJien  geodatiscJien  Limeu 
orthogonal  scJmeldet. 

TJmgekelirt:  Zuei  wrfhogonale  Trajektorien  derselben  ScJiar  von  geoda- 
tischen  Linien  sehneiden  auf  den  leteteren  Bogen  wn  Irmstanter  Lange  ab. 
Die  Satze  bleiben  nclitig,,  wenn  die  Kurve  &  auf  einen  Punkt  zn- 
sammenscb-rnrapft. 

Sind  nun  die  Punkte  der  Kurve  8  durcb  einen  Parameter  v  be- 
stiinmt,  und  konstruiert  man  im  Punkte  M(v)  von  ft  die  zu  ft  senk- 
rechte  geodatiscbe  Linie  ®  und  sebneidet  auf  ihr  einen  Bogen  HP  =  u*} 
ab?  so  ist  die  Lage  des  Punktes  P  emdeutig  bestimmt  durcb  die 
beiden  GbroBen  u,  v. 

Wenn  man  sieb  nun  auf  ein  solcbes  Stuck  cP  der  Flacbe  be- 
sckrankt,  daB  aucb  umgekehrt  der  Punkt  P  eindeutig  die  Werte  von 
u  und  v  bestimmt,  so  kann  man  diese  beiden  GroBen  als  krummlinige 
Koordinaten  (?7G-eod*atiscbe  Parallelkoordinaten")  auf  dem  Flachenstuck 
cJ  einfiiliren.  Die  Kurven:  v  ==  konsi  sind  dann  die  geodatiscben 
Linien  der  betrachteten  Scbar;  die  Kurven:  u  =  konst.  ibre  ortbo- 
gonalen  Trajektorien. 

x)  Siehe  z.  B  SCHEPFEES,  Theorie  der  Kuroen,  p.  64. 

*)  GAUSS  Disquisitiones  generates  circa  t>u%>erfities  curvas  (1827)  art  16;  vgl 
anch  KNOBLAUCH,  Krumme  Flachen,  p  151  und  SCHEPFEES,  Theorie  der  Flachen, 

P"        8)  D.  h.  die  Lange  des  Bogens  ist  i  u  (,  wahrend  der  Sinn  durcb.  das  Zeichen 
von  u  bestimmt  wird. 

w>n 

Bol^a,  Vanationareclmiuig 
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Fiir  dieses  spezielie  Koordinatensystem  nimmt  dann  der  Ausdruek 
far  das  Quadrat  des  Bogewelements  einer  auf  der  Flaehe  gezogenen 
Kurve  die  Form  an1): 

ds*  =  du*  +  m*dv*.  (1  > 

b)  Hiureicliende  Bedinguiigeii:s) 

Wir  betrachten  jetzt  einen  ganz  im  Innern  des  Fladhenstiickes  of 
gelegenen  Bogen  (£0  einer  geodatisclien  Linie:  v  »  VQ  der  oben  ein- 
geffikrten  Schar  v  =  konst.  Die  Endptmkte  von  @0  seien  Pi(ulfv0^ 
und  P2(^3j^0);  wobei  ^  <  ^2.  Wir  verbinden  die  beiden  Punkte 
JP17  P2  durcli  eine  beliebigeT  ganz  auf  dem  Flachensttick  oT  gelegene 
Knrve  £,  die  dnrch.  die  Grleiclmngen 


dargestellt  sein  moge,  so 


Die  Lange  des  Bogens  S  ist  dann  gegeben  durcli  das 
Integral 


Andererseits  ist  die  Lange  des  geodatischen  Bogens  @0  nach  der 
Bedentnng  der  GroBe  u  gegeben  durcli 

J  =  u^  —  %. 

Nun  kann  man  aber  schreiben  (und  dieser  Kunstgriff  isfc   der  Kern- 
pnnkt  des  Beweises):  ^ 

%  -  %  -  *(*»)  -  »W  -  J  ^v  5tr- 

^i 

Daher  kommt 


Der  Integrand  ist,  wie  unmittelbar  ersiclitlicli;  niemals  negativj 
er  kann  nur   dann   iin   ganzen  Intervall  [^^3]    verschwinden;    wenn 

g--  =  0  in  [I^TJI],  d.  h.  wenn  die  Kurve  S  mit  @0  zusammenfallt.  Da- 
raus  folgfc  aber,  daB  unter  alien  Kurven,  welche  auf  dem  Flachensttick 

a)  GAUSS,  loc.  cit.  art.  19;  vgl   aiicli  KNOBLAUCH,   Krumme  Fldchen,  p.  162: 
und  SCHEPFERS,  Theorie  der  Fldchen,  p.  441 

*)  Nach  DARBOUX,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  II,  Nr.  521* 
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o5  von  P1  nach  P2  gezogen  werden  konnen?  die  yeodatfscke  Linie  @0 
in  der  Tat  die  Mrzeste  ist. 

Es  mag  auf  den  ersten  Blick  aufTaUend  erseheinen,  daB  beim 
Beweis  von  der  Jacobi'schea  Bedingung  gar  nieht  die  Rede  war, 
Dieselbe  1st  jedoeh  implizite  in  der  fiber  das  Flaehenstfick  of  ge- 
maehten  Annahme  enthalten,  daB  jeder  Punkt  von  oP  die  GhroBen  u,  v 
eindentig  bestiminen  soil.  Das  lanfb  darauf  Mnaus,  daB  die  geodatischen 
Linien  der  betraehteten  Scbar  ein  Feld  nm  den  Bogen  (§0  bilden. 

c)  Der  Enveloppensatz: 

Die  Notwendigkeit  der  Jacobi'scben  BediDgung  leitet  DARBOUX1) 
ohne  Benutzung  der  zweiten  Variation  au«  einem  bekaHnten  Satz 
iiber  die  Enveloppe  einer  Scbar  von 
geodatischen  Linien  ab:  Die  Schar 
von  geodatischen  Linien  durcn  den 
Punkt  P1  nioge  eine  Enveloppe  ^ 
besitzen,  welcbe  den  Bogen  @0  in 
einem  Punkt  P[  beruhrt;  nnd  zwar 
soil  der  positive  Sinn  auf  g  so  ge- 
wanlfc  sein;  daB  in  P[  die  positiven 
Tangenten  beider  Kurven  zusammen- 
fallen.  1st  dann  P^^  eine  zweite 
geodatiscbe  Linie  der  Scbar  durch.  P1?  welehe  die  Enveloppe  g  in 
einem  Punkt  P3  bertinrt,  der  auf  §  vor  Pfl  liegt?  alsdann  besagt  der 
erwahnte  Enveloppensatz ,  daB 

arc  Pl  P3  +  arc  P3  P/  =  arc  Pl  P;  .  (3) 

Wena  nun  der  Punkt  P\  zwischen  Px  und  P2  liegt?  oder  mit  P2  zu- 
sammenfallt?  so  stellt  die  aus  der  geodatischen  Linie  P^P^9  dem  Bogen 
P3PX'  der  Enveloppe  und  dem  Stuck  P^P2  von  @0  zusammengesetzte 
Kurve  eine  zulassige  Variation  des  Bogens  @0  dar?  falls  die  geodatische 
Linie  PiP3  hinreichend  nahe  bei  @0  gewahlt  ist.  Fur  diese  Variation 
ist  aber  nach  dem  Enveloppensatz:  AJ"=  0. 

Und  da  die  Enveloppe  selbst  nie  eine  geodatische  Linie  ist2), 
so  kann  man  den  Bogen  P3Pj  von  %  durch  einen  kurzeren  Bogen 
ersetzen  und  somit  A  J  sogar  negativ  machen.  Der  Bogen  ©0  liefert 
also  kein  Minimum3)  fur  das  Integral  J,  womit  die  Kotwendigkeit 
der  Jacobi'schen  Bedingung  bewiesen  ist4). 

i)  yJT  DAKBOUX,  Theorte  des  surfaces,  Bd.  n,  Nr.  526  nnd  Bd  III,  Nr.  622 
*)  Siehe  DARBOUX.  loc.  cil,  Bd.  in,  p   88. 
*)  Abg-esehen  von  gewissen  Ausnalunefallen,  siehe  unten  §  4:7 
*)  Sogar  nocb  etwas  mehr,  da  anch  P\  =  Pg  im  allgemeinen  als 
nachgewiesen  Ist. 
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Die  Methode,  die  wir  soebea  m  ihren  Umrissen  skizziert  haben; 
laBt  sich  mit  geringen  Modification  en  aucb.  auf  den  Fall  anwenden, 
wo  nur  ein  Endpunkt  fest;  dagegen  der  andere  auf  einer  orthogonalen 
Trajektorie  der  Schar  von  geodatisehen  Lmien  beweglich  ist. 

§  44.     Der  Kneser'sche  Transversalensatz  und  der  verall- 
gemeinerte  Enveloppensatz. 

Wir  wendeii  uns  nunmekr  zur  Yerallgemeinerung  der  beiden  im 
Torigen  Paragraphen  angefiihrten  Fundameiitals'atze  tiber  Scharen  von 
geodatischen  Limen.  Dazu  ist  es  nur  iiotig,  die  Entwicklungen  von 
§  31?  b  i  und  c)  heranzuziehen,  jedoch  unter  etwas  modifizierten  Vor- 
aussetzungen. 

a)  Die  Punktion  u(t,a): 

Wir  betrachten  eme  Scnar  von  Extremalen 

x=*q>(t,a}9  y^^(t,a)7  (4) 

welclie  die  spezielle  Extremale 


fiir  a  =  a0  entlialtj  und  welcne  in  deni  Bereict 

T^t^T9,  \a-aQ\^df  (5) 

die  m  §  27;d)    unter  A)   bis  D)  aufgez'ahlten  Eigenschaffcen  besitzt; 
wobei^  Tl<tl)  f  2  <  T2 

tJberdies  soil  die  Funktion  F  entlang  dem  Bogen  @0  von  o^ull 
versehieden  sem?  also  in  der  Bezeichnung  (83)  von  §  27: 

3^0=4=0  in  fty  (6) 

Wir  konnen  dann  stets  nach  §  21?  b)  die  GroBen  T1?  T2  so  nabe 
bei  ti9t$  und  die  positive  GrroBe  d'  so  klein  wahlen;  daB  die  Un- 
gleichung  ^(*,a)  +  0  (7) 

im  ganzen  Bereich  (5)  gilt. 

Dagegen  setzen  wir  in  der  gegenwarfcigen  Untersucliung  nicnt 
voraus,  daB  die  Extremalensehar  (4)  ein  Feld  um  den  Bogen  S0  bildet. 
Es  entspricnt  also  zwar  aucn  jetzt  noch  jedem  Punkt  (ty  a)  des  Beclit- 
ecks  (5)  auf  Grrund  der  Transformation  (4)  ein  Punkt  der  #, 
den  wir  ,;den  Punkt  \t,a}  "  nennen  wollen;  und  jeder  Eurve 

<£':  ^  =  ^(4  a-a(r) 

im  Bereich  (5)  eine  Kurve 
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der  tf,y-Ebene,  die  wir  entspreehend  ;7dle  Kurve  [t  =  t\v\9  a  **  a(r)}u 
nennen,  und  die  iibrigens,  wie  in  §  31,  b),  aueh  in  'einen  Punkt 
degenerieren  kann 

Aber  die  TTmkehrung  ist  jetzt  mcht  mehr  rich  tig  5  daher  werden 
wir  jetzt  nicht  mehr  unmittelbar  YOU  einem  Punkfc  oder  einer  Kurve 
der  a;,y-Ebene  ausgehen,  sondern  immer  zuerst  von  einem  Punkt  oder 
einer  Kurve  in  der  £?<7-Ebene  und  dann  deren  Bild  in  der  ^?/~Ebene 
konstniieren.  Gerade  dies  soil  diarch  die  obige  Bezeichnung  ausge- 
driickt  werden. 

Abgesehen  hiervon  verfahren  wir  mm  zunachst  ganz  wie  in  §  31,  b  ) 
Wir  konstruieren  eine  Transversale  S0{f  =  i^a)\  der  Schar  (4)  durch 
einen  Punkt  PQ{tQ,aG}  von1)  g*?  wobei: 

^1^*0^^, 
indem  wir  die  Funktion:  t  =  ^(a)  dnreh  die  Differentialgleichung 

+  ^a-O  (8) 


und  die  Anfangsbedingung:  ^0(a0j  =  tf0  bestimmen?  was  nach  §  23?  a) 
wegen  der  Voraussetznng  \  6)  stets  moglich  ist.  Sincl  dann  T(  ,  T»  zwei 
beliebige  den  Ungleicliungen 

T,  <  T{  <  ft,  4  <  rs  <  T, 

geniigende  GroBen,  und  wird  tQ  auf  das  Interval!  T(  ^  ^0  ^  T%  be- 
sckt-ankt,  so  lafit  sicL.  nach  §  23;  a),  Zusatz,  eine  von  #0  unabhangige 
positive  GrroBe  d^J'  bestimmen,  derart,  daB  die  Losung  #0(a)  in 
dem  Interval!  [a0  —  d,  a0  +  dfj  existiert,  von  der  Klasse  Cr  ist  und  der 
Ungleichung:  T^  <  Zo(«)  <  T2  genfigt. 

Indem  wir  unter  (#,aj  irgend  einen  Punkt  des  Bereich.es 

-a0\^d  (9) 


verstehen;  definieren  wir,  wie  in  §  31,  b),   die  Funktion  u(t,a)  durch 
das  bestimmte  Integral 

(10) 


wobei  wieder  zur  Abkurzung:  %0(a)  =  tQ  gesetzt  ist. 
Die  Kurve 


in  der  t,  a-Ebene  zerlegt  das  Rechteck  (9j  in  zwei  getrennte  Teile; 
in  dem  einen  ist:  t^>  %0(a);  *m  andern  t^fyla).  Den  ersten  der 
beiden  Teile  bezeichnen  wir  mit  £6. 

J)  Vgl    wegen  der  Bezeichnung  §  27,  c). 
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Falls  x)  dann  der  Ponkt  (t?  a)  dem  Bereich  £B  angehdrt,  so  stellt 
die  Fmiktlon  u(t,d)  den  Wert  des  Integrals 


dar,  genommen  entlang  der  Extremalen  S^  der  Schar  (4j  von  deren 
Seiniitpunkt  P±{t  =  %o(a)?  a  ==  aj  init  der  Transversalen  &0  bis  zum 
Punkt  P${^,a}. 

Die  Formeln    von  §  31,  c)    fur    die  partieUen  Ableitungen   der 
Funktion  u(t:  a) 

GU          trr          CU          <nr  t     C7T     / 


Ueiben  unverandert  gelteu.     Bewegt  sich  daher  der  Punkt  P3  {  t?  a  } 
entlang  einer  Kurve 


,  ar))  ==    ir,     y 

so  geiit  die  Funktlon  u(t9  a)  in  eine  Funktion  von  t  tiber,  fur  deren 
Ableltung  man  naei.  (11)  erlialt: 

du       cp-dt       r-GT-          ,    ffp    .  -,  da 
J^^^J^  +  \F09a  +  ^  J  Tr  > 

was  sicli  mit  Hilfe  von  Grleicliung  (10)  von  §  25  auf 


reduziert,  wobei  die  Argumente  von  u,  SF^;  ^Fyf  sind  : 

t  =  ^(T),    a  =  a(r). 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sict  nun  die  Yerallgemeinerung  der 
beiden  Satze  fiber  Seharen  geodatischer  Linien,  indem  man  die 
Kurve  &  spezialisiert 

b)  Der  Transversalensatz;2) 

Wir  wenden  die  Formel  (13)  zunachst  auf  den  Fall  an?  wo  die 
Kurve  ^  ebenfalls  eine  Transversale  der  Schar  (4)  ist;  und  zwar 
moge  sie  das  Bfld  der  Kurve 

*-&(«) 

in  der  t,  a-Ebene  sein?  wo  dann  &(#)  wieder  der  Differentialgleicliimg  (8) 
geniigt, 

Alsdann  ist  entlang  fi^ 

^C,  «)  3?  +  9>(«,  a)  g  -  0,  (14) 


x)  Fnd  im  allgeraemen.  auch  unr  dann,  well  wir  stets  yoraussetzen,   daB 
die  untere  Grrenze  dea  Integrals  J  Meaner  ist  als  die  obere;  vgl  §  25?  a)  und  b). 
2)  Hierzu  die  Ulwngsaufgaben  Nr.  3t  13,  20r  21  am  Ende  von  Kap.  IX 
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und  claber  naeh  1 13),  wobei  im  gegenwartigen  Fall  a  =  r? 

—  =  0,     also     u(>i^a^  a}  =  konst  (15) 

Die  Funktion  u(t,ai   ist  also   entlang  jecler  Transversalen  der  Scfaar 
konstant 

WIT  wollen  nun  annehmen,  es  sel:  #i(%l  >  Xo(a0),  und  anon  der 
Anfaugswert  fa^)  sei  m  dem  Intervall  \T(TZ\  enthalten.  Alsdann 
existiert  naeh  der  Definition  der  GroBe  rf(§  44,  a))  auclb.  dieLosung  ^(a) 
im  ganzen  Intervall  [«0  —  d,  «0  +  c?]  7  ist  in  diesem  Intel-vail  von  der 
Elasse  C"  und  genligt  in  demselben  der  llngleichmig:  Zi(a)  >  XQ(O). 
Letzteres  folgt  aus  (7i  auf  Gmnd  des  Satzes  von  §  23,  cl 

Hieraus  folgt  aber  naeii  a),  daB  die  Fnnktion  ulfa'a^a)  gleich  ist 
dem  Integral  J,  genonimen  entlang  der  Extremalen  @rj  der  Schar  (4), 
von  deren  Scnnittpunkt  {%0!a>  a}  mit  der  Transversalen  ^0  bis  mm 
Schmttpunkt  \x^(a),a]  mit  der  Transversalen  ^  Somit  haben  wir 
folgenden;  von  KxESEE  berruhrenden  Fnndanientalsatz1)  bewiesen: 

Zwet  Transversalen  derselben  Extremal en^c] tar  sclmeiden  auf  den 
rerschiedenen  Extremalen  der  Scliar  Bogen  ans,  filr  uelctie  das  Inte- 
gral 3  dew  seTben  lonstanten  Weri  besitzt. 

Oder  ansfiihrlicber:  Sind  ®',  ©" 
zwei  Extremalen  der  Schar  (4)  und 
P;  P",  resp.  Q',Q"  ihie  wle  oben 
bestiinmten  Sdmittpnnkte  mit  S'0? 
resp.  $i?  so  ist 

J®'(P'Q')  =  J®"(P"Q")-    (16) 

Umgekehrt:  Schtmdet  man  auf 
den  verschiedenen  Extremalen  A&r  Schar 
von  ihren  SaJinittpunkten  mit  einer 
Transversalen  S0  aits,  nach  derjenigen 
Seite  m,  auf  welcher  t  tcdckst,  Bogen  ab,  welche  fur  das  Integral  J 
denselben  famstanteto  W&rt  liefem,  so  liegen  die  EndymTde  dieser  Bogen 
u'ieder  auf  einer  Transversalen  der  Schar. 

Denn  ist:  a(t,  a)  =  konst.  entlang  der  Enrve  S'1;  so  folgt  —  =  0, 
also  ist  entlang  ^  die  Gleichnng  (14)  erfBllt,  welehe  ausdriickt^  daB 
^  eine  Transversale  der  Scliar  ist. 

Da  fur  den  speziellen  Fall  der  geodatischen  Lmien  die  Transyersalen 

*)  KKESEE,  Lehrbueb,  §  15  Der  Satz  ist  bereits  in  §  20,  a)  iind  §  31,  c), 
Ende.  bewiesen  word  en  unter  der  Voraussetzung,  daft  die  Extremalenschai  (4) 
ein  Feld  bildet  Dieae  Voraussetzung  mufite  Her  fallen  gelassen  werden,  um 
anch  den  Fall  einzubegreifen,  wo  die  Transversalen  sieh  auf  Punkte  zusammenziehen. 
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in  die  orthogonalen  Trajektorien  ubergehen,  so  ist  der  Trausversalensatz 
In  der  Tat  die  Verallgemeinemng  des  angefiihrten  GauB'schen  Satzes. 

Der  Satz  und  seine  Umketrung  bleiben  richtig,  wenn  erne  der 
beiden  Kurven  J?0?  ^  oder  beide  in  der  in  §  31,  bj  erlauterten  Weise 
in  einen  Punkt  ausarten  Man  erhalfc  so  folgende  Zusatze: 

Zusatel1):  Ist  Ix  eme  Trans versale  der  Extremalensehar  dureh 
einen  festen  Punkt  P0?  so  tat  das  Integral  J  vom  Punkte  P0  bis 
zur  Transversals  ^  auf  den  verschiedenen  Extremalen  der  Schar 
denselben  konstanten  Wert^  und  umgeketrt 


Pig  57 


Fig  58 


Fig  5S 


Zfasate  11:  Ist  $0  eme  Transversale  der  durch  den  festen  Punkt 
Pt  gehenden  Extremalenschar,  so  hat  das  Integral  J  von  der  Kurve 
$0  aus  bis  znm  Pnnkte  Pl  auf  den  verschiedenen  Extremalen  der 
Schar  denselben  konstanten  Wert;  und  umgekehrt. 

Zusatz  IIP):  Wenn  die  Extremalen 
(lurch  einen  Punkt  P0  alle  durch  einen 
zweiten  Punkt  Pt  gehen,  so  hat  das  Inte- 
gral JVom  Punkte  P0  nach  dem  Punkte  P± 
auf  den  verschiedenen  Extremalen  der 
Schar  denselben  konstanten  Wert 
c)  Der  verallgemeinerte  Enveloppensatz;8) 

Wir  wenden  jetet  zweitens  die  Formel  (13)  auf  den  Pall  an;  wo 
die  durch  (12)  definierte  Kurve  $±  die  Enveloppe  der  Extremalenschar 
(4)  ist  und  daher  samtliche  Extremalen  der  Schar  beriihrt 

J)  Auf  geodatische  Linien  angewandt  1st  dies  der  G-auJB'sche  Satz  tber  geo- 
datische  Polarkoordinaten,  G-AUSS,  loc  cit  Art  15 

s)  Bin  Beispiel  for  diesea  Fall  bieten  die  geodatiscbea  Limen  auf  der  Kugel: 
die  grofiten  Kreise  durct.  einen  Pxmkt  P0  genen  alle  dxtreli  den  gegeniiber- 
iiegenden  Punkt  P1  der  Kugel  Ygl.  aucb  §  47 

s)  Hierzu  die  Ubungsaufgdben  Nr.  13,  21  am  Ende  von  Kap.  IX, 
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Dies  bedarf  jedoeh  emer  genaueren  Foramlierung: 

Der  Punkt  r  der  KurYe  ^  fallt  mit  dem  Punkte  t  =  t(t)  der 
Extremalen  a  =  n(r\  der  Schar  (4i  zusamnien  Insbesondere  sei: 
a(rg)  =  a07  f(r0)  ==  ^'  Wir  nehraen  an?  daB  f^  >  #0  nnd 


Dann  laBfc  sich  ein  den  Wert  r0  enthaltendes  Interval!  [r'r"J  angeben7 
in  welchem  gleichzeifag  die  beiden  Ungleichungen 


gelten. 

Wir  setzen  voraus^  daB  wemgstens  for  jedes  t  In  [T'T"]  die 
Kurve  £x  die  Extrernale  a  =  a(r)  in  dem  oben  naher  charakterisiertea 
gemeinsamen  Punkt  beruhrt^  so  daB  also 

dy 


wo  w  ein  Yon  r  abh'angiger  Proportionalitatsfaktor  ist  Ans  (18) 
und  aus  der  fur  den  ganzen  Bereich  (5)  vorausgesetzten  Ungleictung: 
y  24.^=4=0  folgt,  daB  die  Fnnktion  m(r)  in  [T'T"]  stetig  nnd  TOB 
Null  Yerschieden  ist.  Sie  kann  also  ihr  Zeichen  nicht  wectseln. 
Wir  diirfen2)  stets  ohne  Bescfcranknng  der  Allgemeinlieit  voraus- 

setzen,  daB  ,  ,       n  .      r  ,  ,n 

?  m(v)  >0  in  [T  r  ], 

d.  h.  daft  die  positives  Tangentenrichtungen  der  Leiden  Kmven  in  ilir&m 
BeruJirungspunkte  zusammenfoHlevi. 

Nunmelir    folgt    aber   aus    (19)    auf   Grand    der  Horaogeneitats- 
relationen  (13)  Yon  §  25 


Dalier  nimmt  die  Grleicliimg  (13)  unter  Benutzung  der  Homogeneitats- 
relation.  flO)  von  §  25  die  Form  an 


D   h.  der  Bogen  [T'-T"]  der  Knrve  ^   ist  das  Bild   einer  Kurve  m   der 

welche  ganz  in  dem  nntei  a;  definierten  Bereich  d5  liegt. 
2)  Sollte  m  <  0  sein,  so  konnen  wir  durch  Umbehrung  des  positiven  Sinner 
anf  der  Knrve  ^  vermittels  der  Transformatioii  T  =  ~-<>  bewirken,  dafi  fur  die 
so  transformierte  Kurre  m  positiv  ist. 
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Integrieren  wir  diese  Grleichung  naeh  r   von  x    bis  v" 

wir 


u(t(r"h  a(r"},  - 


so 


(21) 


Erinnem  wir  uns  jetzt  der  Bedeutung  der  Funktion  u(t,a),  so  erhalten 
wir7  da  die  Uugleiehung  (17)  erfnllt  ist,   den  verallyemeinerten 


Es  sei  $0  ehie  Transven>dle  der  Extremcdenschar  (4)  und  g  \die 
Enveloppe  der  Schar.  Ferner  selen  IS',  @"  &wei  Extremal?  n  der  Scha/r, 
welcfte  wn  den  Punkt&i  P'}  T?"  von  S0  ausgehen  und  §f  in  den  Punkten 
Q'7Q"  Ijeniltren,  alwlann  ist 


")-  (22) 

Dabei  ist  yorausgesetzt?  daB  der 
positire  Sinn  auf  ^  in  der  oben 
angegebenen  "Weise  festgelegt 
worden  ist,  und  daB  derPunkt  Q' 
auf  §  dem  Punkt  Q"  Yoraageht. 
Der  Satz  bleibt  richtig;  wenn 
die  Kurve  ^0  in  emen  Punkt 
degeneriert;  in  welehem  Palle 
wir  den  Zusate  erhalten: 


Fig  61 


n     (23) 

wo  PQ',  PQ"  zwei  Extreinalen 
der  Schar  durch  den  Punkt  P 
sind  und  %  die  Enveloppe  der 
Schar. 

Beide    Satze    behalten    ihre 

Gfultigkeit,  wenn  ~  und  ~  beide 

•  "  verschwinden;  d.  h,  wenn  die  Enveloppe  g  in  Q"  eine  Spitge 
fcesitzt,  wenn  mxr  die  Ungleichung  (18)  fflr  r'  ^  t  <  r"  erfiillt  bleibt. 

x)  Piir  den  speziellen  Fall,  wo  ft0  in  einen  Punkt  degenexiert,  gibt  den  Satz 
schon  ZERMELO  in  seiner  Dissertation,  p  27,  wo  er  denselben  mittels  des  Weier- 
straB'schen  Fnndamentalsatzes  herleitet.  Der  Satz  in  seiner  allgemeinen  Form 
ruhrfc  von  KJSTESER  ner,  siene  Mathematische  Annalen  Bd.  L  (1898)  p.  27.  Der 
einfachste  Fall  des  Satzes  ist  der  bekannte  Satz  iiber  die  Involute  einer  ebenen  Kurve. 

Dei  Satz  findet  seine  Erganzung  in  den  Entwicklungea  des  §47,  a),  wo  die 
Esistenz  der  Enveloppe  nachgewiesen  wird. 
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Urn   dies   zu  zeigen?  integnert  man  die  Grleiclrang  (20)  ztinaenst  von 

r'  bis  r"  —  £  und  gelit  dann  znr  Grenze  LB  —  -f  0  liber.1) 

§  45.    Transformation  des  Integrals  J  durek  eine 
Funktftransformation. 

Indem  wir  uns  jetzt   der  Verallgememerung  dei    In   §  4;»;a)  an- 

gefuhrten  Resultate  ftber  die  Emfiihrung  geodatiseher  Parallelkoordi- 
naten  zuwenden,  betrachten  wir  zunaelist  im  allgemeinen  die  Frage 
der  Emfiilirung  von  krummlmigen  Koordinaten  in  das  Integral  J7  oder? 
was  damit  gleichbedeutend  1st,  die  Wirkung  einer  Punkttransformation 
anf  das  Integral  J". 

a)  Allgemeine  Vorbemerkungem: 

Wir  fiihren  an  Stelle  der  bisher  gebrauchten  rechtwinkhgen  Ko- 

ordinaten x,  y  irgendein  System  krummliniger  Koordinaten  em: 

w=  U(x,y)*        y=  V(x,y).  (  24) 

Dabei  mogen  die  Funktionen  U(x,y),  V(x,y)  von  der  Klasse  C"  sein 
in  einem  BereicL  oJ  der  .r,y-Ebene,  der  in  dem  in  §  25,  b)  emgefCihrten 
Bereich  Si  entlialten  ist;  tiberdies  soil  in  of  die  Funktionaldetermmante 
der  beiden  Punktionen  yon  Null  verschieden  sein: 

^^  4=  0  in  of.  (25) 

0(x,y;  ^  ^     7 

Die  Transformation  (24)  laBt  sicn  auch.  als,;Punkttransformation"2) 
auffassen,  indem  man  die  neuen  Yariabeln  u,  v  ihrerseits  als  recht- 
winklige  Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  ^;i;-Ebene  deutet.  Dabei 
bezeiennen  wir  das  Bild  des  Bereiches  cf  in  der  w,  r-Ebene  mit  91 
und  setzeii  des  weiteren  voraus,  da6  die  durch.  die  Transformation  (24) 
definierte  Beziehung  zwiscben  of  und  21  ein-eindeutig  sein  soil.  Aus 
den  Satzen  uber  implizite  Funktionen  folgt  dann?  daB  die  alsdann  fiir 
den  Bereich  2.L  eindeutig  definierten  inversen  Funktionen 

o?-Z(«,«?),        y=7(u,v)  (26) 

ebenfalls  von  der  Klasse  G"  sind7  und  daB  inre  Funktionaldeterminante 
D  in  9lL  ebenfalls  von  Null  verschieden  ist: 


^        >      4,  0  in  at  (27) 

{  v     / 


J)  Die  beiden  in  diesem  Paragraphen  bewiesenen  Satze  lassen  sich  in  etwas 
anderer  Fassung  auch  mitfcels  der  Satze  yon  §  37  tiber  das  Exteemalenintegral 
beweisen,  was  anf  eine  Ferallgemeinerung  der  von  DAKBOUX,  loc,  tit.,  far  den 
Fall  der  geodEtischen  Linien  benutzten  Methode  hinauslauffc, 

*i  YgL  ubei  Pnnkttransformationen  z.  B.  LIE-SCHEFFERS,  Beruhrungstrans- 
formationen,  Kap.  I 
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Wir  betrackten  jetzt  unser  Integral 


genommeii  entlang  irgendemer  gewdhnlicheii,  ganz  im  Bereich  of  lie- 
genden  Karve 

S:  z  ***#(*),          y***y(v)*          *i^*<^Ta; 

yon  einem  Punkt  $*%)  nach  einera  Punkte  <>2(r2). 

Fufaren  wir  dann  in  das  Integral  Jg  statt  der  Vanabeln  a?,  #  die 
neuen  Variabeln  ^r,  r  ein  und  bezeichneu  mit  G(u}v?u^'Vr)  die  durch 
die  Gleiehmig 

ff(t*,  r,  M>'j  -  F(x,  r,  zx  +  i^;  r.u'  +  ry^)       (29) 

definierte  Funktion  der  yier  nnabhangigen  Variabeln  w;  «;  «/,  t;',  so  geht 
das  Integral  J$  tiber  in  das  Integral 


genommen  entlang  dem  Bild  S'  von  S  in  der  ^;«- 


vom  Punkt  Q(  (dem  Bild  des  Punktes  Q^  zum  Punkt  ^  (dein 
Bild  des  Punktes  $2).  Die  Knrve  S'  ist  ebenfalls  erne  gewohn- 
hche  Kur^e. 

Ans  der  Definition  der  Funktion  G-  und  den  Homogeneitatseigen- 
scbaften  der  Funktion  F  folgfc,  daB  auch  die  Funktion  6r  die  Homo- 
geneitatsrelation 

G^v^ni^u}  =  ft  (?(^t;?  z<>'),         fc  >  0  (31) 

erfiilll     Dalier   ist   aueh   der  Wert   des   Integrals  Jfa  YOU   der   Wahl 
des  Parameters  unabhangig, 
Aus  der  G-leiclrang 

Ji>  ==  eT«  (32) 

folgt:  Wenn  die  Knrve  S  das  Integral  J  zu  einem  Minimum  maeh.t; 
so  macbt  aucb.  ihr  Bild  (5'  das  Integral  Jf  zu  einem  Minimum  und 
umgekehrt  Wir  sagen  daher^  das  Problem,  das  Integral  J  in  der 
ff,y-Ebene  zu  einem  Minimum  zu  maclien;  und  das  Problem;  das  4  Inte- 
gral «/'  in  der  ««,«;-Ebene  zu  einem  Minimum  zu  niachen;  seien  )?dq 
vdlenfe  Probleme". 
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b)  Invarianten  der  Fuaktioi  F(x9yyxt>ifr. 

Die  Gesamtbeit  aller  Punkttransformationen  (26;  bildet  eine 
Gruppe  Adjungiert  man  den  Transformationsgleichiingen  (26;  noch 
die  Grleichungen 

x  =  Xun'  +  XX,         //'  =  !>'  +  !>',  (33; 

die  man  aus  ('26 1  ableitet,  indem  man  fur  IL  i  Funktionen  TOD  t  em- 
setzt  und  dann  nacli  r  dijfferentiiert,  so  erhalt  man  eme  Gruppe  von 
Transformationen  zwischen  den  Yariabeln  x,y*x',y'  emerseits  und  den 
Variabeln  it,  v,  u',  v'  andererseits,  die  sogenannte  Grappe  der  »enieiterten 
Punktfransformatlwen'*1).     Dieses  Prozefi  der  Erweiterang  kann  man 
welter   fortsetzen,   indem    man    den    Glelchungen    (26)    und   (33)    die 
durch  nochmalige  Differentiation  nach  r  abgeleiteten  Gleielmngen 
x"  -  Xuu"  +  iy  +  XHilur*  +  2Xueu'v'  +  X.J*, 
f  =  J>"  +  Y<*"  +  Yuuu'*  +  2  Tu,u'v'  +  Yccv'*          (34) 
adjungiert;  usw. 

Es  sei  ietzt  ^  ,  ,    ,     „    „ 

J  ®F(x,y;a  ,y,x  ,y  ;  .  .   ) 

eme  Funktion  der  angegebenen  Argumente  und  auBerdem  der  Funktion 
F  und  einiger  partieHer  Ableitungen  von  F*  ferner  sei 

&v(u,  17;  u',  v'j  u"9v"  .  .  .) 

die  genau  in  derselben  Weise  aus  den  Variabeln  u,v-  u',v'i  u"  v"  .  . . 
und  der  Funktion  G  und  ikren  partiellen  Ableitungen  gebildete 
Funktion  Wir  sagen  alsdann,  die  Funktion  $F  sei  eine  absolute  In- 
variants der  Funktion  F  in  Beziehung  auf  die  Gruppe  der  Punkt- 
transformationen (26)  und  ihrer  Erweiterungen,  wenn 

®fr(«,f?;  u',  v';  u",v"*    .  .)  =  *^(a?,jf;  ^y';  o?",^';  -  -  •)  (35) 

in  dem  Sinn,  da6  diese  Gleichung  bestehen  soil  fur  alle  Wertsysteme 
x> y\  x/> y'\  x", yf/"i  -  -  einerseits  und:  u, v ;  u', v-  u", v"  .  .  andererseits, 
welcbe  durch  die  Transformationsgleichungen  (26),  (33),  (34)  usw. 
verbunden  sind;  und  zwar  soil  dies  gelten  far  die  Gesamtheit  aller 
Punkttransformationen.  Dagegen  nennen  wir  <&F  eine  Invariante  vom 
Index  r,  wenn  in  demselben  Sinn 

«0(ti,0;  tt>';  tt'^t?";  .  . .)  =  IX^X^y?  ^/5  ^y ';  -  -  ),        (36) 

wo  D,  wie  oben,  die  Funkfcionaldeterminante  von  X  und  Y  bedeutet. 
Die    einfacbste,    allerdings    triviale;    absolute    Invariante    ist    die 
Funktion  F  selbst. 

J)  Vgl    LiB-ScHBFPERK,  Beru'hrungstt  ansformationen,  p.  12. 
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Ferner  ist  Fl  eine  Invariante  vom  Index  2, 

G^D^F^  (37) 

Dean  durch  Differentiation  der  Identitat  (29)  nacn  u    imd  v"  folgfc 

&u,  -  J^ZW  +  Fy,  Yu,  a,  -  F^X,  +  Ftf  Y,,  (38) 

wobei   die   Argumente  yon  F^^Fy,  dieselben  smd  wie  in  (29)      Aus 
(38)  erhalt  man  durch  nochmalige  Differentiation  naeh  u 
<*»•*  -  *W*5  +  2  JFV,*,,  Ta  +  Fy,y,  Y* 

-  FJXJ  -  !>'/  =  ?'*&F,  =  v'*G, 

Ebenso  verifiziert1^  man  leicht,  daB  die   linke   Seite   der  Euler'schen 
Differentialgleichung  erne  Invariante  Tom  Index  1  ist: 
Tr,  s  Gut,  ~  G-^  +  Gl  («'v'f  -  v'u") 

-  Fyy.>  +  F,  (xyr  -  /*")]  -  ^^-  ^  } 


Hieraus  folgt,  dafi  das  Bild  einer  Extremalen  des  ursprunglichen 
Problems  wieder  eine  Extremale  fur  das  nene  Problem  ist;  wanrend 
die  Gleichnng  (37)  die  Inyarianz  der  Legendre'scnen  Bedingung  aus- 
druckt;  Kesultate,  wie  sie  aus  der  Aquivalenz  der  beiden  Probleme 
a  priori  zn  erwarten  sind. 

Aus  (37)  und  (39)  folgt,  dafi  der  Quotient 

T 


eine  absolute  Invariante  ist  Dazu  bemerken  wir  noch  folgendes: 
Denken  wir  uns  diesen  Quotienten  fiir  irgend  eine  Kurve  ©  mit  dem 
Parameter  t  berechnet  und  wenden  dann  eine  Parametertransformation  2) 

*-«M,  %'(O>o 

an,  so  folgt  ans  den  Homogeneitatseigenschaffcen  von  Ff  daB  der  obige 
Quotient  bei  dieser  Operation  niclit  invariant  bleibt;  daB  aber  der 
Quotient  T 

«—  ^4  (40) 


nickt  nur  bei  jeder  PunlMi  ansformation  (26),  sondern  auch  bei 
0eitiger  Ausfuhrung  einer  leliebigen  Parametertransformation  invariant 
Vleibt*),  da  nacn  §  25  G-leichung  (9)  und  (13) 

J)  VgL  auch  unten  §  45,  c)  2)  Ygl.  §  25,  a). 

*)  Siehe  die  auf  p  226,  Fufiaote  x)  zitierte  Dissertation  von  UNB^RHILL,  die 
mzwischen  in  den  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society, 
Bd.  IX  (1908)  p  316  publiziert  worden  ist,  und  LANDSBERQ-,  Mathematische 
Annalen,  Bd  LS.V  (1908)  p  329,  der  die  Gro'fie  S  die  extremale  Krwmmung 
der  betrachteten  Knrve  im  Pimkt  sc^  y  nennt 
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Fix  u  —     ^}-  (—}  F(X  v  'U    dy\ 

*  \£>y>  rfr'»   d,')  -  WJ  *  (X>y>  57'  Tt)  > 


mad  nach  elner  einfachen  Recknung 
_   /          dx    dy     d^x    d 

TF(*>V>  -M>  57"  rfV"  ,7 

Fiir  den  Fall  der  geodatischen  Linien  ist  die  Invariante  S  init 
der  geodatischen  Krummimg  identiscli?  wie  aus  den  Gleichnngen  f39) 
nad  (95)  des  fiinfteii  Kapitels  ersichtlich  ist 

N"eben  den  Variabeln  j*',/;  $"!/"]  -  •  kann  man  auch;  ahnlich  wier 
in  der  gewohnlichen  InTariantentheorie  der  Fornien,  elne  zweite  Reihe 
tfiogredienter  Variabeln"  x,  //;  .  .  .  resp  u,  v  .  .  elnfiihren,  die  sich  mittela 
der  Formeln 

i  -  xuu  +  xet,  ^  =  rtt  «  +  r,  ?)  i4ij 

usw.   transforniieren;    was    zu   einer    entspreeJbenden  Erweiterang  der 
Grappe  und  des  Invariantenbegriffes  fiilirt. 

Die  einfachste  derartige  Invariante  ist  die  ,?identisclie  Invanante": 
xfy  ~~  y'xf  fur  welche 

u't  -  v'u  =  D-itfy  -  yx).  (42) 

Hierauf  bemht   die   Invarianz    der    Jacobi'schen  Bedingung.  x)      Ist 
namlich 


die  Bxtremalenschar  durcb.  den  Punkt  Pl  der  Extremalen  ©0?  und 
identifiziert  man  die  GroBen  x  ',  y  mit  (pi}  fyt,  dagegen  x,  y  mit  cpa,  fyar 
was  gestattet  ist,  da  die  Merdurch  einander  gleichgesetzten  GrSfien 
sich  in  derselben  Weise  transformieren,  so  geht  afy  —  y'x  in  die 
Fuuktionaldeterminante  A(^a)  uber?  woraus  nach  (42)  und  nach 
§  29,  b)  folgt,  daB  zwei  tonjngierte  Punkte  des  urspriingliclien  Prob- 
lems duTch  die  Transformation  (24)  in  zwei  konjugierte  Punkte  des. 
neuen  Problems  transformiert  warden. 

Sine  andere  Invariante  dieser  Art  ist  die  GroBe 


aus  (38)  und  (41)  folgfc,  daB 

u,(u,v,u',vf]  +  v  G,(u,v,if,i>')  -  kF^x^x?^}  +  yFy,(x,y,x',y'\  (43) 
Dies  zeigt,   daB,  wenn  eine  Kurve  ^  eine  zweite  Kurve  ©  im  Punki 
J)  Nach  UJTOEEHILL,  loc   cit. 
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Q  transversal  senneidet,   dann  aucli   das  Bild  $/   von  <ft   das   Bild  @' 
von  S  im  Bildpunkt  Q'  yon  Q  transversal  schneidet 

Aus  (43)  folgt  unmittelbar;  dafi  in  dernselben  Sinn  auch  die 
S-FunktioB  eine  absolute  Invariante  1st. 

§,-,(«,  fc;  n',v'-  it,i)  =  &(,»,#;  /,/;  *,y),  (44; 

womit  auch  die  Invananz  der  WeierstraB'schen  Bedmgung  gezeigt  ist. 

c)  Der  6-Algoritliinus  als  invariauteabildender  Prozefi: 

Wenn  man  in  dei  eine  Funktion  $  als  absolute  Invariante  charakterisie- 
renden  Gleichung  (35  far  #,  y  willkurliche  Funktionen  x(r),  y(v}  emer  Varia- 
beln  -c  emsetzt,  fur  JG\  ?/',  .'/',  y"  ,  ,  deren  erste,  zweite,  .  Ableitungen  nach 
r,  und  glelchzeitig  fill  u9  v  die  durch  die  Transformation  (24)  aus  X(T),  y(v)  ab- 
geleiteten  Fanktionen  u(r^  v(-a,  fur  u',  r';  u'\  r"  \  .  deren  erste,  zweite  .. 
Ableitnngen  nach  T,  so  geht  die  Gleichung  (35)  in  erne  Identitat  in  x  iiber,  da 
die  Ableitnngen  von  jc,  y  mit  denen  von  w,  v  r)a  gerade  durch  die  Transformations- 
gieiclmngen  (33),  (34'>  usw  verlounden  sincl  Differentiiert  l)  man  die  so  ent- 
standene  Grleictung  nach  T,  so  erhalt  man 


r 

^—  ,   4" 


Diese  Gleichung  stellt  zunachst  wieder  nur  eine  Identitat  in  T  dar?  wobei 
^',  I/';  ,  «*',  $';  Ableitungen  nach  T  bedeuten.  Da  jedoch  die  bei  dem  Pro- 
zeB verwandten  Funktionen  ic(r),  Z/(T)  ganz  willkiirlich  2)  waren,  so  schlieBt  man, 
daB  die  Gleichung  (45;  auch  gultig  bleibt,  wenn  man  nnter  xy  y\  x'  ,  y'*,  x"  ,  y"  *•• 
einerseits  und  u,  v;  u  ',  v'  ;  u  ",  v"  .  andererseits  schliefilich  wieder  beliebige  durch 
die  Transformationsgleichungen  (24)  ,  (33),  (34)  usw.  verbundene  Variable  ver- 
steht.  Dureh  den  angegebenen  Differentiationsprozefi  iwrd  also  aus  der  absoluten 
Invariante  &  eine  neue  absolute  Invanante  abgeleitet 

Wenn  die  in  (35)  fur  #,  y  emgesetzten  Funktionen  auBer  von  t  auch  noch 
von  einer  zweiten  Yariabeln  s  abhdngen,  so  geht  die  Gleichung  (35)  in  eine 
Identitat  in  r  und  s  tiber,  die  man  daher  auch  nach  s  diiferentiieren  darf  In- 
•dem  wir  die  Differentiation  nach  b  dureh  das  Symbol  ^  andeuten,  erhalten  wir  so* 

d$r  c$r  d$,  d®, 

ft  6^+       'rb0+'',6u'+-*r*dv'  + 

du  dv  du  $v 

(46) 
f 


1)  Dabei  ist  zu  beachten,   daB  xt  y,  x',  y'  auch  in   der  in   <P   enthaltenen 
Funktion  F  und  deren  partiellen  Ableitungen  vorkommen. 

2)  Naturlich  abgesehen  von  Bedingungen  der  Stetigkeit  und  Differentiier- 
barkeit,  die  wir  bei  dem  lediglich  formalen  Charakter  der  gegenw'artigen  TJnter- 
suchung  nicht  explizite  angeben* 
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Dabei  ist,  wie  durcli  Differentiation  \on    26;  und    33  j  nach  £  folgt, 

*x=XM6u  +  Xr6v,  6y*=Yu6u+Yr6v,  (47) 


Die  Gleichung  (46)  ist  znnachst  wieder  bloB  eine  IdentiUt  m  T  und  e-  aus 
der  Willkuriichkeit  der  bei  dem  ProzeB  benutzten  Funktionen  x(t,  sh  yfa  s)  folgt 
aber  wieder,  daB  die  Gleiehung  (46)  gultig  bleibt,  wenn  man  unter:  a?,y;  x\y; 
.  .  .  <5^,<?2/;  <5aj',  (%';  .  einerseits  und  u,  ?  :  «',  i';  dt*,dr;  $w\£t?';  '  ! 

andererseits  irgendwelche  clarch  die  Gleichnngen  -26),     33),     .  .,  (47),  (48),' 
verbundene  GroBen  verateht     Also  steUt  8Q  eine  neue  absolute  JbvariantJ  dar 
und  zwar  ffir  die  durch  Adjunktion  von  daj,  dy,  ^',  6y';    .  .  erweifeerte  Grappe. 
Wir  haben  also   das  Resultat,   daB   auch  cfer  8-Prozefi  aus  einer  absoluten   In- 
variante  wieder  erne  absolute  Invariante  erzeugt. 

IB  ei  spiel    Aus  der  Gleicbung 


folgt,  daB  aucli  die  Funktion 


eine  absolute  Invariante  i&t.    Nun  konnen  wir  aber  in  bekannter  Weiae  &F  aut* 
die  Form  bringen1) 

»  J!--  r«r  +/-  (*ar^  +  SyFy,), 

WO 

zr  =  yfSx  —  x'Sy 
Da  nach  (47)  die  GroBen  §x,  &y  mit  a/,2/'  kogredient  sind,  so  folgt  nach  (43;,  daB 


-eine  absolute  Invariante  ist,  also  nach  dem  oben  Gesagten  auck  die  Ableitung 
dieses  Ausdrucks  nach  r.  Hieraus  folgt  aber  weiter,  daB  auch  Tw  eine  absolute 
Jnvariante  ist  Nun  ist  aber  nacn  (42)  M:  eine  InvariaBte  vom  Index  —  1,  also  muB 
der  andere  Faktor  T  des  Produkts  eine  Invariante  vom  Index  +  1  sein,  womit 
wir  fast  ohne  Recnnung  das  oben  ausgesprocnene  Resultat  (39)  bewiesen  haben.2) 

*)  "Vgl-  §  26,  Gleichung  (18  a). 

p  Eine  weitere  Ausftihrung  der  hier  nur  kurz  angedeuteten  Theorie  findet 
man  in  der  oben  zitierten  Arbeit  von  UNBEEHTLL,  wo  insbesondere  die  mit  der 
zweiten  Variation  zusammenhangenden"  Invarianten  untersucht  werden  Man 
kann  sich  die  Aufgabe  vorlegen,  fur  eine  bestimmte  Gruppe  erweiterter  Punkt- 
transformationen  alle  Invarianten  zu  bestimmen  Fiir  den  Fall  des  ^-Problems 
hat  sehon  LIE  in  seiner  Arbeit  uber  Differentialinvarianten  (Mathematische 
Annalen,  Bd.  XXIV  (1884),  p  569)  die  Aufgabe  gestellt  und  in  seine  allgemeine 
Theorie  der  unencMchen  lontinuierUtihen  Grwppen  eingeordnet.  Fur  den  speziellen 
Fall  der  geodatischen  Linien  ist  die  LiE'sche  Method  e  yon  ZOBAWSKI  im  einzelnen 
durchgefuhrt  worden  (,,Uber  Biegungsmvananten.  Eine  Amvendung  der  Lte'schen 
<&rwppentheorie"J  Acta  Mathematica,  Bd.  SYI  (1892),  pp,  1  —  64). 
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$  46.    Die  Kneser'sclien  krammlinigen  Koordinaten  "and  ilire 

Anwendungen.  *) 

Wir  haben  jetzt  die  im  vongen  Paragraphen  entwickelten  all- 
gem  einen  Transformationsprinzipien  auf  den  speziellen  Fall  der  ^KNESER*- 
^sehen  krammlinigen  Koordinaten",  welche  die  Verallgemeiiierung  der 
CrAUSS7schen  geodatischen  Parallelkoordinaten  sind,  anzuwenden. 

a)  Definition  der  Kneser'sclien  krummlinigen  Koordinaten: 

Wir  fiigen  jetzt  den  in  §44?a)  iiber  die  Extremalenschar 

x  =  g>(t,a),         y*=1>(t,a)  (4) 

gemachten   Annahmen    die   weitere   hinzu,    dafi    die    Funktionaldeter- 
ininante  A(^,a)  der  Schar  der  Ungleichung 

A^<J4=0  in  Ry  (49) 

genugen  sol!7  und  dafi  auch  die  Ableitungen  (paa,  fyaa  iin  Bereich  (5) 
existieren  und  stetig  sind. 

Dann  lassen  sich  nach  §  31?  a)  zwei  positive  GrroBen  Ji,  k  so  kleia 
wahlen,  da8  das  Bild  of  des  Reclitecks 

61:  tt-Ji^t^t^  +  Ji,          a~-a0\^lk 

mittels  der  Transformation  (4)  em  Feld  um  den  Extremalenbogen  ©Q, 
bildet,  worin  die  LTngleichung 

A  (t,  a)  4=0  in  €L  (50) 

mit  inbegriffen  ist. 

Wir  nehmen  h,  k  so  klein  an;  da6  fiberdies2) 

T'l<tl-h,        t%  +  h<T;,        Jc^d, 

nnd  wablen  den  Pnnkt  P0  der  Extremalen  @*?  durch.  welcben  die  bei 
der  Definition  der  Fnnktion  u(t,a)  benutzte  Transversale  £0{^  =  xQ(a)} 
iiindurcligelit,  so,  dafi:  T[^t^<^t^  —  li.     Durcb.  Verkleinerung  ron  k 
konnen  wir  dann  scbliefihcb  noch  erreiclien,  daB 

%M<^-^    ftir    ao  —  k<^a<^a0  +  Jc, 

so  daB   das  Rechteck  <SC  ganz  dera  in  §  44;  a)  definierten  Bereich  S 
angehort. 

Die  inversen  Funktionen 

*«t(a^y),  a-a(a?,y)  (51) 

des  Feldes  sind  eindeutig  definiert  nnd  von  der  Klasse  C"  im  Bereich.  of! 
wie  aus  den  Gleichungen  (136)  von  §  31  folgt. 

3)  Ygl.  EJSESER,  Lelirluch,  §  16. 

s)  Wegen  der  Bedeutnng  der  Grdflen  T[,  Tf^  d  vgl.  §  44,  a) 
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Wir   kombinieren  jetzt  mit  der  Transformation  (51)  die  Trans- 
formation u-Hff,ff>,         r-n  '  (52) 

zwischen  der  /?a-Ebene  nnd  der  u,  i?-Ebene,  wobei  die  Funktion  u(t,a) 
durch  f'10)  definiert  ist.  Da  naeh  fllj  und  (1) 

^-5ft,ai-rO  in  a,  (53) 

so  folgt,  da6  die  durch  (52  ^  definierte  Beziehung  zwiselien  dem  Be- 
reich  (9C  und  dessen  Bild  21  in  der  uy  y-Ebene  ein-eindeutig  ist  Denn 
sind  (fj  a')  und  (t",  a")  irgend  zwei  verschiedene  Punkte  von  €L,  so 
sind  ihre  Bilder  in  der  u,  r-Ebene  sicher  verscnieden,  wenn  af^=af, 
weil  dann  u"  4s  ^';  ist  aber  a!'  =  a'  nnd  t"  4=  t',  so  ist  wegen  (53) 
sicber  u(t'f,a!)  ^=u(/,d\  weil  die  Funktion  u(t,d)  entweder  bestandig 
wachst  oder  bestandig  abnimmt.  tjberdies  ist  offenbar 


Wenn  wir  dalier  die  beiden  Transformationen  (51)  nnd  (52)  konabi- 
nieren?  so  erhalten  wir  erne  Transformation  yon  der  Form  (24),  nam- 
lich,  in  der  Bezeichnnng  von  §  31^  Gleichung  (142): 

u  =  W($,y),  v  =  a(x,y),  (54) 

wo  W(%yy]  wieder  das  Feldintegral,  gerech.net  von  der  Transversalen 
$0  ans;  bedentet.  Die  Transformation  (54)  definiert  dann  nach  dem 
tiber  die  beiden  Transformationen  (51)  und  (52)  gesagten  eine  ein- 
eindeutige  Bezieh.nng  zwischen  dem  Bereicli  of  in  der  x,  «/-Ebene  nnd 
dessen  Bild  91  in  der  w?t?-Ebene?  welche  alle  Bedingungen  erftillt,  die 
wir  in  §  45,  a)  der  Transformation  (24)  anferlegt  haben. 

Die  durch  die  (Heichungen  (54)  definierten  speziellen  krumm- 
linigen  Koordinaten  w,  v  nennen  wir  die  Kneser'schen  Koordinaten* 
Sie  sind  hiernach  durch  folgende  Eigentumlichkeiten  charaktensiert: 

1.  Den    Geraden:   v  =  honst.   der  u,  v-Ebene   entsprecJien   in   der 
x,y-El>ene  die   Extremalen   der  Schwr  (4)   und  umyekelirt;   und   zwar 
entspricht  insbesondere  der  Geraden:  v  =  a    die  Extremale  a  =  a 

2.  Den    Geraden:   u  =  Jconst.    der  u,  v-Ebene  entsprechen   in   der 
x,  y-Ebene  die  Transversalen  der  Schar  (4)  und  wngekelirt,  und  zwar  ent- 
spriclit  insbesondere  der  Geraden  u  =  c  diejenige  Trans  versale;  entlang 
welcher  das  Feldintegral  W  (x,  y)  den  konstanten  Wert  c  hat  (vgl.  §  31,  c}). 

b)  Eigenschaften  der  Punktion  G(u,v,it',v')  fiir  den  speziellen 
Pall  der  Kneser'selien  Koordinaten: 

Aus  den  eben  angefiihrten  Eigentumlichkeiten  der  Kneser'schen 
Koordinaten  ergibt  sich,  daB  fur  dieses  speziette  Koordinatensystem  die 
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Funktion  G(u,v,n'9v')  folgende  charalieristische  Eigensctiaftmi 

G(u,v,u',Q)  ==u,  (55j 

<?tt,(w,  v,  u',0)  s=  1,  Gt,(u,  v,  w',  0)  =  0 

fur  jecles  Wertsystem  u,v  im  Bereieh  211  und  fur  jeden  Wert  von  u', 
dessen  Vorzeicten  mit  dem  in  €L  konstanten  Vorzeichen  der  B'uuktion 
&(t,ct)  fibereinstimmt. 

Beweis:  Wegen  der  Em-eindeutigkeit  der  Beziehung  zwischen 
den  Bereiehen  of  und  0L  konnen  wir  jede  im  Bereich  of  der  x,y- 
Ebene  gelegene  Kurre  ©  in  der  Form 

x  «  <p(t(r),  a(v)\        y  =  $(t(r),  a  fa) 

darstelleDj  wo  dann 

t  =  #(T);         a  =  a(r) 

das  Bild  der  Kurre  S  in  der  jf?a-Ebene  ist.     Das  Bild  von  £  in  der 
ist  alsdann  gegeben  durch 


und  wegen  (29)  gilt  die  Gleichung 

=  ff  «ft  a),  a,      «M,  ff,  (56) 


wobei  man  sich  fur  t,  a  die  Funktionen  t(c)f  a(v)  gesetzt  zu  denken  hat. 
Wenn  nun  insbesondere  die  Kurve  S  eine  Extrenaale  a  =  a   der 
Schar  (4)  ist,  so  ist  ihr  Bild  in  der  t,  a-Ebene  gegeben  durch 

t  =  r?  a  =  a',  (57) 

und  die  Grleicliung  (56)  nimmt  die  Form  an 

SF(r,  d)  -  ^(^(T,  ol),  a!,  ut(t,  a'),  0).  (58) 

Daler  ist  wegen  (11) 

«*,(*,  <0  -  »(«*(*,  a);  a',  ufa  a'),  0). 

Jetzt  sei  uf  v  irgend  ein  Punkt  von  Si  und  u  irgend  em  Wert, 
welcher  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  ST^a).  Das  Bild  von  M,  «?  in 
der  ^  a-Ebene  sei  T7  a';  so  dafi:  t*  =  z^(r;  a'),  0  ==  a'.  Dann  hat  ufa,  a) 
dasselbe  Zeichen  wie  «';  wir  konnen  also  eine  positive  Grofie  m  be- 
stimmen,  so  daB:  ur  =-=  mut(r,a).  Daher  folgt  aus  (58)  unter  Be- 
nutzung  von  (31)  die  erste  der  Gleichungen  (55)  und  aus  derselben 
durch  Differentiation  nach  u  unmittelbar  die  zweite. 

2)  Die  erste  dieser  (jrleichimgen  ist  eine  Folge  der  beiden  tibrigen,   wegen 
der  Homogeneitatsrelatlon. 
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Um  die  dritte  zu  beweisen,  lassen  wir  jetzt  die  Eurve  G  mit 
emer  Transversalen  {t*=*%(d)}  des  Feldes  zusammenfallen.  Das  Bild 
derselben  in  der  «,  r-Ebene  ist  dann  die  frerade 

u  =  «(£'«,,  a)  =  c  ===  <u(a),  i  ==  a  ==  v(a).  (59) 

Dieselbe  ist  wegen  der  in  §  45,  a)  bewiesenen  Invarianz  der  Trans- 
versalitatsbedmgung  ebenfalls  eme  Transyersale  der  Extremalenschar: 
v  =»  konst.  fur  das  Integral  J\  Im  Schnittpunkt  der  Transversalen 
(59)  mit  der  Extremaien  (57)  muB  also  die  TransTersalitatsbedingung 

Z'G*  +  v'G,  =  0 
erfullt  sein,  die  sich.  hier  auf 

Ge,(u(r,a,,  a',  ut(T,«';,  0)  =  0 

reduziert;  worans?  wie  oben?  die  dritte  der  Gleichtmgen  (55)  folgt 
Be  i  spiel  XVI    Fur  den  Fall  der  geodatischen  Linlen,  wo 


G(u,  p,  M',  vf  »  =  y  E  u'*  , 

nehmen  die  erste  und  dritte  der  Gleichangen  f55j  die  Form  an 


mid  daraus 

E  =  i,  F  =  0, 

was  in  der  Tat  mit  der  GauB'schen  Nonnalform  (1)  ubereinstimmt. 

Aus  den  Gleiehungen  (55)  ergibt  sicli  die  folgende  wiehtige  Re- 
lation far  die  Funktion  &a,  far  die  wir  der  Einfachheit  halber  8' 

schreiben:  Qrf  ,   ,  ,    ,x       ,  .  AN 

c  (uy  V]  u ,  0;  u,  v)  ==  G (it,  v,  u,  v)  —  u.  (60) 

Dabei  sind  die  GroBen  u,  v,  u'  denselben  Beschrankungen  unterworfen, 
wie  in  den  Relationen  (55),  wahrend  it,  v  irgend  ein  von  0;  0  ver- 
scMedenes  Wertsystera  bedeutei 

Wit-  wollen  dieses  Resultat  noch  auf  eine  andere,  fur  spatere  An- 
wendung  bequemere  Form  bringen.  Das  Bild  der  Extremalen  a  ==  o! 
in  der  ^?v-Ebene  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Bezeiehnet  tf  den  Tangentenwinkel  der  Kurve  (61)  im  Punkt  r,  so 
folgt  aus  (53  J,  dafi  &  ==  0  oder  it,  je  nachdem  das  konstante  Zeichen 
yon  SF(^  a)  positiy  oder  negativ  ist. 

JSTun  war  die  GrroBe  ur  irgend  eine  GroBe,  welche  dasselbe  Zeichen 
hat  wie  7(t}  a).  Wir  diirfen  also  in  (60):  u  =  Qosdf  setzen  und  er- 
halt  en,  da  sin  Br  =  0,  die  Gleichung  (60)  in  der  Form 

G(uf  v,  u,  t-)  —  u  =  8 '(«,  i?;  cos  6',  sin  0';  u,  v).  (62) 
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c)  Hinreieliende  Bedingnngen  ffr  ein  Mninmm  bei  einem  fasten 
und  einem  variabeln  Endpuntt: 

Die  vorangegangenen  Entwieklongen  lassen  sich  nun  nach  KNESER  l) 
iolgendermaBen  zur  Aufstellung  hinreichender  Bedmgungen  fur  ein 
Minimum  des  Integrals  J  bei  emem  festen  und  emem  auf  einer  Kurve 
$t  bewegliehen  Endpunkt  verwenden: 

Wir  ziehen  dureh  den  Punkt  Pl  der  Extremalen  @0  die  Transversale 

des   Feldes,   S{£  =  #'a)}; 

tt+K   ra   7    wo  bei  wir  fc  so  klein  voraus- 

setzen  durfen,  daB  der  Bo- 
gen  [a0  —  Jc,  a0  +  &]  von 
^  ganz  im  Felde  of  liegt 
Dann  ziehen  wir  von  einem 
beliebigen  Punkt  P5  von  $ 
eine  ganz  im  Bereich  of  ge- 
legene  gewohnliehe  Xurve 
E :  x  «  $(v\  y  -» y(v\  T,  ^  t  ?  TO 


:  Oj-f-i 


Pig.  62 


nacii  dem  Punkt  Pa  (vgl.  Fig.  51  auf  p   325),  und  konstruieren   das 
Bild  der  so  entstandenen  Figur  in  der 
Das  Bild  von  @0  ist  das  Segment 
bei  die  Abszissen   der  Bildpunkte  P^ 
nach  (54)  sind 


der  Geraden  v  =  a     wo~ 


der  beiden   Punkte 


0; 
P1?P2 


Die  Bilder  der  beiden  Transversalen  ffi0  und  ^  sind  die  beiden  Geraden: 
w  =  0?  beziehungsweise:  w=*%.  Das  Bild  der  Kurve  S  ist  eine  ge- 
wohnliche  Kurve: 


u 


welche  ganz  in  21  gelegen  ist  und  den  Punkt 
mit  dein  Punkt  P^  verbindet,  so  daB  also 


Nunmehr  ist  nach  (32) 


r,  ^  t  <  %; 
der  Greradeu:  u  •• 


(63) 


x)  Vgl  KKESEE,  LehrbuGh,  §  17.  Um  die  Eesultate  der  folgenden  Entwick- 
lung  auf  den  Fall  anzuwenden  ,  wo  nicht  die  Extremalenschar  (4),  sondern  die 
Kurve  £  vorgege"bea  ist,  hat  man  zrmachst  den  Satz  des  §  40  uber  die  Kon- 
struktion  einer  Extremalenschar^  welch  e  von  einer  gegebenen  Kurvre  transversal 
gescbnitten  wird,  anzuwenden. 
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Andererseits  ist  nach  der  Definition  des  Feldlntegral^ 

«V*i-Pf)  -  ^<0Cpip2  1  =  Tte,yf  >  -  TTu^vJ  -  %  -  ut 

Wegen  (63)  konnen  wir  aber  schrelben  r? 


Daber  konnen  wir  die  totale  Variation 


dnrch  das  entlang  der  Kurve  &'  genommene  Integral  ausdriicken: 

,       ,, 

r.  (64) 

Statt  dessen  konnen  wir  aber  nacb.  (62)  schreiben 

r1 

AJ  =J  8'  (ff,S;  cos  6',  smfl';  'j",g)  cZr  (65) 


Wegen  der  Bedentung  des  Winkels  6f  ist  dies  aber  nichts  anderes 
als  der  WElERSTKASS'sehe  Satz  fiir  die  ^?t:-Ebene.  Erinnern  wir  ims 
jetzt  der  in  §  45?  bj  bewiesenen  Invarianz  der  8-Funktion;  so  baben 
wir  Hermit  einen  neuen  Beweis  dafur  gewonnen;  daB  die  in  §  41  auf- 
gez'alilten  Bedingungen  fur  ein  Minimum  des  Integrals  J  hinreiebend 
sind,  wenn  der  erste  Endpunkt  auf  der  Transversalen  S  beweglicn  ist, 
wakrend  der  zweite  fest  ist?  aller  dings  nnter  Hinzufiigung  einer 
weiteren  Annalime2j;  narnlieb  der  Voraussetzung  (6). 

J)  Dieser  wiehtige  Kunstgriff  ist  in  letzter  Instanz  gleichbedeutend  mit  der 
Einfohrung  des  Hilbert'schen  invarianten  Integrals.  Denn  nach  Grleichung  (150) 
von  §  31  lautet  dasselbe  im  gegenwartigen  Fall 

J"'*  =  /  &u,  (u,  v,  cos  6  \  sin  0  ')  du  +  Gr*'  (w,  t?,  cos  6  ',  sin  &  ')  dv  , 
was  sicn  wegen  (55)  auf 


reduziert. 

2)  Es  lafit  sick  zeigen,  daB  dieselbe  keine  wirkHche  Beschrankung  der  All- 
gemeinheit  bedeutet.  Denn  das  vorgelegte  Yariationsproblem  ist  mit  dem  Problem, 
das  Integral  der  Punktion 

',  y'}  +  ^(ar,  y}x'  +  *(a?,  y)y' 


unter  denselben  Anfangsbedingungen  zn  einem  Minimum  zn  maclienT  aquivalent, 
vorausgesetzt,  daS  die  Funktion  ^  (re,  y)  entlang  der  gegebenen  Knrve  $  konstant 
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d)  Der  Osgood'sclie  Satz1)  fiir  den  Fall  eines  variaWen  Endpunktes ; 

Aus  den  Resuitaten  des  letzten  Absatzes  ergibt  sich  ein  einfacher  Beweis 
des  Osgood'sehen  Satzes  fur  den  Fall  eines  vanabeln  Endpunktes  Wir  gehen 
dazu  von  der  Gleiehnng  (65)  aus  Fiihren  wir  statt  desjbeliebigen  Parameters  x 
den  Bogen  s  der  Bildkurve  (T  em  und  bezeichnen  mit  6'  den  Tangentenwinkel 
der  Eurve  H'  im  Punkt  u,  v,  so  konnen  wir  unter  Benutzung  der  G-leichung  (123) 
von  §  30  die  Gleichung  (65)  anch  sckreiben 

Wir  setzen  jetet  voraus,  daB  fur  den  Bogen  @0  die  WeierstraB'scae  Be- 
dingung  (IV)  erfullt  ist,  was  wegen  (44)  die  analoge  Ungleiclmng  fur  den  Bogen 
d£  in  der  M,y-Ebene  zur  Folge  hat.  Fulirea  wir  nun  genau  wie  in  §  32,  Glei- 
ehung  (158)^  die  Funktion  %[  ein,  so  konnen  wir  wie  dort  schliefien,  dafi  die  die 
Ausdehntmg  des  Feldes  cp,  oder  ausfuhrlicher 2)  of^,  bestimmenden  Grofien  k,  k 
sicli  so  klein  wahlen  lassen,  daB  die  Funktion 

%( (u, «?;  cos  6',  sin  0';  cos  #',  sin  0') 
in  dem  ganzen  Bereich 

(u,v]  in  SI,  0<0'^27t 

positiv  ist  und  daher  einen  positiven  Minimal wert  m  erreicht     Da  nun  nach  der 
Definition  von  §2'  fur  alle  Werte  von  ~Qf 

und  da  iiberdies  6'=**0  oder  ?r,  so  folgt  aus  (66)  nach  dem  Jlittelwertsatz 


m 


cos 


«• 

oder,  da  cos  6  =  -=—  » 

as 

•wenn  i  die  Lange  des  Bogens  ^'  von  P^  bis  P^  bedeutet 

Es  sei  jetzt  I  eiae  beliebige  positive  Grofie  kleiner  als  k,  nnd  es  werde 
•vorausgesetzt,  daB  die  Kurve  &  in  der  x,  t/-Ebene  durch  emen  Punkt  P3  einer 
der  beiden  Extremalen:  a^a,0  +  l  der  Scbar  (4)  hindurcbgeht  Die  Bildkurve 


ist  (in  dem  Sinn,  daB  jede  Lostmg  des  einen  Problems  zugleich  eine  Losung  des 
andern  ist).  Man  kann  dann  stets  die  Funktion  $  (x,  y)  so  wablen,  daB  die  Voraus- 
setzzung  (6)  fiir  das  neue  Problem  erfullt  ist,  selbst  wenn  dies  fur  das  ursprungliche 
nicht  der  Fall  sein  sollte;  man  brauciit  nur 


zn  setzen,  wo  M  eine  hinreicnend  groBe  Konstante  ist;  vgL  BOLZA,  Lectures?  §  37f  c), 
2)  Vgl-  §  54r  nn<*  to  den  hier  gegebenen  Beweis  BOLZA,  Transactions  of 

fete  American  Mathematical  Society,  Bd  II  (1901)  p  422 
*)  Vg-1   wegen  der  Bezeichnung  §  31,  a). 
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(T  geht  alsdann  durch  einen  Punkt  P;,  dessen   Ordmate   t  =  a&  ^  I  ist;   und 
wenn  P$   der  PuBpunkt    der   vom 
Punkt  Pg  auf  die  Gerade  u  =  u^ 
gefallten  Senkrechten  ist,  so  ist 


tPt    +    P8'P2' 


d.  h 


Bezeichnen   wir   daher  mit  5,  die 
stets  positive  GroBe 

so  ist 


Somit  erhalten  wir  den  Satz. 

Fur  den  ^Extremalen"bogen  Q 
sein;  derselbe  moge  sich  mit  einem  Feld  d 


so  da^  durch  den  Punkt  P:  tine  Transversale  t  des  Fddes  gesogen  uerden  kann. 
Smd  dann  h  und  k  Umeicliend  klein  geuahlt,  so  ytlunt  zu  jedem  posztwen 
e  me  positive  Grofie  tt  deiart,  dap 


Fig  63 


*i  /08^ 

die  Bedingungen  (IT)  und  CIV3)  erfullt 
umgeben  las&en,  mid  es  se^  im  PuMPl : 


fur  jede  Variation  des  Bogens  @0,  icekJie  die  Kurie  t  nut  dem  PunJct  P2  uerfandet 
und  welche  ganz  vni  Innern  von  ^  A,  aber  nicht  ganz  tm  Innern  von  £h  t 
gelegen  ist. 

§  47.    IPolgenmgen  aus  dem  Enveloppensatz, 
Die  in  §  46,  a)  eingefuhrte  Annahme 


0)  +  0  in  fey,  (49) 

welche  nach.  §  40  aussagt,  daB  der  Extremalenbogen  @0  den  Brenn- 
punkt  der  Kurye  ^  nicht  enthalten  soil,  war  in  dem  vorangegangenen 
Hmlanglichkeitsbeweis  fur  die  Konstruktion  eines  Feldes  erforderlich. 
Aber  aus  uusern  Entwicklungen  geht  nicht  h.ervor?  ob  diese  Bedingung 
zugleich  auch  eine  notwendige  Bedingung  ftir  ein  Estremnm  ist. 

Wir  wollen  nun;  in  Verallgemeinerung  der  in  §  43;  c)  fur  den 
Fall  der  geodatischen  Linien  mitgeteilten  Darboux?schen  Methods, 
naeh  EirESER2)  beweisen;  daB  die  obige  Bedingung  wenigstens  in  der 
etwas  milderen  Form 

1)  Will  man  sich  auf  Variationen  bescliranken,  welche  aach  den  Punkt  Pt 
fest  lassen,  so  ist  die  letzte  Voraussetzung  nicht  notig.    Die  Yoranssetzung  (6) 
brancht  nach  p.  355  FuBnote  2)  nicht  gemacht  zu  werden, 

2)  "Vgl-  KNESER,  Mathematische  Annalen,  Bd.  L,  p  27  und 
§§  24,  25 
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Aft  a0)  4=0     far     ti<t<t2  (69) 

in  der  Tat  fur  ein  Extremum  mot  wen  dig  ist. 

Der  Beweis  maeht  YOU  der  Betrachtung  der  zweiten  Variation 
(resp  den  damit  aquivalenten  TJntersuchungen  von  §  39)  keineu  (re- 
branch; er  griindet  sick  auf  den  in  §44;c)  bewiesenen  Enveloppen- 
satz  und  gibt  zngleicli  die  Entscheidung  fiber  den  bei  unseren  friiheren 
Entwieklungen  von  der  Betrachtung  ausgeschlossenen  Fall,  wo  der 
Endpunkt  PC,  nut  dem  Brennpunkt  der  Kurve  $  auf  der  Extremalen 
4g0  zusaznmenfallt  *) 

aj  Gestalt  der  Enveloppe  IE  der  Nale  des  Breanpunktes; 

Wir  behalten  die  Annakmen  von  §  44,  a)  tiber  die  Extremalen- 
scliar  ('4)  bei,  lassen  aber  die  Toraussetzung  (49)  fallen  nnd  setzen  im 
Gegenteil  voraus;;  da6  der  Extremalenbogen  @0  den  Brennpunbt  f'[ 
der  Kurve  £  enthalt,  dafi  also 

^  <  %  ^  *2 

und  gleiclizeitig  A(C  «o)  -  0.  (70) 

dagegen  A(*,  «0)  H=  0     ftir     ^  <  t  <  %. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Losnngen  (t,a)  der  Gleichung 

A&  a)  =  0  (71) 

in  der  Umgebung  der  Stelle  (4',<V)  zu  fi^den.  Da  nach  unsern  An- 
nahmen  die  Funktionen  F±,  F±,  F%  stetig  sind  in  der  Uingebung  von 
t  =  {[  und  tiberdies  F±  +  0  in  %,  so  schlieBen  wir  wie  in  §  29;  b);  daB 

A^^^O.  (72) 

JNTach  dem  Satz  fiber  implizite  Punktionen  lafit  sich  daher  die  Grleichung 
(71)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (£",  a0)  eindentig  nach  t  auflosen, 
und  die  Losung,  die  wir  mit 

t  —  i(a) 

bezeielmen7  ist  in  der  Umgebung  VOE  d  ==  a0  von  der  Klasse  Cr  und 
reduziert  sieb  fur  a  «=  aQ  auf  t". 
Die  Kurve 


x  «  y>     a),  a)  s=      a),     y 


l)  Da  der  folgende  Beweis  auch  fiir  den  Fall  giiltig  bleibt,  wo  die  Trans- 
versale  ^  in  einen  Punkt  zusammensclirumpft  ,  so  erlialt  man  damit  zugleich 
einen  von  der  zweiten  Variation  unabhangigen  Beweis  der  Notwendigkeit  der 
Jaeobi'schen  BedinguBg  fiir  den  Fall  fester  Endpunkte,  sowie  die  Entacheidung 
fur  den  Fall,  wo  der  Punkt  P2  mit  dem  konjugierten  Punkt  P[  zusammenfallt. 


§  4:7     Folgerungen  aus  dein  Enveloppensatz  359 

die  wegen  t  (a0j  =  t'[    durcli   den   Punkt  Pr[  geht;   1st   dann   die  En- 

der  Extremal  enscfiar  (4). 
Denn  da 


so  folgt  __  _ 

'""a')=u  <73) 


Dies  zeigt,  —  zuniickst  abgeselien  von  den  Punkten,  in  denen  y 
und  \f  gleiclizeitig  verscliwinden  —  }  daB  die  Kurve  gf  im  Pnnkt  a  ^  a 
die  Bxtremale  (£a,  der  Scaar  (4)  "bertthrt,  und  dalier  1st  g  in  der  Tat 
die  Enveloppe  der  Schar  (4) 

Ftir  die  weitere  Disknssion  nnterscheiden  wir  jetzt  zunaclist  zwei 
Hauptfalle: 

Fall  I:  Die  Enveloppe  degenenert  nickt  in  einen  Punftt, 
d.  h.  die  Funktionen  Z(a),  y(a)  reduzieren  sich  nicht  beide  auf  Kon- 
stante.  Wir  wollen  dann  Yoranssetzen2).  daB  die  Funktionen  x(a), 
y(a)  in  der  Uragebnng  yon  a  =  a0  Ton  der  Klasse  C^  sind^  und  daB 
fur  a  ==  a0  inre  Ableitnngen  bis  zur  r  —  lt£m  Ordnung  Yerseliwmden7 
daB  aber  x(r\aQ)  und  5(r)(ao)  x&cbi  beide  Null  sind  Dann  erhalten 
wir  nacn  dem  Taylor  'sell  en  Satz: 


dabei  ist  ^M/._  N  ^.M/..  t 


wahrend  a  und  /3  Funktionen  von  a  sind;  welche  mit  a  —  a0  unendlich 
Hein  werden.  Durch  Einsetzen  in  (73)  folgt  nieraus 

A  =  09<(C  «o)>        B  =  G^(C  a,,),  (75) 

wobei  G  ein  Proportionalitatsfaktor  ist,  der  endlich  und  von  Null 
versckieden  ist;  da  weder  A  und  B  nocn  q>t(f^y  a0)  und  ^(^;  a0)  gleicn- 
zeitig  verscliwinden  konnen. 

Ist  r  >  1,  so  hat  die  Enveloppe  im  Punkt  P^  einen  singularen 
Punkt  rter  Ordnung-  aber  auch  in  diesem  Fall  besitzt  sie  eine  be- 

x)  Uber  die  Theorie  der  Enveloppen  vgl.  lEncyclopadte ,  HE  D,  p.  M,  ins- 
besondere  die  in  Fufinote  117  gegebenen  Literaturangaben ;  ferner  SCHEPFERS, 
Theorie  der  Kurven,  p  55;  vgl.  auch  oben  §  29,  c). 

2)  Dies  wird  stets  der  Fall  sein,  wenn  die  Funktionen  qp(*,  a),  ^(*,  a)  von, 
der  Klasse  C^r4"1)  sind,  und  dies  darf  nach  §  24,  a)  Zusatz  I  angenommen  wer- 
den,  wenn  die  Funktion  F(x,y,x',y')  von  der  Klasse  C^*^  ist 
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stimmte1),  als  Grrenzlage  der  Sekante  definierte  Tangente,  deren  Gre- 
falle  gleich  B:A  1st  Die  Gleichungen  (75 j  zeigen,  dafi  die  Extre- 
male  @0  die  Enyeloppe  g  im  Punkt  P"  auch  dann  berfihrt,  wenn 
P"  ein  singularer  Punkt  von  gf  1S^ 

Der  Emfaehheit  halber  denken  wir  nns  das  Koordinatensystem 
so  gedreb.t?  daB  die  positive  ^-Achse  die  Eiclitung  der  positiven  Tan- 
gente  an  die  Extremale  @0  im  Punkt  P£  hat;  dann  ist 


Die  z/~Aehse  fallt  mit  der  Normalen  91  der  Kurve  @0  im  Punkt  P"  zu- 
sammen. 

Wir  unterscheiden  dann  noch  weiter  folgende  Falle: 

A)  r  ungerade- 

Dann  wedbselt  c~   sem  Zeichen   nicht,   weim  a  durch   den   Wert  aQ 
da 

hindurchgeht.      Daher    hat    die   Enveloppe   in    P"   Jceinen   Buckfohr- 
funkt;  sie  tritt  von  der  negativen2)   Seite  der  Normalen  91  auf  die 

positive  oder  umgekehrt  (Fig.  64).  5 

\ 

91 
Bl  \  ^^  ~"-\4 


Fig.  65. 


Hierher  gehort  der  nicht-singulare  Fall  r  ==  1. 
B)  r  g&rade: 

In  diesem  Fall   hat  die  Enveloppe  in  P^'  einen  Htickkehr2mnJctT 
nnd  zwar 

1  /T  ^X"  A 

so  liegt   die  Enveloppe  in  der  Nate  des  Punktes  P^  ganz  auf  der 
negativen  Seite  der  Normalen  9i  (Fig   65)- 

2.  \cenn  C>0, 

so  liegt   die  Eaveloppe  in  der  NTate   des  Punktes  P"  ganz  auf  der 
positiven  Seite  der  Normalen  9t  (Fig.  66). 


l)  Wenn  man  darauf  verzichtet  der  Tangente  einen  positiven  Sinn  bei- 
zulegen, 

*)  Die  positive  ic-Riclitung  ffekrt  von  der  nnegativen  Seiteu  der  Normalen 
auf  die  ,,positiveu. 


§  47    Folgeningen  aus  dem.  Enveloppensatz 
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Fall  II:  Lie  Enveloppe  degeneri&rt  in  dnm  Punkt, 
d.h.  die  Funktionen  x(a\  y(a)  reduzieren  sieh  beide  auf  Konstante,  nam- 
lich    die   Koordinaten   des   Punktes   P'^.    In  diesem   Fall  gehen  alle 
Extremalen  der  Schar  (4)  durch  den  Punkt  T?r[. 


Fig  1,6 


b)  Die  Brennpunktsbedingnng,  abgeleitet  aus  dem  Enveloppensatz; 

Es  moge  jetzt  zun'achst  der  Fall  I  vorliegen,  nnd  es  sei  &a  erne 
dem  Bogen  @0  benacitbarte  Extremale  der  Schar  (4);  sie  schneidet 
die  Transversale  t  im  Punkt1)  P3{^(a);  a}  und  bemhrt  die  Enveloppe 
fjf  im  Punkt  P4{?(a);a}.  Wenn  dann?  eventuell  nach  Umkehnmg 
des  positiyen  Simses  auf  der  Enveloppe,  die  positiven  Tangenten- 
richtungen  von  @^  und  g  im  Punkt  P4  zusammenfallen  und  zugleich 
P4  auf  g  dem  Punkt  P£  vorangeht,  so  konnen  wir  den  Enveloppen- 
satz2) von  §  44;  c)  anwenden  und  erhalten 


JJPxPD  -  0.  (76) 

Wir   ftihren   daher   auf  g  statt  a  einen  neuen  Parameter  r  ein 
durch  die  Substitution 

a  —  a0  =  £T- 

dabei  ist  s  =  ±  1,  und  wir  bebalten  uns  die  Wahl  des  Vorzeichens 
vor.  Es  folgt  dann  aus  (73),  daB  wir  schreiben  konnen: 

§f  =  m^       s?-»**»  (77) 

wo  m  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  stetige  Funktion  von  t  ist; 
deren  Verhalten  fiir  unendlich  kleine  Werte  von  r  durch  die  aus  (74) 
und  (75)  sieh  ergebende  Grleichung 


bestimmt  wird;  wobei  y  mit  t  unendlich  klein  wird. 

Der  Enveloppensatz  ist  dann  nacn  dem  Obigen  dann  und  nur 
dann  anwendbar,  wenn  sick  das  Zeichen  von  s  so  wahlen  TaBt,  daB 
m  >  0  fur  unendlich  kleine  negative  Werte  von  r. 


"VgL  wegen  der  Bezeichnung  §  44,  a). 

Die  Kurven  ft,  5  entsprechen  den  dort  mit 


bezeiehneten  Eiurvea. 
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Im  Fall  A)  kann  man  dies  stets  erreichen,  indem  man  das  Zeieiben 
von  s  gleiclt  dem  Zeiclien  YOU  0  walilt. 

Im  Fall  Bx)  ist  die  Bedingung  sowohl  fur  positives  als  fur  nega- 
tives £  erfullt 

Dagegen  ist  es  im  Fall  B3j  nicht  moglicli,  das  Zeichen  von  e  in 
der  angegebenen  Weise  zu  bestimmen. 

In  den  Fallen  A)  und  Bj)  konnen  wir  dalaer  in  jeder  Umgebung 
des  Bogens  @0  znlassige  Yanationen  angeben,  fiir  welcbe  AJ=0. 
Es  findet  in  diesen  F'allen  also  sicker  kein  eigentliches  *)  Minimum 
statt.  Es  findet  aber  auct  kein  uneigentlicb.es  Minimum  statt. 
Derm  die  Enveloppe  %  kami  selbst  nie  eine  Extremale  sein2);  da  siela 
sonst  dnrch  den  Punkt  a  von  ^  'in  der  Richtung  der  positiven  Tan- 
gente  zwei  Extremalen  ziehen  lieBen,,  namlicli  die  Extremale  ©^  und 
auBerdem  die  Enveloppe  ^  selbst.  Dies  ist  aber  nacli  den  Cauchy'selien 
Existenzsatzen  (§  27;  a))  melt  moglicli;  da  nach  unsern  Voraussetzungen 
(vgl  §  44;  a))  entlang  der  Enveloppe  g: 


Dah.er  konnen  wir  die  beiden  Punkte  P4;  P^  durcli  eine  zulassige 
Kurve  P4P5P^'  verbinden;  welche  fur  das  Integral  J  emeu  kleineren 
Wett  liefert,  als  der  Bogen  P4P^  von  ^.  Es  ist  also  moglich,  durcli 
eine  zulassige  Variation  A  J"  negativ  zn  maclien,  und  daher  liefert  der 
Bogen  PiP^  von  @0?  und  daher  a  fortiori  auch  der  Bogen  @0  selbst, 
kein  Mininmm. 

Wenn  der  Fall  II  vorliegt;  so  kann  man  unmittelbar  den  Zu- 
satz  II  (resp.  III)  znm  Transversalensatz  (§  44;  b))  anwenden.  Darnach. 
hat  man  fiir  jede  benaehbarte  Extremale  @a  der  Schar  (4)  (siehe  Fig.  67) 

(P.PiO-^C^i-PO  -  0.  (78) 


woraus  hervorgeht,  daB  der  Bogen  @0  sicher  kein  eigentliches  Minimum 
fiir  das  Integral  J  lief  era.  kann  Er  kann  aber  auch  kein  nneigent- 
liches  Minimum  liefern^  wenn  t^'  <  ta.  Denn  da  3^  (t^  a0)  4=  0>  so  folgt 
aus  dem  Oauchy7sclien  Existenztheorem^  daB  die  beiden  Extremalen 
@a  und  @0  sieh  im  Punkt  P^  nicht  beriihren  konnen  Die  aus  dem 


l)  Ygi  §  S,  b). 

^  Vgl.  DAHBOUX,  TJieorie  des  surfaces,  Bel  III,  Nr.  622,  xind  ZEBMEJX),  Disser- 
tation, p.  96.  Man  kann  die  fragliclie  Behauptung  auch  direkt  beweisen,  indem 
man  in  die  linke  Seite  der  Euler'schen  Differentialgleichung  (I)  die  Funktionen 
#;(tr),  y(t)  einsetzt  Man  findet  in  der  Bezeiehnung  von  §  26,  a) 

m  T(&,  y;  x',  y'\  %'\  y"}  ==  s^  (^  a)  A#(^  a), 
•and  dieser  Aizsdruck  ist  far  tmendlich  kleine  Werte  von  r  von  Null  yerscHeden. 


§  47    Folgerungen  aus  dem  Enveloppensatz.  303 

Bogen  P3P"  der  Extremalen  @tf  und  dem  Bogen  Pt"P2  der  Extre- 
malen  @0  znsammengesetzte  Kurve  hat  also  im.  Punkt  P*  eine  Eeke 
Bezeiclineii  «90;  resp  0  die  Tangentenwinkel  YOU  60?  resp  @a  Im  Punkt 
P^';  so  1st  die  Funktion  Ji  (#,#,  cosy,  sin  yj  im  Punkt  P"  far  alle 
Werte  von  y  zwischen  0Q  und  0  von  Null  Yerschieden,  wenn  a  bin- 
reichend  nahe  bei  a0  gewablt  1st.  Daraus  folgt  aber  nach  §  4S;  c) 
Zusatz  I7  daB  im  Punkt  P"  die  fur  ein  Extremuin  notwendige  Erd- 
mann-WeierstraJJ'sche  7;EckenbedinguEg"  nicht  erfullt  sein  kann. 
Daher  kanu  man  eine  Variation  P3P5P6P2  der  gebroehenen  Kurre 
PgPi'Pg  angeben,  welcbe  ftir  das  Integral  ,/  einen  klemeren  Wert 
lieferfc,  als  die  Kurve  P8P5Pj'P2;  und  welcbe  daher  A  J  negativ  macht, 
(Sielie  Fig.  67). 

Hiermit  ist  fiir  alle  Falle  mit  Ausnahme  des  Falles  IB2)  die  JSTot- 
wendigkeit  der  Bedingung  (69)  bewiesen. 

Auch  fur  den  Fall  IB2j7  in  welcliem  unsere  bisherige  ScblaBweise 
yersagt,  bat  kurzlicb  LiNDEBERG1)  —  wenigstens  fur  das  2,-Problera 
•and  unter  der  Voraussetzung,  daB  F  analytiscb.  ist;  —  die  iSTotwendig- 
keit  der  Bedingung  (69)  dureh  eine  emgeliende  Untersuebung  des- 
Yerbaltens  der  Extremalenscbar  (4)  in  der  Umgebung  des  Punktes- 
Pj'  nachgewiesen. 

c)  Der  Pall,  wo  der  Endpunkt  P2  mit  dem  Brennpunkt  (resp.  dem 
zu  Pi  konjugierten  Punkt)  znsammenfallt:3) 

Darcb  die  vorangegangenen  Entwicklungen  ist  zugleieh.  —  ab- 
geseHen  yon  dem  Ausnabmefall  IB2)  —  der  Fall  erledigt,  wo  der  End- 
punkt P2  des  Bogens  @0  mit  P^  zusammenfallt. 

Denn  aus  §  477  b)  folgt  unmittelbar;  daB  alsdann  in  den  Fallen 
I  A)  und  IBJ  der  Bogen  @0  kein  Minimum  liefert  (aucb  kein  un- 
eigentlich.es  und  aucb  kem  scbwacbes). 

*)    Siehe     Matitematische 
Aanalen,  Bd.  LIX  (1904),  p  321 
Lmdeberg  zerlegt  die  Extremalen-   3 
schar  (4)  in  zwei  Teilscharen  ent- 
sprechead   den  beiden  Intervallen 

und  a0  ~^ 


und  zeigt,  dafi  jede  derselben  fiir 
sick    genommen    ein   Feld    bildet. 

Diese  beiden  Felder  greifen  jenseits        $  lg 

des  Punktes  P^  in  der  In  Figur  68 

angedeuteten  Weise  iibereinander,  und  es  wird  gezeigt,  dafi  bei  passender  Wahl  des 
Punktes  P4  der  ExtremalenbogenP3P4  einen  kleinerenWert  liefert  als  der  Bogen  P^^ 
*)  Hierzu  die  Ubungsaufgaben  Nr.  22,  23  am  Ende  von  Kap.  IX. 
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Ferner  folgt,  daB  im  Fall  II  sicher  keln  eigentliches  Minimum 
stattfinden  kann.  Dagegen  findet  in  diesem  Fall  ein  nneigentlicbes, 
starkes  Minimum  statt,  wenn  aufier  der  Bedingung  (IP)  nooh.  die  Be- 
dinguug  (IV)  entlang  @0  erfullt  ist.  Denn  die  Bogen  der  Schar  (4), 
gerechnet  von  der  Transversalen  $  bis  zutn  Punkt  P£  bilden  ein  ,;un- 
eigentliches  Peld"  of  um  den  Bogen  @0;  und  man  zeigt  dann  mittels 
der  Kneser'sehen  Modifikation  der  WeierstraB'sehen  Konstruktion, 
daB  AJ">  0  fur  jede  Vergleiehskurye,  welche  ganz  in  of  liegt;  und 
welche  niclit  mit  einer  der  Extremalen  der  Schar  identiscli  ist. 

WIT  fassen  das  Resultat  in  den  folgenden  Satz1)  zusammen: 
JBei  der  Aufyabe,  das  Integral  J  %u  einem  Minimum  m  machen, 
wenn  der  Endpunkt  P2  fest  ist.  wahrend  der  erste  Endpunkt  auf  einer 
Kurve  §t  beweglich  ist  (resp,  ebenfalls  fest  ist),  liefert  der  Extremalen- 
bogen  @0  ^m  allgemeinen  If  ein  Minimum,  uenn  der  Punkt  P2  mit 
dem  Brennpunkt  P^  von  &  (resp.  dem  m  P1  konjwjierten  PunliJ  m- 
sammenfallt 

Eine  Ausnahme  Inerwn  fmdet  nur  in  folyenden  zww,  Fallen  statt: 

1.  Wenn  die  Envelopp?  g  in  den  Punkt  P"  ausartet,  so  liefert 
der  Bogen  ©0  &war  ~kem  eigentliclies,  dber  docli  ein  itneigentliches,  starkes 
Minimum,  falls  aufier  der  Bedingung  (IT)  aucli  nodi  die  Bedingung 
(IV)  entlang  d0  erfullt  ist. 

2.  Wenn  die  JEnveloppe  $  im  Punlt  P"  einen  Btickkehrpun'kt  von 
der  unter  IS2)  cliarakterisierten  Art  besit&t.    Fur  d^esen  Fall  ist  die 
Frage  nocfi  unentscJneden. 

l)  Fiir  dea  Fall,  dafi  die  Enveloppe  im  Punkt  P{f  kemen  singularen  Punkt 
besitzt  (Pall  I,  A),  r=l),  hat  schon  EKDMAKN  mittels  der  dritten  Variation  be- 
wiesen,  daB  kern  Minimum  stattfinden  kann  (Zeitschrift  ftir  Hathematik 
»nd  Physik,  Bd.  XXE  (1877)  p  327),  vgl  oben  p.  69  Fufinote  *).  Die  Behand- 
Itmg  der  Aufgabe  mittels  des  Enveloppensatzes  riihrt  Ton  KNESER  her  (Mathe- 
matische  Annalen,  Bd  L  (1898)  p  27  und  Lehrbuch,  §§  2-4,25),  wo  die  Falle 
IA),  IB:}  und  II  erledigt  werden.  OSGOOI>  (Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd  II  (,1901),  p  166)  und  spater  LIHDEBERG,  loc.  cit. 
p.  329,  haben  dann  gezeigt,  daB  im  Fall  IB2)  beim  x-Prdblm  ein  starkes  Mini- 
mum stattfindet  OSGOOD  zeigt  ferner,  da6  auch  beim  ^-Problem  ein  starkes 
Minimum  stattfindet,  wenn  im  Punkt  P2  =  P?  uberdies 

fur  alle  Werte  von  7 


Acittes  KapiteL 
Diskontiiraierliehe  Losungeii. 

§  48     Die  WeierstraB-Erdmann'sclie  Eckenbedingung. 
Bei  der  Formulierung1)  der  Aufgabe,  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen,  haben  wir  von  den  Vergleiehskurven 
vorausgesetzt,  daB  sie  7,gewolinliehe  Kurvenu  sind,  womit  wir  aus- 
drticklich  Kurven  mit  ,,Ecken"2)  zugelassen  haben.  Dagegen  Kaben 
wir  uns  in  alien  bishengen  Entwicldnngen  auf  den  Fall  besehrankt, 
wo  die  gesuchte  Kurve  selbst  keme  Ecken  besitzt 

Wir  wollen  uns  jetzt  Ton  dieser  Besekrankung  befreien,,  indem 
wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  nunmenr  aucn  diejenigen  Losungen 
unseres  Variationsproblems  zu  bestimmen,  welche  Ecken  besitzen; 
solche  Losungen  pflegt  man  ^diskontinuierliene  Losungen"  zu  nennen3) 
im  Gregensatz  zu  den  bisher  ausschlieBlieh  betrachteten  ?;kontinuier- 
liehen  Losungen".  Dabei  soHen  die  Endpunkte  P1?  P2  der  zulassigen 
Kuryen  jetzt  wieder  fest  und  gegeben  sem. 

a)    EMeitende  Bemerkungen  fiber  diskontinuierliclie  Losungen: 
Wir  setzen  zunachst  der  Einfachlieit  halber  voraus;  die  gesuchte 

Kurve: 


!)  Ygl.  §  25,  d). 

2)  TgL  §  25,  a)      Statt  ,,Ecke"  sagt  CAJU.THEODOKY  ,,Knickpunktu. 

3)  obgleich    die   Fnnktionen   x,  y    selbst    stetig-   bleiben.     Gleich    bei    dem 
^Iteaten    Problem    dei    Variationsrechnung   (NEWTON'S  Hotationsk5rper   Heinsten 
Widerstandes)  ergab  sich  eine  solche  Diskontimiitat  (vgl.  §  54)  und  dann  wieder- 
iiolt  im  Lanf  der  gescMclitliclien  Entwicklung  bei  vereinzelten  Beispielen.     Der 
erste,    der   stch  in  systematiacher  Weise  mit  diskontinuierliclien  Ldsmigen  be- 
schaffcigte,   war  TODHUNTEK,   der  in   semem  Buch  ^Researches  on  the  Calculus  of 
Variations"  (1871)   eine  grofie  AnzaH  von  Beispielen  behandelt,  ohne  jedocla  zu 
«inem  allgemeinen  Satz  zu  gelangen     Die  aus  der  ersten  Variation  sicli  ergebende 
^,Eckenbedingung"  verdankt  man  WEIEESTRASS  und  ERDMANN  (vgl.  §  48,  b)). 

Bolza,  Variationsrechmuig  24 
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welche  das  Integral  J  zu  einem  Minimum  maclat,  und  welche  wieder 
ganz  im  Innern  des  Bereiches  91  hegen  rnoge?  besitze  eine  Ecke  und 
zwar  im  Punkt  P0(£  =  tf0).  Sie  besteht  also  aus  zwei  Bogen  der  Elasse 
C'jP^PQ  und  P0P2?  die  im  Punkt  P0  nnter  emem  Winkel  zusainmen- 

stoBen.  Der  Tangentenwinkel  des  Bogens 
PXP0  im  Punkt  P0  sei  6Q,  derjemge  des 
Bogens  P0P2  im  Punkt  P0  sei  #0.  E& 
wird  ausdrucklich  vorausgesetzt,  daB 


Wir  betrachten  nun  zunachst  solehe 
spezielle  Variationen  P1P3P0  der  ge- 
suchten  Kurve  P^P^P^y  welche  das  Stuck  P0P2  unverandert  lassen 
und  nur  den  Bogen  P±PQ  variieren  Dann  folgt,  wie  frtiher,  daB  fiir 
den  Bogen  P±P§  die  im  funften  Kapitel  entwickelten  notwendigeu 
Bedingungen  (I),  (II),  (III)?  (IV)  far  ??kontinuierKche"  Losungen  er- 
ftillt  sein  mtisseii.  Ebenso  folgt  aus  der  Betracntung  von  speziellen 
Variationen,  welche  das  Stuck  P^o  ungeandert  Iassen7  daB  dieselben 
Tier  Bedingungen  auch  fur  den  Bogen  PnP2  erfiillt  sein  miissen. 

Dieselbe  ScnluBweise  ist  auf  den  FaE  yon  beliebig  vielen  Ecken 
anwendbar  und  man  ernalt  so  das  Resultat: 

Jede  diskontmuiediclie  Loswng1)  setzt  sick  aus  Extremdleribogen  der 
Klasse  C'  gusammen,  von  denen  jeder;  fur  sick  genomrnen,  die  Be- 
dingungen von  LEG-ENDBE,  JACOBI  und  WEIEHSTRASS  erfiillt. 

b)  Die  Weierstrafi'scle  Eckenbedingung: 

Wir  setzen  fiir  die  weitere  Diskussion  voraus,,  daB  unsere  beiden 
Bogen  PJL  P0  und  P0  P2  Esiremalenbogen  sind.  Die  Extremale,  welcher 
der  Bogen  PjPo  angenorfc?  bezeichnen2)  wir  mit  @0,  diejenige,  welcher 
der  Bogen  P0P2  angehort.,  mit  ®0.  Ferner  nelimen  wir  an;  daB  ftir 
die  beiden.  Bogen  PXP0  und  P0P2  die  Legendre'sclie  und  die 
Jacob  i'sche  Bedingung  in  ihrer  starkeren  Form  erfiillt  sind: 

^i>0,  (IP) 


wobei  Jp0'(tf=*tf0/)  deiijenigen.  Punkt  von  @0  bezeichnet,   dessen  konju- 

gierter  Punkt  P0  1st,  und  P^(t  —  ^)  den  auf  @0  zu  P0  konjugierten 
Punkt 


x)  Um  MISverstandnisse   zu  vermeiden,   mag  man  hier  noch 

,,welche  abgesehen  von  ihren  Endpunkten  frei  variierbar  ist",  vgl.  §52. 

2)  ®o?  ^o  si&d  ^i^r  i&  demselben  Sinn  gebraueht,  wie  ©J  in.  §  27,  c). 
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Wir  ersetzen  nunnaehr  die  Kurve  P1P0P2  durcn  eine  benaehbarte 
Kurve  YOU  der  Form 


:  x  =  x)  +  et),         y 

wobei  |(tf),  y(f)  zwei  willkurliche  Funktionen  von  t  von  der  Klasse  0' 
sind,  welche  in  t±  und  ts  verschwinden.  Das  Integral  J*-  ist  dann 
gleich  der  Summe1) 


o  +  0 

Auf  jedes  dieser   beiden  Integrals  konnen   wir   dann    unmittelbar  die 
Form  el  (18  a)  yon  §  26  anwenden  und  erhalten 


WaMen  wir  jetzt  das  eine  Mai  die  Funktionen  |,^  so,  dafi 

SCO  -HO,        flftD-0, 
das  andere  Mai  so^  da8 


so  erhaiten  wir  den  folgenden  yon  WEIERSTBASS  2)  herriihrenden  Satz: 
In  jeder  Ecke   P0    einer    disTconiinmerlichen   Losung    mussen   die 
'beiden  G-leichungen 

J^^-0-J^j'.+o,         J^|'.-»-^|«.+»  (2) 

erfiillt  sein. 


x)  Vgl.  wegen  der  Bezeichnung  p.  197,  Fuflnote  2) 

2)  Von  WEIEKSTRASS  sclton  in  seiner  Yorlesnng  iin  S  S  1865  gegeben. 
Sielie  CAJLATHEODOEY,  Ufier  die  diskontmuierlicJien  Losungen  in  der  Vanations- 
rechnung,  Dissertation  (GSttingen,  1904),  p  3. 

Unabhangig  von  WeierstraB  hat  EBDMANN  (Journal  fur  Mathematik, 
Bd,  LX3LXII  (1877),  p.  21)  die  entspreehende  Eckenbedingtuig  fur  das  a;-  Problem 
gefunden  und  zwar  in  der  Form 


Diese  G-leichungen  folgen  unmittelbar  mittels  der  G-leichungen  (16)  von  §  25  ana 
jden  Weierstrafi'schen.  Eine  direkte  Ableitung  derselben  ist  umstandlicher  als 
fur  den  Fall  der  Parameterdarstellung,  vgl  z.  B  BOLZA,  Lectures,  §  9. 

Die  Eckenbedingung  (2)  lafit  sich  Hack  WHITTEMOEE  auoh  aus  dem  Du- 
Bois-Eeymond'sclien  Lemma  von  §  5,  c)  ableiten;  diese  Methode  l^fit  sich  auf 
Diskontinuitaten  von  kompliziterem  Charakter  anwenden,  ja  sogar  aui*  den  Fall 
von  unendlich  vielen  Diskontinuitaten,  vgl  p  28,  FuBnote  2)  und  p.  29,  Fufinote  *). 
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Trotz  der  Diskontinuitat  in  der  Fortsckreittmgsrichfcuag  miissen 
also  die  Funktionen  Fvn  Fy,  in  jeder  Ecke  stetig  bleiben. 

Wir  nennen  eine  Kurve,  welche  aus  zwei  Extremalenbogen  P1PQ 
und  -P0P2  zusammengesetzt  ist  und  in  P0  eine  Ecke  besitzt,  in  welch  er 
die  WeierstraB'sche  Eckenbedingung  (2)  erfiillt  ist,  eine  gebrocliene 
Extremale, 

Da  die  Funktionen  F&,  Fy,  in  x'}  y  positiv  homogen  von  del- 
Dimension  0  sind?  so  lassen  sich.  die  Grleicliungen  (2)  aucti  schreiben: 


,    .  -j         o*  ffo)  -  F 

wobei 

Pt  «  cos  00;         ^0  =  sin  6>0; 
f  0  «  cos  fl0,        f  0  ==  sin  6Q. 
c)  Zusatze  und  Beispiele: 

Die  Eckenbedingung  l&Bt  sick  auch  mittels  der  §-Punktion  ausdrucken  l) 
Ea  ist  namlieh  nach  der  Definition  der  S-Funktion 

%  fa  y  ;  cos  6,  sin  0  ;  cos  0,  sin  g)  -»  cos  6  (Fx,  —  Fx,)  +  sin  S(Fyf  —  F^, 
und  hieraus  berecnnet  man  leicht 


Daraus  folgt,  daB  die  Eckenbedingung  (2  a)  mit  den  beiden  G-leichungen 

=  0, 


aquivalent  ist 

Andererseits  ist  aber  auck 


und  aus  (8t)  und  (4)  folgt  ruckwarts  (2  a),  vorausgesetzt,  daB 

^o  *  O(mod^).  (5) 

Aus  der  Symmetrie  der  Gleicnungen  (2  a)  in 
bezug  auf  0Q  und  00  folgt;  Scnneiden  sich  zwei 
kontinuierliche  Extremalen  PaP0P3  und  P^P^P^ 
im  Punkt  P0  derart,  daJB  fur  ihre  beiden  Tan- 
gentenrichtungen  00  und  50  im  Schnittpunkt  die 
Eckenbedingung  (2  a)  erfollt  ist,  so  ist  sowohl 

PI  P0  -^2  a^s  -^i  PQ  PS  Qw&  mogliche  2)  diskontinuier- 
liche  Losnng 

CAEATHEOPOEY,  Di£sertatvoni  p.  8. 
Soweit  es  sich  eben  um  die  Eckenbediugung  handelt 
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Kombiniertman  die  Gleiehung  (8^  mit  der  Relation  zwisGhert  der  g-Funktiom 
und  der  Funktion  Fl  fGleieKung  (125)  von  §  80.,  so  erhalt  man  den 

Zusati  I  Die  Funktion  Fa£c0,  y0,  cosB,  tsmBt  lerschmndet  wenigstens  fur 
einen  Wert  von  6  zicischen  *)  #0  und  00 

Daraus  folgt,  daB  ein  Pnnkt  P0,  in  welchem  FI  fur  keinen  Wert  von  0 
verschwmdet,  mcht  Ecke  einer  diskontmuierlichen  Losung  sein  kann;  bei  einem 
7,regularenu  Problem  konnen  also  uberhaupt  keine  diskontmuierlichen  Losnngen 
anftreten 

Zmat*  II    Wenn  ubenhes 

-^1(^01  ^oiJPoi  &  >  0,         Fl  »OJ0,  2/0,^,20;  >  0, 

*o  nimmt  die  Funktion  F^x^y^  cosQ,  sinQj  zwisclien1)  00  und  0Q  aucJi  negaUm 
Werte  an  und  verschittndet  daJier  mindestens  :wemal  zmschen  00  und  00. 

Denn  aus  dem  Ausdruck  (124)  von  §  30  fur  die  8-  Funktion  folgt  dann, 
dafi  die  Gleicnnng  (S,)  nur  dann  erfuilt  sein  kann,  wenn  F1  zwischen  00  und  0J 
negative  Werte  annimmt. 

_  ZusatzIII-*}  GeometriseJi  sind  fur  einen  PunU  P0  dtejemgen  Richtungspaare 
QvQv  welche  der  Weierstra^schen  Eckenbedingung  genugen,  dadurch  cMrak- 
terisiert,  daft  die  PunJrie  00  ,60  der  gum  Punlt  P0  geJiongen  Indikatrw  die  Be- 
ruhrungspunkte  emer  Doppeltangente  der  IndiLatrix  sind 

Denn  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  B  der  Indikatris  fur  den 
Punkt  P0  ist  nach  Gleichnng  (128  b)  von  §  30  gegeben  dutch  die  Gleichung 

*U«b,  2/o.  cos  B,  sin  6)X  +  Fy,(x^  yG,  cos  0,  sin  B}  T  =  1,  (6) 

woraus  xinmittelbar  folgt,  daB  die  Tangenten 
in  den  Punkten  00  und  0Q  znsammenfallen,  -wenn 
die  Gleichungen  (2  a)  erfuilt  sind,  -and  umgekehrt. 

Erinnert  man  sich  der  Beziehungen  der 
Funktionen  §  und  F±  zur  Ladikatrix,  so  kann 
man  Mernach  die  Gleichnngen  (3),  (4),  sowie  die 
beiden  Zusatze  I  und  H  unmittelbar  an  der 
Indikatrix  ablesen 

Verbindet  man  dies  Resultat  mit  der  in 
§  36,  a)  gegebenen  JEonstniktion  der  zu  einer  ge- 
gebenen  Richkmg  transversalen  Eiehtung,  so 
erhalt  man  den 

Zusatz  IV-  Die  ini  Punkt  PQ  zu  den  beiden 
Richtungen  60  und  60  it  ansversalen  Richtungen 

fallen  zitsammen,  was  iibrigens  auch  unmittelbar  ls*    ' 

aus  der  Vergleichung  der  Gleiehungen  (-2)  mit  Gleichung  (2)  von  §  36  folgt. 

x)  Dabei  sind  nach  §  30,  b)  die  "Winkel  6^B0  so  zu  normieren,  daB: 


2)  Nach  CAKATHEOBORT,  Dissertation,  p   71  und  Mathematische  Annalen, 
Bd    LXH  (1906),  p.  465 


370  Achtes  Kapitel.    Diskontinuierliehe  Losungen, 

Die  Konstantmbestimmung  fur  eine  diskontintiierliche  Losungmit  einer  Ecke 
gestaltet  sich  folgeudermafien:  1st  wieder 


das  allgemeine  Integral  der  Euler'sehen  Difierentialgleichung  (I),  und  sind  a  =  a0, 
ft  ==  |?0,  resp  a  =s=s  a0,  fi  ~  §Q  diejenigen  Werte  der  Integrationskonstanten,  welche 
den  Bogeu  PtP0,  resp  P0P2  liefern,  und  sind  ferner  tQl  resp.  £0  diejenigen  Werte 
von  f,  welehe  auf  PjPo,  resp.  P0P2  den  Punkt  P0  liefern,  so  hat  man  zur  Be- 
strm&rung  der  acht  unbekannten  GroBen 


folgende  acht  Gleichungen:  Znnachst  die  Tier  Gleichungen,  welche  ausdriieken, 
dafi  der  Bogen  P1P0  for  i  =  ^  durch  Pl  ,  der  Bogen  P0P2  far  £=tfg  durch 
P2  geht;  ferner  die  beiden  Gleichungen 

A*0«  «0i  ft)  ^  /"(*0i  «0»  ft).      #0o>  «o»  ft)  ^  ^(*0i  «0i  ft):  (7) 

welche  ausdnicken,  daB  die  Koordinaten  a?,  ]/  beim  Durchgang  durch  die  Ecke 
stetig  bleiben;  und  endlieh  die  beiden  Gleichungen  (2),  bei  denen  die  Argumente 
auf  der  linken  Seite  sind 

/(*o»  «oi  ft)i  0(*oi  ao»  ftX    /iC*oi  ao^  ftX  ^(*0i  tfoi  ft)» 
auf  der  rechten  Seite: 


Beispiel  XIII     (Siehe  p  268) 

JF^^x.yJl/ 
Da  hiei 

p;  ^,  2/,  cos  0,  sin  0) 

so  folgt  nach   Zusatz  I,   daB   die  Punkte   der  Kurve   Gr(x1  37)  =  0    die    einzigen 
moglichen  Ecken  von  diskontinuierlichen  Losungen  sind 
Beispiel  XIX:  Das  Integral 


„  C   fr'* 

J    ay%'* 


zu  einem  Extremum  zu  machen.    Dabei  ist  unter  a  eine  Funktion  von  x  und  y 
veretanden.     Die   zul'assigen  Kurven  sind   auf  den  Bereich-    a(^?2/)>l   zu  be- 
schranken,  damit  das  Integral  sicher  endlieh  bleibt. 
Die  Gleichung  der  Indikatrix  lautet: 


Dieselbe  stellt  eine  PascaVsche  Schnecke1)  dar  Bei  der  Diskussion  sind  drei  Falle 
zu  unterseheiden,  je  nachdem  a  ^2.  In  den  beiden  ersten  Fallen  (>;2)  besitzt 
die  Indikatrix  keine  reelle  Doppeltangente.  Ist  dagegen  1<><2,  so  besitzt 


r)  Ygl  G.  LoKiAj  Spe$ieUe  ebene  Kurwn,  p.  136 
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sie  eine  reelle  Doppeltangente,  parallel  derij-Achse,  dieselbe  berilhrt  die  Indikatrix 
in  den  Punkten  0  =  ±  (J,  wo  |5  durch  die  Grleichung  gegeben  ist 

cos  (?==  —  -?. 

Hieraus  folgt  nach  Zusatz  III  fiir  diskontinuierliche 
Losungen  das  Resultat 

In  denjemgen  Teilen  der  ,r,  y-Ebeyie,  in  nelchen  - 
a>jr,  y)  >  2,  lonven  I  eine  Echn  von  diskontinuierlichen 
Losungen  lieyen  Dayegen  ist  jeder  Pwiki  d?s  dtireh 
die  Ungletcliungen-  l<a(«,2/)<*2  depnierten  Be- 
reiclies  Ecke  einer  yebrochenen  Extremalen  Die  Itetden 
zugelwngen  Rtclitungen  6, 6  liaben  die  Amphtuden  + 13  Fi^  72 

Filr  die  Funktion  J\  findet  man  nach  einfacher  Rechnung,  bei  welcher  es 
bequem  ist,  von  den  Formeln  von  §  32,  c)  Gebrauch  zu  maehen, 

Fl  (a?,  y^  cos  6,  sin  6)  = 


(a  +Tos  $)* 

Die  Funktion  Fl  rerschwindet  mit  Zeichenwechsel  fiii  0  =  -J-  a,  wo  a, 
definiert  Ist  durch  die  Gleichiing 

a2  +  2 

cos  a  = — 

3a 

In  dem  speziellen  Fall,  wo  a  eine  Konstante  ist,  sind  die  Extremalen  gerade 
Linien  Ist  insbesondere  1  <  a  <  2 ,  so  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  Ecke  einer 
gebrochenen  Extremalen. 

Ist  der  Punkt  Px  behebig  gegeben,  so  fallen  diejenigen  Lagen  des  Punktes 
P^  welche  niit  P1  durch  eine  gebrochene  Extremale  mit  einer  Ecke  verbunden 
werden  konnen,  das  Innere  des  (spitzen) 
Winkels  aus,  welcher  von  zwei  von  Pl  aus~ 
gelienden  Halbsti-alilen  yon  den  Amphtuden  |5 
wid.  —  ft  gebildet  wird.  Und  zwar  gibt  es 
nach  jedem  solchen  Punkt  P2  allemal  zwei 
gebrochene  Extremalen  Px  PQP*  und  PiP&P* 
(siehe  Fig.  73),  Es  sind  dies  gerade  die- 
jenigen  Lagen  des  Punktes  P21  nach  welehen 
sich  keine  kontinuierliche  starke  Losung 
ziehen  la  fit  Dagegen  lassen  sich  yon  Pl 
nach  jedern  Punkt  Pg  in  dem  angegebenen 
"Wmkelraum  unendhch  viele  gebrochene  Ex- 
tremalen mit  mehr  als  einer  Ecke  ziehen,  namlich  gebrochene  Linien,  welche  sich 
aus  Stucken  zusammensetzen,  die  abwechselnd  die  Amplituden  p  und  —  j3  haben  J) 


Jig  70 


*)  Hierzu  weiter  die  Ubungsaufgaben  NX.  24—29  am  Ende  von  Kap.  IX. 
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§  49.    Konjugierte  Pnnkte  auf  gebroclieiieii  Bxtremalen.1; 

Wir  setzen  fur  die  weitere  Diskussion  voraus,  dafi  unsere  Kurve 
P1P0P2  eme  gebrochene  Extremale  ist,  da6  also  im  Punkt  P0  die 
WeierstraB'sehe  Eekenbedingung  (2)  erfiillt  ist,  nnd  betracliten  jetzt 
als  Vorbereitung  fur  die  Aufstellung  weiterer  notwendiger,  sowie  Mn- 
reicliender  Bedingungeu  die  Aufgabe,  die  Kurve  PjP0P§  in  eme  Schar 
von  gebrochenen  Extrenaalen  emzubetten.  Dabei  halten  wir  an  der 
scnon  in  §  48;  b)  eingefiihrten  Annahme  fest,  daB  sowohl  fur  Px  P0  als 
auch  f&r  P0P2  die  Bedingungen  (IF)  und  (IIP)  von  §32.  b;  erfiillt  sind. 

a)  Konstruktion  einer  Schar  von  getroetenen  Extremalen; 

ES  sei  x-<p(t,a),          y-il>(t,a)  (8) 

irgendeine  Schar  yon  Extremalen,  welche  den  Extremalenbogen  P1P0 

enthalt,  und  zwar  fiir  a  =  a07  und  seiche  den  in  §  27;  d)  aufgezahlten 

Bedmgungen  A)  bis  D)  geniigt  Wir 
_  '^  stellen  uns  die  Aufgabe,,  auf  einer  der 

Extremalen  Pj  P0  benachbarten  Extre- 
malen  @rt  der  ScLar  (8)  era  en  PnnktP(^) 
und  zugleich  eine  durch  P  geliende 
Bachtung  0  zu  bestiminen,  derart,  daB 
die  Richtung  6  der  positiven  Tangente 
der  Extremalen  ©a  im  Punkt  P  zu- 
sammen  niit  der  gesucnten  Richtung  0 
der  WeierstraB?schen  Eckenbedm- 
gung  (2  a)  gentigt 

__       Wir  baben  dann  zur  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten  t  und 

6  die  beiden  Gleictnngen 


P  ~ 


Fig  74 


),  cos   ,  sin 


-  0, 

=  0. 


Fiir  den  Wert  der  Funktionaldeterminante  der  linken  Seiten  dieser 
beiden  Gleichungen  nach  t  und  6  im  Punkt  P0  ergibt  eme  einfache 
Rechnung2)  den  Ausdruck 

__  y^~+~y'*  F^QSt,,  (10) 

*)  In  ihren  allgemeiuen  Umrissen  ruhrt  die  Theoiie  der  konjugierten  Punkte 
auf  diskontinmerliclieii  LQsungen  von  CknATHEODORy  her  (Dissertation  ,  §§  6,  8,  9 
und  Mathematische  Annalen,  Bd  LXII  (1906),  p  474);  im  einzelnen  durch- 
gefulirt  tmd  in  wesentlichen  Pnnkten  yeivollstandigt  worden  1st  sie  von  BOLZA 
(American  Journal  of  Mathematics,  Bd  XXX  (1908)  p  209)  und  DRESDEN 
(Transactions  of  the  American  Mathem  atical  Society,  Bd.IX  (1908),  p  480). 

*)  Fur  die  Einzellieiten  derselben  vgl   BOLZA,  loc.  cit.  p  211. 
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wobei  die  von  CARATHEODORY  eingefahrte  GroBe  &0  definiert  ist  dtircb 

) 

Qi.  } 

Daraus  folgt  nacb  dem  Satz  fiber  rmplizite  Funktionen  das  Resultat: 
Wenn  die  Bedinymiy 

&ol-0  (12) 

erfullt  ist,   so    lassen  bich  die   GleicJmnyen   (9)   in  der   Umgebung  der 
Stelle  t^a^  6Q  eind&utlg  naclt  t,  6  aufUsen,  und  die  Lostouj 

t*=t(a),         e  =  B(a\  (13) 

ist   in   der  Umgebung   von  a  =  aQ  von    der   Klasxe  Cf  und   erfuUt  die 
Anfangsbedi  ngung 

*(«oJ  -  **>  0(<*o)  -  \  (14) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  znnachst  gestellt  batten,  gelost. 
Wir  setzen  in  der  Folge  die  Bedingung  (12)  als  erfullt  yoraus 
Nun  war  welter  nach  Voraussetzung 

Fi  ('•*>'<»  y*>  cos  ^o;  sin  ^o)  >  °5 
daraus  folgt?  daB  auch 

F1  (9  (<(«),  a),1>(t(a),d),  cos  0(a),  sin  6(a))  >  0, 


wenn  nur  a  —  aQ  binreicbend  klein  gewablt  wird.  Alsdanct  konnen 
wir  aber  nacb  den  Existenztheoreinen  von  §  27?  a)  dnrcb  den  Pnnkt 
P  in  der  Ricbtnng  9  eine  Extremale  ©a  konstruieren,  die  wir  mit 


)  (15) 

bezeicbnen.  Den  Parameter  t  konnen  wir  so  walilen,  daB  auch  auf 
@a  dem  Wert  t  =  t(a)  der  Punkt  P  entspricbt,  so  daB  also 

q*(t(a),  a)  =  <p(t(a\  a),          ty(t(a),  a)  —  $(t(a),  a).  (16) 

Wir  erbalten  so  eine  gebrocbene  Extremale  @a  +  ©^  mit  der  Ecke  im 
Punkt  P,  auf  welcber  der  Parameter  t  sich  stetig  andert. 

Lassen  wir  a  variieren,  so  erbalten  wir  eine  Schar  von  ge- 
Irochenen  Extremalen,  welcbe  die  spezielle  Kurve  P1P0PS  fur  a  =  a& 
entbalt. 

Die  Scbar  (15)  wollen  wir  die  zur  Scliar  (8)  ,,lomplementare 
Eoctremalenschar"  nennen. 
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V)  Die 

Lassen  wir  a  variieren,  so  beschreibt  die  Eeke  P  eine  Kurve 
@?  "welehe  wir  die  ]Eckenkurvel)  nennen  wollen  Definiert  man  die 
Funktionen  x(a),  y(a)  durch  die  Grleichungen 

#(0)  «  <p  (t(a\  a\  y  (a)  «  #  (t(a\  a\  (17) 

woftir  man  wegen  (16)  aucn  sctreiben  kann 

x(a)  =  y(t(a\  a\  y(a)^y  (t  (a),  a),  (18) 

so    ist   die    Eckenkurve  in   Parameterdarstellung   gegeben    durch    die 

Gleichungen 

d:  x  =  x(a\  y  =  j/(a), 

wobei  em  gegebener  Wert  a  =====  a  die  Eeke  fur  die  gebrochene  Extre- 
male  @ar+  @0,  liefert. 

Aus  den  DefinitioBsgleiehungen  f!7)  fiir  die  Fnnktionen  x(a),y(a) 
kanii  man  daon  uach  den  Regeln  fur  die  Differentiation  impHziter 
Funktionen?  angewandt  auf  die  Funktion  t(a),  die  Ableitungen  Z'(a), 
y'(a)  und  daraus  das  Gefalle  kg  6  der  Tangente  an  die  Eckenkurve 
im  Punkt  P  berechnen  Insbesondere  erbalt  man  fur  das  Gefalle  tg  6Q  der 
Kurve  S  im  Punkt  P0  das  folgende  Resultat2): 

Es  sei  Q(t  =  r)  der  dein  Punkt  P0  zunachst  vorangehende  Brenn- 
punkt  der  Schar  (8)  auf  der  Extremalen  @05  em  solcher  existiert  stets, 
wenn  der  in  §  48?  b)  defimerte  Punkt  P0'  existierfc,  wie  "wir  fiir  die 
folgende  Diskussion  voraussetzen  wollen,  und  zwar  liegt  Q  nach  dem 
Sturm'schen  Satz  zwischen  PJ  und  P0.  Weiter  bezeichne  ®(t,t)  die 
in  §  29?  a)  definierte  Funktion  yon  WeierstraB,  d,  L  dasjenige  Inte- 
gral der  Jacobi'sehen  Differentialgleichung  fiir  die  Extremale  @0, 
welches  fur  t  =  t  verschwindet.  Alsdann  ist 


(    } 

wobei 

=       22- 

Jo-Zb-io,      £Q  =  M,-MQ,       C»~N0-NQ.         (21) 

Die  Grofien  D0,  Jf0?  JV"0?  resp.  £0,  Jf0,  JV0  sind  durch  die  Glei- 
chungen  (85)  von  §  28  definiert,  und  zwar  sind  die  ersteren  fiir   den 


z)  ,,Kmckpunktskorveu  nach  CARATHEODORr,  loc.  cit. 

*)  Fiir  die  Einzelheiten  der  Reehnung  vgl   BOLZA,  loc.  cit.  p.  215. 
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Punkt  P0  und  die  Extremale  ®0  zu  berechnen,  die  letzteren  fiir  den 
Pnnkt  PQ  und  die  Extremale  S0. 

Da  die  GroBen  «,  /3;  y,  6  von  der  WaM  der  Schar  (8),  und  ins- 
besondere  von  T  unablsangig  sind,  so  folgt: 

Das  G-efatte  der  jEckenkurve  6  im  Pmiki  P0  ist  dasselle  fur  alle 
Extremalenscharen  (8j,  icelche  dwselben  Brennpunkt  Q  besiteen,  wobei 
clie  Extremalenschar  durch  den  Punkt  Q  unter  den  letzteren  mit  in- 
begriffen  ist1}. 

Wir  untersuchen  jetzt,  wie  sich  das  Grefalle  tg  0Q  veraadert,  wenn 
der  Punkt  Q  die  Extremale  @0  durchlauft. 

Dazu  hat  man  die  Ableitung  von  tg  6Q  nacL.  t  zu  berechnen.  Die 
Reclinung,  bei  welcher  man  zn  beachten  hat^  daB  die  durcli  (11)  defi- 
nierte  GroBe  ^0  sict.  auf  Grund  von  Gleichung  (87)  von  §  28  auch 
schireiben  lafit 

^o  M  4)PoP*  +  BO(PO$Q  +  ?oK>  +  Ooifoao,  (Ha) 

ergibt  das  Resultat 


0,  r)  +  9  &t(t» 

wobei  ft  eine  von  Null  versckiedene  GroBe  ist. 

Wir  maehen  fiir  die  weitere  Diskussion  die  Annahme,  daB 

00-  00  =f=0(rnodtf)  (23) 

IsTunmelir  lassen  wir  den  Punkt  Q  die  Extremale  ©0  vom  Punkt2) 
PJ  bis  zum  Punkt  P0  dureHaufen^  d.  k  wir  lassen  t  von  tf0'  bis  ^0 
wachsen.  Dabei  behalt  nach  (22)  die  Ableitung  von  tg£0  ein  kon- 
stantes  Vorzeichen,  da  ^(T)  >  0  und  die  GroBe  ,&0?  welche  von  t 
unabhangig  ist?  nacb.  (12)  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird. 
T  ==  t  und  t  =  t^  verschwindet  ®(tQ^}7  nnd  es  wird: 


Hieraus  ergibt  sich  das  Resultat: 

Wdhrend  der  Punkt  Q  die  Extremale  @0  vom  PunJct  P0r  Us  mm 
Punkt  PQ  durchlduft^  dreM  sich  die  Gerade^)  6Q  urn  den  Punki  P0  von 
d&r  Anfangslage  0Q  bestandig  in  demselben  Sinn  um  den  Winkel  ye  bis 
Endlage  BQ. 

*)  Q  ersclieint  dabei  als  entartete  Enveloppe,  vgl.  §  47,  a)  p.  361 
*)  Siehe  §  48,  b),  Eingang. 

3)  B.  h.  die  Gerade  durch  P0  vom  Gefalle  tg00,  so  daB  also  die  Gerade  6^ 
zu  verwechseln  mit  der  Eichtung  00)  mit  der  Geraden  00  +  *  identiscli  ist. 
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Dabei  passiert  sie  genau  einmal  durclx  die  Lage  60  Den  Wert 
von  T;  fur  welchen  dies  eintritt,  bezeietmen  wir  mit  e0,  den  ent- 
sprecheiiden  Punkt  Ton  @0  mit  EQ  Dabei  1st  es  far  die  weiteren 
Entwieklungen  wichtig;  zu  untersc]iieiden;  ob  die  Grerade  00  in  den 
Winkel1)  zwischen  den  beiden  Zweigen  P^^^P^P^  unserer  diskonti- 
nuierKclien  ^Losung  emtntt  oder  nictt.  Man  erhalt  vier  FaRe;  die 
durcli  die  beifolgeiiden  Figurea  genugend  charakterisiert  sind;  wobei 
zunactst  nnr  der  Bogen  P0'P0  in  Betracht  kommt: 

FaH  I:  fl0  >  0, 

a)     sin(eo-eo)>0         '         b)     sm(0~0-~00)<0 


Fig  75 


Fig  T6 


FaU  II: 

a) 


0  <  0, 


b) 


mg  77. 


x)  Darunter  soil  derjenige  der  beiden  yon  den  Halbstrahlen  ^  und  QQ  +  a? 
gebildetea  Winkel  yerstanden  werden,  weleher  kleiner  isfc  als  n  WIT  werden 
diesen  Winkel  in  der  Folge  kurz  den  yj 


&  49.    Zonjugierfce  Punkte  auf  gebroehenen  Extremalen  377 

Wahrend  sich  der  Punkt  Q  YOH  P0'  nach  E,  bewegt,  dreht  sich 
die  Gerade  6Q  aus  der  Lage  00  In  die  Lage  00,  und  zwar  durch  den 
Eekenwinkel,  wenn  «&0  >  0,  auBerhalb  desselben,  wenn  ao  <  0.  Be- 
wegt  sich  dann  Q  welter  YOU  J£0  nach  P0?  so  dreht  sich  die  Gerade  00 
weiter  aus  der  Lage  0Q  in  die  Lage  00  und  zwar  auBerhalb  des  frag- 
Uchen  Wmkelraumes,  wenn  <£0  >  0,  innerhalb,  wenn  9^  <  0  Liegt  Q 
auf  dem  starker  ausgezogenen  der  beirlen  Bogen  P^JEQ,E0Pg,  so  tritt 
die  zugehorige  Gerade  6G  in  den  Eekenwinkel  em. 

Aus  der  vorangegangenen  Diskussion  folgt  zugleich  die  Urn- 
kehruny:  Zu  jeder  durch  den  Punkt  P0  gelienden  Geraden  50.  welche 
in  P0  weder  den  Bogen  PtP0,  noch  den  Bogen  P0P,  beriihrt,  gehort 
ein  und  nur  ein  Punkt  Q  zwischen  PJ  und  P0  derart,  daB  die  Eeken- 
kurve  ftir  jede  Extremalenschar  (8j,  welche  ihren  Brennpunkt  im 
Punkt  Q  hat,  die  Gerade  $0  im  Punkt  P0  beruhrfc. 

Man  erhalt  den  zu  einer  gegebenen  Geraden  ^0  gehorigen  Wert 
Yon  r,  indem  man  die  Gleichung  (19)  nach  r  auflost  Setzt°  man  die 
Werte«Yon  a,  ft  y,  *  ein,  so  erhalt  man  die  Gleichung  In  der  Form 

(AlVPo  +  -B0(?o$o  -r  foA)  +  CofoVoJ 


dabei  ist  _ 

^ 

In&besondere  erhalt  man  die  Gleichung  fur  den  Parameter  e0  des 
Punktes  EQ?  indem  man  in  (24):  00  =  BQ  setzt 

c)  Definition  der  konjngierten  Punkte  fiir  gebrocliene  Extremalen: 
Falls  der  zu  P^  auf  @0  konjugierte  Punkt  P;  existiert,  wie  wir  fiir 
die  weitere  Diskussion  annehmen  wollen,  so  besitzt  aueh  die  zur  Ex- 
tremalenschar (8)  komplement'are  Schar_  (15)  einen  Brennpunkt 
Q"(t  =  T"),  und  zwar  zwischen  P0  und  P0'.  Zwischen  t"  und  dem 
Gefalle  ig§0  besteht  dann  eine  Relation  (24),  die  aus  (24)  dadurch 
herYorgeht,  daB  man  die  tiberstrichenen  und  uniiberstriehenen  Buch- 
staben  Yertauscht,  da  man  ganz  analoge  Betrachtungen  wie  unter  b) 
auch  fiii*  die  Sehar  (15)  anstellen  kann.  Daraus  folgt  aber,  daB  alle 
Seharen  gebrochener  Extremalen,  welche  den  Brennpunkt  Q  gemein- 
sam  haben,  auch  den  zweiten  Brennpunkt  (T  gememsam  haben, 

Wir  nennen  diesen  zweiten  Brennpunkt  </'  den  sum  PunJct  Q  auf 
der  gelroclimen  Extremalen  (£0  +  @0  Jconjugierten  Punkt  Derselbe  kann 
nach  dem  eben  Gesagten  auch  definiert  werden  als  der  Brennpurikt 
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auf  @0  der  *w   Extremalenschar  durcJi   den  PunU   Q  komplementaren 
Extremalenschar. 

Durcfa  Elimination  yon  tg^  aus  den  beiden  ffleichimgen  (24) 
und  (24)  erh'alt  man  die  folgende  Relation1)  zwischen  den  Para- 
metern  r?  r"  der  konjugierten  Punkte  Q,  Q"'. 


^  &(t0,  r") 


(25) 


In  Fig.  75  bis  78  ist  die  Abhangigkeit  zwischen  den  Punkten 
Q,  Qfr  angedeutet.  So  bewegt  sich  z;  B.  im  Fall  I,  a)  der  Punkt  Q" 
von  SQ  nach  P'Q,  wahrend  der  Punkt  Q  yon  P^  nach  HJ0  geht.  Be- 
wegt sich  der  Punkt  Q  weiter  yon  EQ  nach  P0;  so  bewegt  sjch  der 
Punkt  Q"  yon  P0  nach  J570. 

Dabei  hat  der  Punkt  ^0(^  »  e0)  die  analoge  Bedeutung  fiir  die  EK- 
tremale  (£0,  wie  der  Punkt  EQ  fur  die  Extremale  @0,  d.  h  m  der  Re- 
lation (24)  entspricht  dem  Wert  /'  «  e0  der  "Wert  ^0  =  00. 

Die  beiden  Punkte  jB0,  ^0,  deren  Bedeutung  fiir  die  Frage  des 
Minimums  aus  dem  folgenden  Absatz  erhellen  wird;  sind  yon 
CA.RATHEODORY  eingefiihrt  worden 

d)  Das  Analogoa  der  Jacobi'sclien  Bedingung  fiir  diskoatinuier- 
liclie  Losungen: 

Wir  warden  jetzt  unter  Festhaltung  der  Voraussetzungen  (12) 
und  (23)  zeigen,  daJJ  fur  em  Minimum  des  Integrals  J  aufier  den 
Iweite  mfgezdMtm  B^ngungen  weiterhin  notwendig  ist,  dafi2) 

EQ^P,}       P^P'^  (26) 

wenn  Pt"  den  zu  Pl  auf  der  gebrochenen  Extremalen  ®0  +  @0  kou- 
jugierten  Punkt  bezeichnet. 

*)  Ygl.  BOLZA,,  loc.  cit.  p  221  und  DRESDEN,  loc  cit  p.  4S3 
^  Der  Satz  in  dieser  einfachen  Form  nihrt  von  DRESDEN  her,  der  denselben 
mittels  der  Differentiationsmetliode  beweist  (Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society  Bd.  IX  (1908).  tJlber  die  Beziehung  zu  den  ur- 
sprunglichen  Resultaten  von  CAJRATHEODORT  vgi  p  372.  Wegen  der  Bezeichnnng 
vgl  §  25,  a) 


§  49    Konjugierte  Punkte  auf  gebroehenen  Extremalen 


Zum  Beweis  werden  wir  uns  des  Enveloppensatzes,   ausgedehnt 
auf  gebrochene  Extremalen,  bedienen. 

Es  mogen  die  Gleichungen  (8)  die  Extremalenschar  durch  den 
Punkt  P1  darstellen,  (15)  die  dazu  komplementare  Sehar.  Wir  greifen 
irgend  eine  der  gebrochenen 
Extremalen  der  Schar  heraus: 
@a  -f-  @a?  und  nehmen  auf  ihr 
einen  Punkt  P3(£)  an  Den 
Wert  des  Integrals  J~;  genommen 
entlang  dieser  gebrochenen  Ex- 
tremalen vom  Punkt  P1  bis 
zum  Punkt  P3,  bezeichnen  wir 
rnit  u  (t,  a).  Liegt  der  Punkt  P3 
vor  der  Eeke  P5?  also  auf  der 
Extremalen  @a,  so  gelten  fur 
die  Funktion  u(t,  a)  und  ihre  Ableitungen  genau  die  friiheren  Formeln 
von  §  31,  e)  und  §  447a).  Liegt  dagegen  der  Punkt  P3  jenseits  der 
Ecke?  also  auf  der  Extremalen  @a?  so  ist 


it  (t,  a)  =  J"15 


t,  a)  dt 


dabei  ist  zur  Abkfirzung  gesetzt 

ST(<,  a)  =  F(<f(t,  a\  y(t,  a),  <pt(t,  a),  $t(t,  a)), 
W(t,  a)  =  F(&(t,  a),  y(t,  a),  9,^  a),  qt(t,  a)), 

und  ^  und  ^5  sind  die  Werte  von  t}  welche  auf  der  Extremalen  @ 
die  Punkte  P1;  resp.  P^  liefern.     Hieraus  folgt  zunachst: 

5"-*ft«),  (28) 

und  weiterhin?  wenn  man  beachtet?  da8  die  auf  den  Punkt  Px  beziig- 
lichen  Glieder  ebenso  wie  in  §  31;  b)  —  wo  dem  Punkt  Pt  der  Punkt 
P0  entspricht  —  wegfallen, 


was    sich    wegen    der    Homogeneitatsrelation    (10)    von    §  25    auch 
schreiben  lafit 


N"un  ist  aber  £5  =  t(a),   wo  t(a)   die  in  §  49?  a)   ebenso   "bezeichnete 
Punktion  bedeutet;  fur  welche  die  Grleichungen  (16)  und  (17)  gelten. 
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Dater  koramt 


ebenso  erhalt  man,  wenn  man  (18)  statt  (17)  benutzt 
s  -  9>«,  a)q>a(t,  a)  +  ^,(t,  *)  tfa  &  a) 


also  schlieBlich 

t,  a)  +  Wy,(t,  a)ya(t,  a)  (28  a) 


Die  Ausdriieke  (28;  und  (28  a)  ftir  die  partiellen  Ableitungen  von 
u(t,  a)  unterscheiden  sich  also  YOU  den  friiher  ftir  den  Fall  eines  Feldes 
Yon  kontmuierliciien  Extremalen  gegebenen  Gleickungen  (144)  und 
(146)  YOU  §  31  nur  dnrch  das  in  dem  Ausdruck  fiir  ua  in  der  zweiten 
Zeile  stehende  Zusatzglied  Dieses  Zusateglied  ist  nun  aber  auf  Grund 
der  Weierstrafi'schen  Eckenbedingung  (2)  gleicli  Null1)  Denn  dar- 

gelten  im  Punkt  P5  die  Grleiclmngen 


-som.it  erkalten  wir  fur  die  Ableitungen  ut,  ua   genau  dieselben  Aus- 
-drtioke  wie  fruher, 

Es  sei  jetzt  ^  die  EnYeloppe  der  kotnplementaren  Schar  (15) 
(Fig.  79);  sie  beriiturt,  wiejvir  wissen,  die  Extremale  @0  im  Punkt  P^ 
der  Beriiliningspunkt  von  @a  mit  3?  sei  P4.  Dann  folgert  man  genau 
wie  in  §  44?  e)  den  JEnveloppensate: 


und  hieraus  folgt  waiter  wie  in  §  41,  daB  im  Fall  ,  eines  Minimums 
der  Punkt  P3  nicht  jenseits  des  konjugierten  Punktes  f[  liegen  darf  : 

A<p;  (29) 

Uberdws  mu/3  a~be> 

E^P,  (30) 

•sein?)    Um  dies  zu  beweisen;  nehmen  wir  an,  es  sei:  P-t  -<  JS0.    Dann 
konnen  wir  nach  den  Eesnltaten  von  §  49,  c)  stets  auf  dem  Bogen 


*)  Vgl.  CAKATHEODOBr,  Dissertation,  p  21. 

2)  Es  mui3  sogar-  J^0-<P1  sein,  wie  sick  aus  der  Bifferentiationsmethode 
-ergibt,  ygl  DRESDEN,  loc   cit. 
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JE^PO  einen  Punkt  Q  so  nahe  bei  E0  wahlen,  da8  dessen  konjugierter 
Punkt  Q"  vor  P.2  liegt.  Dalier  konnen  wir  nach  dem  eben  be- 
wiesenen  Satz  VOB  Q  nacli  P2  eine  zulas^Ige  Kurve  S  ziehen,  welehe 
einen  kleineren  Wert  fur  das  Integral  J"  liefert  als  die  gebrochene 
Extremal  e  QPQP2,  vromit  zngleicli  gezeigt  ist,  da8  aueb.  die  gebroehene 
Estremale  P1PQP2  selbst  kein  Minimum  liefern  kann. 

Aus  (30)  folgt  nach  §  49,  c),  da6:  P"-<4,EC>     Somit  mu8  a  fortiori 

P.  <  ^0  (31) 

sein  -  °  ^     J 

Wir  erhalten  also  zunachst  fur  jeden  der  beiden  Punkte  P±  und 
P2  fur  sich  genommen  eine  Bedingung,  naralicli  (30j  und  (31J;  auBer- 
dein  muB  dann  zwisclien  beiden  die  der  Jacobi'scben  Bediogung  ent- 
spreclieiide  Bedingung  (29j  erfullt  sein  l  ) 

§  50.     Hiiareicliende  Bedingungen  fur  diskontimiierliclie  iosungen. 

Die  Aufstellung  von  Mnreicbenden  Bedingungen  berubt  auf  der 
Konstruktion  eines  Feldes  von  gebrochenen  Extremalen  und  auf  der 
Ausdehnung  des  "Weierstrafi  'sclien  Fundamentalsatzes  auf  ein 
solches  Feld 

Wir  Italten  dabei  an  der  bereits  in  §  49  gemacbten  Annahme 
fest,  daB  fiir  un&ere  gebrochene  Extremale  P3P0P2  die  Bedingungen 

^o  +  O  (12) 

imd 

Sin(^0-00)  +  0  (23) 

erfuUt  sind 

a)  Konstruktion  eines  Feldes  von  getroctenen  Extremalen:2) 

Wir  betracbten  eine  beliebige  Scbar  von  gebrocbenen  Extremalen, 
die  sich  zusammensetzt  aus  der  Sebar  (8)  und  der  dazu  komplemen- 
taren  Schar  (15),  und  bezeichnen  wieder  mit  Q(t^-t)  und  Q"(t  =  K"} 
ibre  beiden  Brennpunkte  auf  @0?  resp.  @0.  Wir  neimen  an,  es  sei 


und3)  der  Punkt  Pt  liege  zwiscben  Q  und  P0;  der  Punkt  P2  zwiscben 
P0  und  Q".  Dann  gelten  nacb  der  Definition  der  Punkte  Q,  Q"  fur 
die  Funktionaldeterminanten  der  beiden  Scbaren  die  Ungleichungen: 

J)  Hierzti  die  Vbungsaufgaben  Nr.  SO,  31  am  Ende  von  Kap.  IX. 
^  Nacb.  CARATHEODORY,  Dissertation,  §  6  mid  Mathematische  Annalen7 
JBd   LXH  (1906)  p   474. 
*)  Vgl    p    38S 

Bolza,  Variationarechnimg  25 
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+  0,    fiir    ^  *<:*«, 
0)  +  0,    fur    t^t^t^. 
Wir  konstoniieren  jetat  in  einer  t,  a-Ebene  das  Kechteek 


wobei  /ij,  ^3,  I'  positire  GrroBen  sind. 


(32) 


(33  > 


a^  +  L 


Dasselbe  wird  durch 
die  Kurve 

«.  a,  t  =  t(a)       (34) 

—  wobei  t(a)  dieselbe 
a  =  aQ~k  Bedeutung  hat  wie  in 
\  §  49,  a)  —  in  zwei  Teile 

_  Flg  80  zerlegt,  die  wir  mit  £t 

und  6L  bezeichnen;  im  ersten  ist  t  <J  t(ci],  im  zweiten  t  5  t(a). 

Das  Bild  des  Bereiehes  €L  in  der  #,  y-Ebene  mittels  der  Trans- 
formation (8)  bezeichnen  wir  mit  o£  dasjenige  des  Bereiehes  GC  mittels 
der  Transformation  (15)  mit  &  Die  Bereiche  of  und  of  habeu  das 
Bild  der  Kurve  (34),  d.  h.  die  Eckenkurve  £  gemeinsam  Wir 
machen  noeh  die  Annahme,  daB  die  Kurve  P1P0P^  keine  vielfacheii 
Punkte  besitzt.  Dann  folgt  nach  §  31,  aj  aus  (32),  daB  sich  die 
positiven  GroBen  A1?  A2,  k  so  klein  wahlen  lassen,  daB  die  Trans- 
formation (8)  erne  ein~eindeutige  Beziehung  zwischen  <SC  und  o^  uud 

gleichzeitig  die  Transformation 
(15)  eine  ein-eindeutige  Bezie- 
hung zwischen  <9C  und  of  de- 
finieren,  und  daB  tiberdies 

A  (<;  a)  +  0  in  QL 

Dabei  ist  es  immer  noeh  moglich^ 
daB  die  beiden  Bereiche  of  und  oP 
sich  teilweise  iiberdecken,  und  dies  tritt  in  der  Tat  auch  stets  ein, 
wenn  die  Tangente  an  die  Eckenkurve  d  in  P0  auBerhalb  des  Ecken- 
winkels^Hegt,  (sjeheFig.81).  Wir  setzen  daher  in  der  Folge  voraus^ 
daB  die  G-erade  6^  durck  den  Eckenwinkel  geht.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung  JaBt  sich  zeigen,  daB  die  beiden  Bereiche  of  und  of  auBer  der 
Kurve  S  keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  wofern  nur  die  GroBen 
hl9  \,h  hinreichend  klein  genommen  werden. 
x)  Vgl  p  3T6,  Fufinote  J) 


§  50.    Hlnreicnende  Bedingungen  fifr  diskontintderliclie  Losungen.      383 

Zum  Beweise  nenme  man  an,  es  gabe,  wie  Hein  aucli  &  gewahlt 
werden  moge?  mmdestens  ein  en  nicht  auf  6  liegenden  Punkt,  der 
gleichzeitig  zu  of  und  of  gendrt.  Alsdann  laBt  sich  ganz  ahnlich  wie 
in  §  22,  b)  und  d)  zeigen?  daB  es  dann  in  jeder  Nahe  des  Punktes 
P0  Punkte  geben  muBte,  die,  ohne  auf  ®  zu  liegen,  gleichzeitig  zu  oT 
und  of  gehoren.  Letzteres  ist  aber  nicht  moglich,  da  bei  der  voraus- 
gesetzten  Lage  der  Greraden  6Q  alle  Punkte  Ton  of  in  der  Nahe  von 
P0  auf  clerselben  Seite1)  yon  £,  aile  Punkte  von  5"J  in  der  Nahe  von 
P0  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  ©  liegen  miissen. 

Man  erlialt  also  das  Resul- 
tat,  da6  man  die  GrroBen  ht,  Ji%,  k 
so  klein  wahlen  kann?  dafi  die 
durch  die  Grleicliungen  (8}  und 
(15)  defimerte  Be&ieJmng  zwischen 
dem  Eechteck  (33)  und  dessen 
Bildtf+Qpeine  ein-etndeutige  ist. 
Den  Bereich  of+  of  nennen  wir 
dann  ein  Feld  von  gebrocJienen 

Eoctremalen  um  die  spezielle  ge-     ^  Fig  82 

brochene  Extremale  P1PQP2.  4 
Durck  jeden  Punkt  des  Feldes  geht  dann  also  eine  und  nur  eine  (kon- 
tinuieiiicne  oder  gebrochene)  Estremale  unserer  Sehar,  fur  welche  die 
Bedingungen  (33)  erfullt  sind.  — 

In  dem  vorangegangenen  Beweis  sind  wir  von  einer  gegebenen 
Scnar  von  gebroclienen  Extremalen  ausgegangen  und  tab  en  dann  an- 
genommen,  daB  die  beiden  Punkte  P1;  P2  zwischen  den  Punkten  Q 
und  Q"  liegen.  Wir  wollen  jetzt  umgekehrt  von  den  beiden  Punkten 
Pt  und  P2  als  gegeben  ausgeten  und  uns  fragen,  unter  welcben  Be- 
dingungen wir  die  Kurve  P1P0P2  mit  eiaem  Feld  von  der  angegebenen 
Art  umgeben  konnen.2)  Es  bandelt  sich  also  darum.,  ob  wir  den 
Punkt  Q  so  wahlen  konnen;  daB  P0' <  Q  -<  P1?  P2 -<  Q",  und  daB 
gleicnzeitig  die  Gerade  6Q  in  den  Eekenwinkel  eintritt.  So  bald  dies 
der  Pall  ist,  so  brauchen  wir  nur  eine  Extremalenschar  (8)  mit  dem 
Brennpnnkt  Q  zu  konstruieren  (z.  B.  die  Scliar  von  Extremalen  durch. 
Q)]  diese  Scnar  zusaminen  mit  ibrer  komplementaren  liefert  dann  nach 
dem  vorigen  ein  Feld  von  gebrochenen  Extremalen  um  die  Kurve  P1 P0  P2. 

l)  Um  einen  aiithmetisch  strengen  Beweis  zu  erhalten,  waren  bier  nocli 
mancherlei  Emzelheiten  zu  beweisen,  auf  die  wix  jedoch  nicht  eingehen. 

a)  Immer  unter  Pesthaltung  dex  Voraussetzungen  (Ef)  nnd  (IE')  von  §  4=8, b). 

25* 
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Es  sind  folgende  Falle  zu  unterscheiclen,,  wobei  Pj'  den  dem 
Pankt  Pi  auf  ®0  konjugierten  Punkt  bezeichnet.  (Man  vergleiche 
Fig.  75  bis  78): 

Fall  I:  &0  >  0, 

A)  P^P^Jv     also     4-^P^P; 

Alsdann  ist  fur  die  Mdglichkeit  der  Konstruktion  ernes  Feldes  der 
gegebenen  Art  offenbar  notwendig,  daB 

P  ^  P  -^  P" 

•*•  0  ^  "^2     "^  •*  1  > 

da  ja  aus  Q  -<  P3  folgt:    §"  -<  P.['.     Diese  Bedingung  ist  aber  auch 
hinreichend;  de&n  wir  konnen  dann  Q  so  nahe  bei  Pt  walilen,   da8 
p  ^  n" 
^^^-  B)    JE'0<P1<P0. 

Dann  lautet  die  Bedingung  fur  P2 

P0<P2-<P; 

Denn  wir  konnen  dann  den  Punkt  Q  zwischen  P0'  und  EQ  so  iiahe 
an  EQ  wahlen,  daB  P2  -<  §"-<  JP0'. 

Jfc???  71;  &0  <  0 

A)   PO'^P.^-BO. 

Hier  ist  es  ww?7^  mdfflic/i,  ein  Peld  der  gewiinscliten  Art  zu  kon- 
struieren;  denn  fiir  jede  Lage  von  Q  zwischen  P0'  und  P1  liegt  die 
Crerade  60  aufierhalb  des  Bckenwinkels 

B)  I^XP^P,,     also     P0<P^<^0, 
Hier  lautet  die  Bedingung  fur  P2: 


b)  Der  WeierstraB'sclie  Fundameutalsatz  fiir  ein  Peld  von  ge* 
brochenen  Extremalen:1) 

Wir  nehmen  jetzt  an,  unsere  Kurve  P^P^  lasse  sich  mit  einern 
Feld  von  gebrochenen  Extremalen  of  +  J5  umgeben,  wobei  wir  der 
Emfaenheit  Kalber  voranssetzen  wollen^  daB  die  Selxar  (8)  aus  den 
durch  den  Punkt  Q  gehenden  Extremalen  gebildet  ist.  Wir  defimeren 
dann  das  zugehorige  Feld-Integral  genau  wie  in  §31^b):  Ist  P^(x}y) 
irgend  ein  Punkt  des  Feldes,  so  geht  dnrch  ihn  eme  und  nnr  eine  Feld- 
ertremale,  gebroehen  oder  nicht,  je  nachdem  P3  in  of  oder  in  of  liegt. 

*)  Im  wesentlichen  nacli  CAEATHEODOKY,  loc  cit. 
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Das  Integral  J;  genommen  entlang  dieser  Estremalen  rom  Punkt 
Q  —  den  wir  in  der  folgenden  Untersuchtmg  mit  P4  bezeichnen  — 
bis  zum  Punkt  P69  ist  dann  das  Feldintegral,  das  wir  wieder  mit 
W(£,y)  oder  it(t}a)  bezeiehnen,  je  nachdem  wir  x,y  oder  t,a  als  die 
unabhangigen  Variabeln  betrachten,  wobel  f,  a  das  Bild  des  Pimktes 
P3  in  der  tf,rt-Ebene  bedeutet. 

Daiin  folgt  aus  den  in  §  49,  c)  iibei  die  Funktion  ti(t,d)  erhal- 
tenen  Resultaten  umnittelbar ,  claB  die  Hamilton'sclien  Forweln  ^148) 
i^>^  ^'  31  aucJi  im  Fall  etnes  Feldes  von  c/ebrocltenen  Extremdlen  bestelien 
Uleiben 

Daraus  folgt  aber  weifcer:  Audi  der  Welerstrafisclie  Ftinda mental- 
satz  behalt  seine  Gultigkelt  fiir  em  Feld  von  f/ebroclienen  Extremalen, 
da  derselbe  erne  unmittelbare  Folge  der  Hamilton'sclien  Formeln  ist 
(§32,  a)). 

Bei  der  Anwendung  des  Satzes  tritt  aber  erne  Schwiengkeit  auf? 
die  bei  emem  Feld  yon  kontinuierhclien  Extremalen  kein  Analogon 
tat:  Wie  wir  in  §  48,  cj  gesehen  haberL7  rersckwindet  die  8-Funktion 
im  Punkt  P0  aufierordentlicli,  wenn  namlich.  fiir  p,  q_  und  p,  %  die 
Richtnngskosinus  der  beiden  zur  Ecke  P0  gehorigen  Fortschreitungs- 
richtungeiL  8^  9Q  emgesetet  werden.  Die  WeierstraB'sclie  Bedmgung 
kann  also  gar  nicht  ftir  den  ganzen  Bogen  PjPo^  in  der  starkeren 
Form  (IV J)  von  §  32?b)  erfiillt  sein;  da  dies  sicher  im  Punkt  P0  nicht 
der  Fall  ist.  Ebenso  versclrwindet  die  8-Funktion  in  jedem  Punkt 
der  Eckenkurve  aufierordentlick  Aus  diesem  Grrunde  lafit  sich  auch 
das  Endresultat,  soweit  es  sich  auf  die  WeierstraB;sche  Bedingung 
bezieht,  nicht  so  einfacli  aussprechen,  wie  im  Fall  emer  kontinuierlichen 
Losung. 

Wir  fassen  zusammen: 

Es  sei  P^P^P^  eine  gelrocliene  Extremale,  so  daft  also  im  Punkt 

P0   die   Weierstraft'sche  Eckenbedingmg  (2)   erfullt  ist     Ferner  sei 

entlang  P^P^  die  Legendre'sche  Bedingung  in  der  stdrkeren  Form 

F±  >  0,    resp.    F,>0  (IF) 

erfiittt,  und  es  sei  im  Punld  P0: 

5i0  +  0?  (12) 

sin(00-00)  +  0  (23) 

JEndlich   werde   fiber   die  Lage  der  leiden  JSndpunkte  P1?P2  <n<f  <%en 
Extremalen  @0  und  @0  vorausgesetst,  daft 
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sei.    Daraus  folgt  danny  daft  die  Kurve  P1PQP^  sich  mit  elnem  Fefd 
von  gebrochenen  Eztremalen  umgeben  lafit. 

Wenn  alsdann  die  Weierstrafische  Sedingung  entlang  alien  Ex- 
tremalen  des  Feldes  in  der  starkereyi  Form  (IV)  erfullt  ist  (mit  Aus- 
nahme  der  Punkie  der  Eckenkurve),  so  Uefert  die  gebrochene  Extremale 
P1P0P2  fur  das  Integral  J  ein  starkes,  eigenfliches1)  Minimum. 

c)  Bezielungen  zwisclien  der  GroBe  <£0  und  der  8-Funktion2): 
NacB.   den  Resultaten   yon  §  50,  a)   schemfc  es?    als   ob  im  Pall 
&Q  >  0   auch.   dann   noch   ein  Minimum  eintreten  mtifite^    wenn  die 
Punkte  Pt  und  P3  statt  den  Ungleichungen  (35)  den  weniger  starken 
Einschrankungen 

p;  <  pl  <  EO,     PO  <  P2  <  p;, 

oder  _ 

EO  <  p,  -<  PO,      p0  -<  P2  <  P; 

unterworfen  werden. 

Dies  stelit  aber  in  direktem  Widerspruch  mit  den  friiher  als  not- 
wendig  naehgewiesenen  Bedingungen  (29)  und  (30).  Der  Widerspruch. 
lost  sich  dadurch,  daB  die  Voraussetzung  &Q  >  0  mit  der  Weierstrafi- 
sclien  Bedmgung  (IV)  unverembar  ist;  wie  sicli  aus  der  folgenden 
Beziehung  zwisclien  der  GroBe  <£0  und  der  S-Funktion  ergibt: 

Der  EmfacUieit  halber  sei  die  Extremale  @0  durch  die  Bogen- 
lange  s  als  Parameter  dargestellt 


Fiilirt  man  jetzt  in  die  8-Funktion  fiir  die  beiden  ersten  Argurnenten- 
paare:  x(s)9  y($),  %'(s),  y'(s)  em  und  setzt  zur  Abkiirzung 

8(ar(s),y(5);  oc'(s\y'(s)*,  cos  0,  sin  6}  «  &(s,  d\ 

so  folgt  durck  Differentiation  nach  s,  bei  Benutzung  der  Definitions- 
gleichung  (120)  Ton  §  30  fiir  die  8-Funktion  und  der  Differential- 
gleichungen  der  Extremalen  @0  in  der  Form  (20)  yon  §  26: 

'F  -  cos  OF  -  sin 


wobei  die  Argumente  von  Fx,Fy  sind:  x(s)9  y($),  %'(s),y'($),  diejenigen 
von  Fx?  Fy:  x  (s),  y(s\  cos  6,  sin  6 

Fftr  den  Punkt  P0  folgt  iieraus  die  wichtige  von  DEESDEN  her- 
rtihrende  Relation  0wischen  der  Grofie  ^0  und  der  %-Funktion: 


cos  fl0,  sin»0)°.  (36) 


Vgl.  CARATBoesoDORy,  Mathematische  Annalen,  Bd  LXII  (1906),  p  480 
^Tacb.  DSESDEN,  loc.  cit  p    485 
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Nun  1st  nach  (3):  8fs0,00)  =  0;  1st  daher  7*   eine  Heine  positive 
€rroBe;  so  ist 

8(*o  -  Mo)  =  -a0* 


also  schlieBen  wir:   Wenn  auf  dem  Bogen  PjP0  die  Weierstrafi'scke 
Bedtngung  (IV)  fifir  tin  Minimum  erfilltt  i$ty  so  mufi 

a0^o 

sein 

Zugleich  ergibt  sich  aus  der  Grleichung  (36)  ein  einfacher  Beweis1) 
des  folgenden  Satzes  von  CAKATHEODORY: 

Sort  eine  kontinuierliclie  Exkremale  ©0  in  einem  Punkt  P0  auf 
stark  2u  sein,  so  gilt  es  eine  durch  den  Punkt  P0  gehende  Bichtung  d0? 
welche  2usammen  mil  der  Tangentenriclitung  6Q  der  Extremalen  (£0  der 
Weterstrafl'schen  Eckenbedingung  genugt. 

Denn  unsere  Voraussetztmg  sagt  aus?  daB 


ffir  alle  Mnreichend  kleinen  positiven  Werte  von  h  und  fur  beliebige 
Werte  von  0,  daB  diese  Ungleiahung  aber  nicht  mehr  fur  alle  Werte 
von  6  stattfindet  far  Ji  =  0.  Dabei  ist  die  Funktion  8l  (s,  0)  aus  der 
Funktion  83^  von  §  32,  b)  in  derselben  Weise  abgeleitet  wie  8  ($,  Q) 
aus  der  8-Funktion.  tlberdies  wird  angenommen?  daB  auch  noch.  im 
Punkt  P0  die  Legendre'sche  Bedingung  in  der  starkeren  Form  Fl  >0 
erfullt  ist. 

Nach  dem  Vorzeickensatz  fur  stetige  Funktionen  schlieBt  man 
dann  aus  dem  ersten  Teil  unserer  Voraussetzung,  daB  ^(8^,0)^0 
sein  muB  fur  alle  6-,  aus  dem  zweiten  Teil  derselben  folgt  daher7 
daB  es  mindestens  eine  wegen  F±  (SQ  )  >  0  von  6Q  verschiedene  Richtung  90 
geben  muB,  fur  welche  S^fy,  ^0)==  0;  also  ist  auch:  8(^0;  90)  =  0. 

Daher  ist 


wo  a  und  /J  mit  h  und  Jc  unendlich  klein  werden.  Ware  nun: 
8§(507^0)  =j=  0;  so  konnte  man  h  >  0  und  fc  so  wahlen?  daB:  &(SQ  —  h, 
^o  +  &)  <  0  ausfaRen  wiirde,  was  gegen  unsere  Voraussetzung  verstoBt. 
Somit  muB:  8§(s0>  60)  =  0  sein;  und  damit  ist  nach  (3)  bewiesen;  daB 
die  beiden  Richtungen  #0?  ^0  in  der  Tat  der  Wei  erstr  a  B'schen  Ecken- 
bedingung gentigen. 

J)  N"ach  DRESDEN,  loc    cit.  p    486. 
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Welter  folgt  noch,  daB,  wenii  4£0  =4=  0,  die  8-Fiuaktion  beiin  Durch- 
gang  dureh  den  Punkt  P0  anf  der  Estremalen  @0  stets  ihr  Zeichen 
wecliselt 

d)  Der  Ausnaluaefall  &0  =  0: 

Wenn  &0  —  0,  so  konnen  wir  nicht  mehr  zu  emei  gegebenen  Extremalen- 
schar  (8)  in  eindeutigei  Weise  eine  koinplementare  Schar  konstruieren,  und  da- 
mit  wird  die  Theorie  dei  konjugierten  Punkte  hmfallig  Trotzdem  lassen  sich 
auch  in  diesem  Fall  hinreichende  Bedmgungen  aufstellen 

Dazia  hetracJiten  wii  allgemein  (d  li  unabla'angig  von  einer  bestimmten 
Voraussetzung  uber  SIQ)  die  folgende  Anfgabe,  welche  bei  CARATHEODORI  (loc. 
cit.  §  6)  den  Ausgang  der  ganzen  UntersucLung  uber  Scbaren  gebiochener  Bs- 
tremalen  bildet- 

Fur  einen  ^n  der  NaJie  von  P0  gegebenen  Punlt  P(x,y]  wei  Hichtungen 
9,  ~B  zu  bestwwnen,  welche  der  Weierstra^schen  JEckenhedmyung  (2  a)  genugen 

Man  zeigt  leicht  mittels  des  Satzea  liber  implizite  Funktionen,  daB  die  Auf- 
gabe  unter  nnsern  Yoiaussetzungen  stets  erne  emdeutige  Losnng  besitzt,  voiaus- 
gesetzt^  daft  die  Ungleiclxung  (23)  erfullt  ist  Die  beiden  Ricbtungen  seien 


Man  kann  dann  nacb  §  27,  a)  eine  gebiochene  Extremale  konstruieren  ,  welche 
im  Punkt  P  ibre  Bcke  bat  Lafit  man  jetat  den  Punkt  P  eine  gegebene,  durch 
den  Punkt  P0  gehendeKurveSbescbreiben,  so  erhali  man  eine  etnparametngeSclwtr 
von  geliroehenen  Extremalen  ,  irelche  die  Kmve  P1P0P2  en&mlt,  und  trelcJw  die 
gegebene  lLurve  S  sur  JEckenKitrve  hat  Man  zeigt  dann  -weiter,  da6  fur  diese 
Schar 


vorausgesetzt  da6  die  Kurve  S  im  Punkt  P0  keinen  der  beiden  Bogen  P1P0^P0P^ 
beiubrt  Baraus  folgt,  daB  die  Schar  von  gebrochenen  Extremalen  mit  der  ge- 
gebenen Eckenkurve  S  wenigstens  fiir  die  Umgebung  des  Punktes  P0  ein  Feld 
bildet  Fiir  dieses  gilt  dann  wieder  der  WeierstraB'sche  Satz  und  die  sieh 
daran  kniipfenden  Folgemngen.  Man  beachte,  dafi  es  bei  dieser  Ableitung  nicht 
notig  war,  vorauszusetzen,  daB  £1Q  =%=  0 

Man  kann  sich  nnn  weiter  nach  CARATHEODORY  (loc  cit  §  8)  die  Aufgabe 
stellen,  eine  Eur^e  zu  konstruieren,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daB  in  jedem 
ihrer  Punkte  die  positive  Tangentenrichtung  mit  der  zu  demselben  Pankt  ge- 
horigen  Eichtung  6(x,y)  ubereinstimmt  Fuhxt  man  die  Bogenl'ange  als  Para- 
meter ein,  so  ist  eine  solche  Kurve  einfach  durch  die  Differential  gleichungen 

^  «  cos  (0  (x,  y)),  CJt  ^  Sin  @  (^  7yj)  (37) 

t*o  (I  S 

charakteiisiert  Aus  den  Esistenztheoremen  uber  Differentialgleichungen  folgt, 
daB  man  durch  jeden  Punkt  in  der  Umgebung  von  P0  eine  und  nur  eine  solche 
,,d-J£urve11  konstruieren  kann.  Es  gibt  also  eine  einfach  unendliche  Schar  solcher 
6-Kurven. 


§  51     Diskontinuierliche  Tariationspiobleme  389 

Ebenso  gibt  es  eme  Sehar  von  ,fi-Kurven*t  deren  positive  Tangenten- 
richtung  in  jedem  ihrei  Punkte  mit  der  zu  demselben  Pnnkt  gehorigen  Richtung- 
B  ub'ereinstimmt  ° 

Eieran  knupft  sicb  die  Fra<ye  l)  Untei  icelclmi  Bedwyungen  ist  erne  0-Kurve 
zugleich  ewe  Extoemale*  Man  findet  als  notwendige  '  und  blnreicbende  Be- 
dingung,  dafi  die  Funktion 

&&,  ij)  =  cos  02^  r,  y,  cos  0,  sin  0)  -f  sin  0  JP«  ,£,  w,  coto  0,  sin  0  > 

—  _  38) 

—  cos  0  Fx(x,  ?/,  cos  0,  em  0;  —  sin  0  JFy  (x,  ?/,  cos  0,  sin  0), 

in  welcher  0,  5  durch  die  Funktionen  6  (x,  yh  0  (.r,  ?/  }  zu  ersetzen  smd,  entlang 
der  betreffemlen  0-Kurve  verschwindet 

Wenn  erne  Extremale  mit  einer  0-Kur\e  zusammenfallt,  so  ist  jeder  ihrer 
Punkte  Ecke  einer  moglichen  diskontmuieihchen  Losung,  in  direktein  Gegensatz 
zu  dem  fur  den  Fall  &0  4=  0  gefundenen  Resultat  (§  49,  a.«.  Von  besonderein 
Interesse  ist  der  Fail,  wo  &(*,#)  identiscb  in  x,  y  verschwindet.  Alsdann  ist 
jede  0-Knrve  einerseits,  und  ]ede  0-Kurve  andererseits  zngleich  Extremale. 
Man  erh'alt  also  zwei  besthnnite  Extiemalenscbareu  die  eme.  mit  der  Schar 
der  O-Kunen  identiscb,  enthalt  den  Bogen  P1P0,  die  andere,  mit  dei  Scbar  der 
0-K-urven  identiscb,  enthfi.lt  den  Bogen  P0P>.  Aus  beiden  kann  man  auf  nnend- 
licb  viele  Arten  Scbaien  gebrochener  Extrenialen  zusammenbetzen,  indeni  man 
eine  beliebige  dmch  P0  gebende  Kurve  g  als  Eckenkurve  wahlt  und  duicb  jeden 
ihrer  Punkte  einerseits  die  0-Knrve,  andererseits  die  0-Kurve  zieht 

Beisptel  XIX  (Siebe  p.  S70) 

In  dem  speziellen  Fall,  wo  a  eine  Konstante,  ist  die  Fimktion 


von  x  und  y  unabbangig.  also  ist  bier  &  (x,  y)  ~  0.  Fur  die  Losung  P1  P0  P» 
von  Fig  73  sind  die  beiden  ausgezeicbneten  Extremalenscharen  die  beiden 
Scbaren  paralleler  Geraden  von  der  Amplitude  0  und  —  |5.  Brennpunkte  suid 
bier  nicbt  vorbanden.  An  der  Indikatrix  (Fig.  72)  liest  man  ab,  dafi  die  Be- 
dingnngen  (IF)  und  (IV)  entlang  alien  Extremalenscharen  des  Feldes  erfullt  sind, 
Man  erhdlt  daber  ein  starkes,  aber  uneigentlicbes  Mininrum  2) 

§  51      Diskontinuierliche  Variationsprobleme 

Wir  haben  in  den  vorangegangenen  Paragraphen  diskontmuierhche 
LosuBgen  von  kontinnierlichen  Variationsproblemen  betrachtet  Die 
matlieinatische  Physik  liefert  jedocli  aucli  Beispiele?  bei  welchen  dis- 
kontinuierlicbe  LosnngeiL  dadurch.  entstehen,  da6  das  vorgelegte  Variations- 
problem  selbst  disliontinuicrlich  ist,  bei  welchen  also  die  Funktioii 

l)  "V§]"  CARATHEODOEY,  loc.  cit    §  8. 

^  Hierzn  weiter  die  Ubungsaufgabe  Nr  29  am  Ende  von  Kap,  TX 
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F(X)y,x',y}  als  Funktion  ilirer  vier  Argumente  in  dein  in  Betraehfc 
kommenden  Bereieh  Unstetigkeiten  erleidet. 

Dies  tritfc  z.  B.  ein  bei  dem  Problem  der  Brechung  des  LicMes. 
Die  Fortpflanzung  des  LieKtes  in  einem  durchsichtigen  Medium  (oder 
«mem  System  von  solchen)  YOH  einem  Punkt  Pt  naeh  einem  Punkt 
P2  erfolgt  in  der  kiirzesten  moglichen  Zeit,  d.  h.  also  entlang  der- 
jenigen  Kurve,  welche  das  Integral1) 


^u  einein  Minimum  maclit,  wobei  n(x,y,0)  den  absoluten  Breehungs- 
^xponenten  des  Mediums  im  Punkt  xyy,2  bedeutet. 

Hat  dabei  der  Lichtstrahl  durch  brechende  Flachen  zu  passieren, 
so  erleidet  die  Funktion  n(x,y,*)  an  diesen  Plaelien  Unstetigkeiten, 
man  hat  es  also  in  der  Tat  mit  einem  ^diskontinuierlicten  Variations- 
problem^  zu  tun.  Man  hat  dann  das  Integral  J  in  eine  Summe  von 
Integraien  zu  zerlegen;  entspreckend  den  versctdedeaen  Medien,  durct 
welche  der  Lichtstrahl  zu  gehen  hat.  1st  die  Funktion  n  ron  0  un- 
abhangig;  und  liegen  die  beiden  Punkte  P1  and  P2  in  der  ^2/-Ebene, 
so  liegt  auch  die  Bahn  des  Lidites  in  der  x>  «/-Ebene7  und  das  Problem 
reduziert  sieh  auf  den  einfach^ten  Typns 

Die  Theorie  solcher  diskontinuierlichen  Probleme  ist  von  BLISS 
und  MASONS)  entwiekelt  worden,  wortiber  tier  noch  kurz  berichtet 
werden  soil. 

Das  Problem  wird  folgendermaBen  formuliert: 

Unter  alien  Kurven,  welche  zwei  auf  entyegengesetzten  Seiten  einer 
gegebemn  Kurve  ®  liegende  PunUe  Px  w  d  JP2  verlinden  und  die  Kurve 
&  nur  ein  eimiges  Mai  krewsen,  diejemge  0u  "bestimmen,  welche  d^e 
Summe  der  beiden  Integrate 


J  - 

einem  Minimum  macht,  wobei  das  erste  Integral  vom  Punkt  P^  Us 
Kurve  $t,  das  zweite  von  &  'bis  #um  Punkt  P2  &u  nehmen  ist. 


a)  Ygl.  die  tJbungsaufgabe  Nr.  18  auf  p  299  und  die  dorfc  gegebenen 
Literaturnachweise. 

^Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  VII 
^1906),  p  325,  Kurze  Andeutungen  iiber  diakontinuierliclie  Probleme  hafcte 
iibrigens  sehon  vorher  HILBEKT  in  seinen  Vorlesungen  (1904/5)  gegeben;  insbesondere 
ruhrt  die  Eckenbedingnng  (39)  von  Hilbeit  her 
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Man  zeigt  zunaehst  in  bekannter  Weise,  daB  die  gesuehte  Kurve 
PjP0P2,  wobei  P0  den  Sctnittpunkt  mit  der  Kurve  Si  bedeutet,  aus 
einem  Extremalenbogen  Px  P0  fur  das  Integral  J 
und  aus  einem  Extremalenbogen  P0P2  far  das 
Integral  J  besteken  muB,  und  daB  fur  jeden  der 
beiden  Bogen  die  Bedingungen  yon  LEGENDRE, 
JACOBI  nnd  WEIEESTRASS  erfullt  sein  mussen. 
Wir  setzen  dieselben  in  der  starkeren  Form 
(IF),  till'),  (lVr)  voraus 

Weiter  ergibt  sich  dann  zur  Bestimmung 
der  Lage  des  Punktes  P0  auf  der  Kurve  & 
eine  Bedingung,  die  man  am  einfaelisten  daraus 
ableitet,  daB  die  Funktion1) 


als  Funktion  von  a  fiir  a  =  a0  ein  Minimum  besitzen  mnB?  wenn  die 
Kurve  $  dargestellt  ist  durcli  die  Gleicliungen 


nnd  dem  Punkt  P0  der  Wert  a  =  a0  entsprichi    Nach.  den  Formeln 
(18)  von  §  37  erhalt  man  bieraus  die  nEckenbedingung" 


dabei  bedeuten  p0?  g0  ;  ^0?  g0  ;  p^  g0  der  Reihe  nacb.  die  Kichtungskosinus 
der  positiven  Tangente  an  die  Kurven  P1P0;P0P2;S  im  Punkt  P0. 

Es  wird  dann  weiter  die  Extremalenschar  (fiir  das  Integral  J) 
durcli  den  Punkt  Px  betrachtet  Ist  ®  eine  dem  Bogen  P1P0  benacli- 
barte  Extremale  dieser  Schar  und  P3  ihr  Schnittpunkt  mit  ^;  so  kann 
man  stets  von  P3  aus  eine  Estremale  ®  (fiir  das  Integral  J)  kon- 
struieren,  welche  in  P3  mit  G  die  Eckenbedingung  (39)  erfullt?  voraus- 
gesetzt;  daB  der  Extremalenbogen  P0P2  die  Kurve  $  im  Punkt  P0 
niclit  beriihrt. 

Man  erMlt  so  ganz  ahnlicli  wie  in  §  49  eine  zur  Extremalen- 
scliar  durch.  P1  ^komplement'are  Extremalenscliar"?  welche  mit  jener 
zusammen  eine  Scbar  von  ?Jgebroclienen  Extremalen^  bildei  Fiir  diese 
letztere  Schar  gelten  dann  wieder  die  Formeln  (144)  nnd  (146)  von 
§  31  fur  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  w(tf,a),  da  die  wegen 
der  Unstetigkeit  an  der  Kurve  S  neu  auftretenden  Glieder  sieh  infolge 
der  Eckenbedingung  (39)  wegheben.  Daraus  folgt  dann,,  daB  einerseits 
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der  Enveloppensatz  von  §  44,  c)  mit  seiuen  Folgeruugen  aucli  liier 
bestehen  bleibt  und  andererseits  der  WeierstraB7se3ie  Fundament  al- 
satz  mit  seiner  Anwendung  auf  die  Heiieitung  ninrelehender  Be- 
dingungen  1) 

§  52.    RandbedingTingen  bei  Problemen  rn.it  GebietseinsclirankTiiigen. 

Bei  nnseren  bisherigen  Untersucliungen  haben  wir  stets  voraus- 
gesetzt,  claB  die  gesuehte  Kurve  ganz  im  Innern  des  Bereiches  91 
dei*  x,  if-'Ebeiie  liegen  sollte,  auf  welchen  die  Yergleichskurven  be- 
schrankt  waien.2)  Es  kann  aber  auch  Lostingen  unseres  Variations- 
problems  geben,  welche  Pimkte  mit  der  Begrenzung  des  Bereickes 
SV  gemem  haben  Wir  stellen  mas  jetzt  die  Aufgabe^  diese  Losnngen 
ZTI  bestimmen*,  dabei  wird  sich  zugleick  erne  neue  Art  von  diskon- 
tinuierhchen  Losungen  ergeben. 

a)  Die  WeierstraB'sclie  Randbedingung: 

Die  hierzn  ndtigen  Uberlegungen  gestalten  sieh  besonders  einfacli 
fiir  die  Aufgabe,,  das  Integral 


unter  den  in  g  3  aufgefiihrten  Yoranssetziingen  zn  einem  Minimum 
zn  machen 

Dabei  ist  es  bequem,  YOU  der  Vorstellung  einer  punktweisen 
Yariation  einer  Kurve  Gebrauch  zu  macheii^  welcke  in  der  alteren 
Yariationsreehnung  eine  wicatige  Rolle  gespielt  nat: 

ZwiscKen  zwei  Kuryen 

©o*        y  -  y(&) 

und 

6:         y* 

konnen  wir  erne  eui-eindeutige  Beziehung  lierstellen?  indem  wir  je 
zwei  Punkte  mit  derselben  Abszisse  x  sicb.  entspreclien  lassen;  und 
wir  konnen  uns  vorstellen,  daB  die  zweite  Kurye  aus  der  ersten  dnrch. 
eine  stetige  Deformation  entstanden  ist;  bei  welcker  jeder  einzelne 
Punkt  sich  nach  einem  bestimnaten  Gesetz  entlang  seiner  Ordinaie 
bewegt,  z.  B  indem  wir  in 


den  Parameter  cc  von  0  bis  1  wacnsen  lassen. 


a)  Hierzu  die  JJbungsaufgabe  Nr.  32  am  Ende  von  Kap.  IX 

2)  Ygl  §  3,  a)  und  §25,b),  insbesondere  die  Bemerkungen  auf  pp  16,  17 
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Bin  Punkt  von  ®07  dessen  Abszisse  xr  ist,  heifit  frei  variierbar 
in  Beziehung  anf  ein  vorgelegtes  Variationsproblem,  wenn  &(xr)  be- 
liebige  hmreichend  Heine  Werte  annehmen  darf:  andernfalls  heifit  er 
'in?  frei. 

Bei  einer  Kurve,  welche  ganz  iin  Innem  von  SI  hegt,  sind  beim 
Problem  mit  festen  Endpimkten  aUe  Punkte  mit  Ausnahme  der  End- 
punkte  frei  variierbar;  und  diese  frele  Variierbarkeit  war  bei  den 
Schliissen  von  §  5  wesentlicli.  Anders  verhalt  es  sieb  bei  emer  Knrve; 
\velclie  Punkte  mit  der  Begrenzung  von  d{  gemein  bat.  Der  Ein- 
fadiheit  lialber  wollen  wir  voraussetzen,  daB  die  Begrenzung  von  91, 
aucb  nSclimnle"  genannt,  einen  Bogen  d  euthalt,  welcher  in  der 
Form  . 

5:         y  =  ij\x\ 

darsteUbar  nnd  von  der  Kla&se  C"  ist  Dieser  Bogen  d  soU  selbst 
niit  zu  S{  gehoren?  nnd  ebenso  inogen  alle  Punkte,  welche  uber1) 
der  Kur\e  S  und  in  emer  gewissen  Uingebung  von  E  liegen;  zu  SI 
gehoren.  Wenn  dann  die  Kurve  g0  einen  Punkt  mit  S  gemein  hat 
so  ist  die  Variation  dieses  Punktes  niclit  mehr  frei,  sondern  der  Be- 

***"* 


unterworfen. 

Xach   diesen  Yorbemerkimgen   wollen   wir  jetzt  anuehmen,   die 
Eurve  ©0,  welche  das  Integral  J  zu  einem  Minimum  macht,  setze  sich 
aus    drei   Stiicken  zusammen:   aus 
zwei  Bogen  P^P^  P4P2,   welche, 
abgesehen  von  den  Punkten  P3  und 
P4,  ganz  im  Innern  von  61  liegen, 
und   aus   dern  Segment  P3P4  der 
Begrenzung  £  von  SI 

Dann  zeigt  zunachst  die  sehon 
in  §  48,  a)  benutzte  Methode  der 
partiellen  Variation,  daB  die  beiden 
;jfreien"  Bogen  PtP3  und  P4P2 
Extremalen  sein  mtissen. 

So  dann    betrachten    wir    eine  Mg  s^ 

zulassige  Variation  von  der  speziellen  Form 


bei   welcher   die   beiden  Bogen   P±PB  und  P4P2  ungeandert  bleiben 
und  nur  das  Stuck  P3P4  variiert  wird.    Die  Funktion  y(x)  ist  daher 

x)  Bin  Punkt  a;,  y  liegt  ,,nber"  dem  Bogen  S,  wenn 
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identiscli  Null  in  [^^3]  und  [%^2];  wakreod  in  [a%.%]  nacli  der  oben 
gemacliten  Bemerkung:  sq(x)  ;>  0  sein  muB.  Die  Funktion  ??(#)  darf 
also  in  [#3  #4]  ilir  Zeichen  nicht  wecltseln;  wahlen  wir:  ^(x)  >  0?  so 
darf  somit  die  Konstante  e  nur  positive  Werte  annelimen.  Daher 
konnen  wir  jetzt  aus  der  Ungleiehung1) 


nicht  ruebr  schliefien:  /'(O)  =  0,  sondern  nur:  eT(0)  ^  0. 

Nach  Ausfuhrung  der  partiellen  Integration  von  §  5,  a)  erhalten 
wir  dalier 


wobei  die  Argumente  von  fy9fy>  sind  x,y(&),  ^7(^).  Diese  Ungleicliiing* 
muB  erfullt  sein  fiir  alle  Funktionen  rj  der  Klasse  G'9  welclie  in  x, 
und  %±  versckwinden  und  tiberdies  der  Bedingung 

^0 
genugen. 

Die  in  §  5,  b)  zutQ  Beweis  des  Fnndamentallemmag  der  Variations- 
rechnung  angewandte  ScliluBweise  fiihrt  jetzt  zu  dena  Satz: 

W&nn  die  Kurve,  welcke  das  Integral  (40)  #u  einem  Minimum 
macMy  ein  Segment  P^P^  wiit  der  Begrenmng  S  des  SereicJies  91  gemein 
hat,  dann  mufi  entlang  diesem  Segment  die  Bedinymg  erfullt  sein 

fy~~  I^fy'>^  wenn  ^  iiber  P*P*  liegt> 

-       d    ~==  (4*) 

fy  ~~fa.fy'<  ^<  ivem  91  unter  P8P4  tiegt. 

Das  erbaltene  Eesultat  laBt  sich  nun  unmittelbar  auf  den  Fall 
tibertragen2),  wo  das  Integral 

* 

(x,y,x',yf}dt  (43) 

zu  einem  Minimum  zu  machen  ist,  und  wo  sowohl  die  zulassigen 
Kurven  als  die  Kurve  ©  in.  Paranieterdarstellung  gegeben  sind. 

Denn  ist  P  irgendem  Punkt  des  Bogens  P3P4;  so  kann  man 
stets  durcli  eine  DrebuBg  des  Ko  or  dinatensjs  terns  erreiclaen;  daB  im 
Punkt  P:  x'  >  0,  Dann  laBt  sick  die  Kurve  E  in  der  TJmgebung 
von  P  m  der  Form  y  «=  y($)  darstellen?  und  man  kommt  auf  das 

J)  In  der  Bezeichnung  von  p  20;  vgl.  Gleichung  (21)  auf  p.  21, 
fl)  TgL  die  Bemerkungen  am  Bnde  von  §  25,  e). 


§  52.    Randbedingungen  bei  Problemen  mit  Gebietselnscnrankungen.    395 

fruhere  Problem  zuriick.  Es  muB  dalier  im  Punkt  P  die  Ungleiclmng 
(42)  erfiiUt  sein?  aus  welcher  mit  Hllfe  der  Gleictungen  (16)  und 
(23)  des  funften  Kapitels  die  Wnerstrafi'scJie  EandbedingungT)  fur 
em  Minimum  fur  den  Fall  der  Parameterdarstdlung  folgt: 

T  ^  0(^0),  f44) 

wenn  der  Bereich  Si  zur  Linken  (Rechten)  des  Bogens  P3P4  liegt; 
dabei  bedeutet  f  den  Ausdrack  C23a)  YOU  §26,  berechnet  fur  die 
Kurve  S. 

^  Wenn  entlang  dem  Bogen  PEP4  der  Kurve  S  die  Funktion  F1 
positiy  1st,  so  gestattet  das  vorangegangene  Resultat  eine  einfache 
geometrische  Dmtiwg:  Alsdann  konnen  wir  namlich  nacla  §  27,  aj  durch 
jeden  Punkt  P  von  P3P4  eine  und  nur  eine  Extremale  (g  konstruieren^ 
welche  die  Kurve  S  in  P  gleichsinnig2)  beriihrt  Ftfliren  wir  dann 
in  den  Ausdruck  far  T  die  Krummung  1/f  von  5  im  Punkt  P  em 
und  bezeichnen  mit  1/r  die  Krtimmung  der  Estremalen  ®  im  Punkt 
P,  so  konnen  wir  unter  Benutzung  von  Gleichung  (23  b)'  von  §  26 
die  Bedingung  (44)  auch  sckreiben: 


zur  Linken  des  Bogens  P.P.   hegt,   folgt 
00*0/0 


Pflr   den  Fall,   wo 
i« 
nieraus: 

Wenn:  r  >  0;  d.  h.  wenn  der  Vektor  vom  Punkt  P  nacb  dent 
Kruinmungsmittelpunkt  M  von  ®  zur  Linken3)  der  positiven  Tangente 
an  S  in  P  Kegt,  so  muB  aucb.  r  positiv  sein 
und  der  Krummungsmitteipunkt  M  der  Ex- 
tremalen  ©  mu6  zwischen  P  und  M  liegen 
(oder  mit  M  zusammenfallen).  (Fig.  85). 

Wenn  dagegen:  r  <  0,  d.  h.  wenn  der 
Vektor  P  M  reehts  von  der  positiven  Tangente 
liegt,  so  muB  M  entweder  (Fig.  86)  auf  der 

*)  Von  WEIERSTKASS  dixekt  far  den  Fall  der 
ParameterdarstelluBg  abgeleitet,  Vorlesungen  1879; 
vgl  KOTJS&E,  Lehrbuch  p.  177  nnd  BOLZA,  Lectures,  Flg  85 

§  29,  a)  Zum  obigen  Beweis  beacbte  man  noch,  daB  nach  Grleicliung  (89) 
von  §  45  die  GroBe  T  bei  einer  Drehung  des  Koordinatensystems  invariant 
bleibt. 

*)  D  b.  so,  daB  die  positiven  Tangenten  beider  Kurven  zusammenfallen. 

3)  Vgl.  p  192. 
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•entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  liegen  wie  M  (wenn  namlich 
r  >  0);  oder  aber  (Kg.  87)  auf  derselben  Seite,  aber  jenseits  M  (oder 
mitJfzusammenfallen) 

Fallen 

Extre- 


In     alien 
muft    also    die 
male  ©  in  der  Vmgebung 
•des  Punktes  P  gams  ^m 
Sereicli  Si  liegen,   em 
Resultat,  das  sich  nach 
den  Existenztkeoremen 
von  §  33   a  priori  ci- 
warten  laBt. 

Im  Fall  des  Maxi- 
mum s    (statt  Minim  urns)   smd    die  Zeichen  ^  in  ^  umzukehren 

b)  Die  WeierstraB'solie  Bedingiing  in  den  "Dbergangspunkten: 
Neben  der  Bedingung  (44),  die  entlang  dem  Bogen  P3P4  erftillt 
seia  muB;  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung  der  ersten  Variation  noch 
je  eine  Bedingung  fin*  die  Punkte  P3  und  P4;  in  welchen  die  gesuchte 
Kurre  die  Begrenznog  d  YOB  SI  triffib,  resp.  verlafit 
Die  Grrenzkurve  S  sei  durch  die  Gleicliungen 


Fig  8. 


Fig  87. 


dargestellt  und  in  iHrer  ganzen  Ansdehnung  yon  der  Klasse  G"  .    Die 
Punkte  Ps  und  P4  mogen  den  Werten  a  —  a3  und  a  =  a±  entspreciien, 

1111(1  es  sel  A    <<  n    ^  n    ^  A 

J±$  <.  a$  <^  a^  <*  -fL4. 

Tim  die  Bedingungen  in  P3  zu  erhalten,  beacbten  wir;  dafi  die 
Funktion 


S  (* 


+  j  F(x(a\ 


x'(a), 


fiir  a  =  as  ein  Minimum  besitzen  mu6;  was  auf  Grund  der  Formeln  (18) 
von  §  37  sofort  zu  der   Weierstrafi'schen  Bedinguny1}  fuhrt: 
Im  Ubergangspunki  P3  mufi  die  Bedingung 


•erfullt  sein,  wobei  p^  gs  und  jp3,  q^  die  Richtungskosinus  der  positiren 
Tangenten  im  Punkt  P8  an  die  Bxtremale  P^P^  bezienungsweise  an 
die  Kurve  S  bedeuten 


*)  WEIEESTEASS,  Vorlesungen,  1879     Ygl  die  Ubungsaufgabe  Nr.  33  am  Ende 
von  Kap  IX. 
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Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  dea  Pankt  P4  an?  so.erhalfc 
man  das  Resnltat,  da8  im  PitnM  P4  die  analogs  Bedingung     - 


(4J  2/45    At>  24*5   A;  &)  =  ° 

erfailt  seui  inufi,  wobei  j^,  #4  und  p^  £4  die  Kichtungskosinus  der 
positiven  Tangenten  im  Punkt  P4  an  die  Extremale  P4P2;  beziekmgs- 
weise  an  die  Knrve  &  bedeuten. 

In^  dem  besonderen  Fall,  wo  das  Problem  entlang  der  Grenz- 
kurve  6  7,regol*arka)  ist,  folgfc  aus  Gleichung  ft  25)  von  §  30,  daB  die 
beiden  Grleichungen  (46)  nnd  (47)  nur  erffillt  sem  konnen;  wenn 


•das  heifit  aber:  Bei  einem  entlang  der  G-renzhtrve  E  reguldreii  Problem 
mussen  die  beiden  Extremalenbogen  PXP3  und  P4P2  die  Grenzkurve  S 
«*M  Punkte  P3,  bezielmngsweise  P4  gleichsinnig  berithren.*) 


XX 

In  der  .T,  ^/-Bbene  sei  eine  einfache,  gesctilossene  Kurve  S  von  der  Klasse  C" 
.gegeben,  uud  zwei  Punkte  Px  und  P2,  deren  Verbindungsgerade  die  Knrve  & 
sctmeidet.  Unter  alien  Kurven,  webke  dip  beiden  Punkte  Pl  und  P3  verbinden. 


*)  Vgl.  §  27,  a). 

2)  WEIEKSTKASS  benandelt  auch  den  Fall,  wo  die  gesuchte  Kurve  der  Be- 
dingung unterworfen  -wird,  niit  der  Begrenzung  S  nur  einen  einzigen,  nicht  vor- 
gegebenen  Punkt  P0  gemein  zu  haben  Durch 
ein  dem  obigen  ganz  analoges  Yerfakren  (siehe 
Fig.  88)  findet  man  leicht,  da6  im  Punkt  P0  die 
Bedingung 

o5?015o?A15o)    I48) 


•erfultt  sein  muB,  wenn  jp0,  a,;  ^0»  5o»  A>  go  der 
Beihe  naek  die  Ricntungakosmus  der  positiven 
Tangenten  der  Kurven  P,  P01  P0  P2,  6  im  Punkt  P0 
bedeuten. 

WEIERSTRASS  selbst  gibt  die  Bedangung  in 
der  folgenden  Form,  die  sich  leicbt  aus  (48) 
ableiten  lafit: 


as 


wenn  ^0,  ^0  die  numerischen  Werte  der  Wmkel  bedeuten,  welche  die  beiden 
Uichtungen  J>0jjf0  1  resP  JPo  ,  50  mit  der  Richtung  _p0  ,  qQ  bilden,  so  gemessen,  daJB 
beide  Winkel  ^TT  TgL  KNESER,  Lehrbuch,  p  173;  BOLZA,  Lectures,  pp.  151,  267; 
HANCOCK,  Lectures,  pp  241  —  243. 

3)  Vgl    KNESER,  Lehrbuch,  p.  178, 

JB  o  1  z  a    Tanationarechnung.  2  6 
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imd  nicht  in  das  Innere  cf  der  gescblossenen  Kurve  §  elndringen  ,   die  kurzeste 
zu  linden. 

Hier  ist  JFT=^5 


/'2\  Der  Bereich  01  bestebt  bier  aus  der  ganzen  Ebene 
mit  AusscbluB  des  Bereich.es  cF  Die  gesuchte  Kurve  muB  aus  geradlinigen  Seg- 
menten  und  aus  Segmenten  der  Kurve  (I  bestehen.  Die  letzteren  diirfen  mcht 

Tcorikav  nacli  aufien  sein,  da  im  gegenwartigen  Fall    — 
1  „_  r 

dingung  (45)  lautet:  ~ 


„ 
oder~^>0,  je  nachdem  der  Bereicb 


0  und  somit  die  Be- 
zur  Linken 


oder  Becbten  des  betreffenden  Segmentes  liegt. 

Da   das  Problem  regular  ist,    so    miissen  die   geradlinigen   Segtnente    die 
S  in  den  tlbergangspunkten  bertibren. 


(Siebe  pp  X,  33,  79)    F  = 

Der  Bereicb  &,  ist  die  obere  Halb-Ebene:  «/>0;  die  Grenzkurve  also  die 
Die  zulassigen  Korven  sind  die  Gesamtbeit  aller  gewdhnlicben  Kurven^ 
die  in  diesem  Bereich  von  Pt  nacb  P3  gezogen  werden  kdnnen.  Bei  der  Be- 
handlung-  des  Problems  in  Paranaeterdarstelking  treten  auBer  den  scbon  fruher 
gefundenen  Kettenlmien 

als  weitere  Extrenaalen  nocb  die  Geraden 
r  x  «=  konst 

Da  die  Kettenlinien  die  ^c-Acbse  nie  treffen,  so  ist  die  einzige  mftgliche 
Ldsung,  welche  ein  Segment  der  #-Acbse  entbalt,  die  aus  den  Ordinaten  PlP^f 
P4  Pa  der  beiden  Punkte  Pj ,  P2  und  dem  sie  verbindenden  Segment  Pg  P4  der 
ic-Acbse  zusammengesetzte  Kurve.  Da  entlang  der 

?=-!, 
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so  1st  die  Bedingung  (44)  fur  das  Segment  P8P4  erfullt;  und  da 
§(#  ,  2/;  cos  0,  sin  6;  cos  0,  sin  6)  =  (1  —  cos  (d  —  6))  y, 

so  sind  auch  die  Bedingungen  (46)  und  (47)  in  den  Ubergangspunkten  P8  und 
P4  erfullt. 

Diese  diskontinuierliche  Losung  ist  zuerst  von  GOLD  SCHMIDT  l)  bemerkt 
worden  (1831).  TODHUNTEE  *)  hat  bewiesen,  dafi  du  gebrochene  Lime  P1PSP4P2 
stets  ein  starkes  relatives  Minimum  liefert.  Nimmt  man  namlich  auf  der  Geraden 
PtPz  einen  Ptinkt  P  an  und  schneidet  dann  auf  einer  beliebigen  von  Px  aus- 
gehenden  rektifizierbaren  Kurve  einen  Bogea  Pl  Q  gleich  ,P^P\  ab,  so  ist,  wie 
man  leicht  zeigt,  die  Ordmate  M  Q  des  Punktes  Q  grofier  als  P8P,  es  sei  dennT 
dafi  der  Bogen  Pt  Q  mit  dem  geraden  Segment  P1  P  identisch  ist. 

Daraus  folgt:  Ist  ^  irgend  eine  von  der  6roldschmtdt'sehen  Losung  verschie- 
dene  zulasstge  Kurve  von  Pt  nach  P^,  der  en  Lange  ^  Ps  Px  ,  +  |  P4P3  ;  ,  so  liefert 
die  G-oldschmidt'>sche  Losung  einen  Tdeineren  Wert  fur  das  Integral  J,  ah  die 


Zuni  Beweis  schneide  man  auf  der  Knrve  (£  von  Pt  axis  einen  Bogen  Px  Q^ 
gleich  |  P!  Ps  1  und  von  P2  aus  einen  Bogen  P2  Q%  gleich  |  P2  P4  |  ab  und  wende 
das  obige  Lemma  an. 

Schlieftlieh  kann  man  leicht  eine  Umgebung  der  diskontinuierlichen  Losung 
PXP3P4P2  angeben,  derart,  daB  fur  alle  in  derselben  verlaufenden  zulassigen 
Kurven  die  obige  Ungleichung  fur  die  Lange  erfullt  ist,  womit  Tbewiesen  ist,  daB 
die  Goldschmidtjsche  Losung  in  der  Tat  stets  em  relatives  Minimum  fur  das 
Integral  J  liefert. 

Die  diskontinuierliche  Losung  liefert  eine  wichtige  Erganznng  unserer 
firiiheren  Eesultate  uber  kontinuierliche  Losungen  (p.  81}  Bezeichnen  wir  nam- 
lieh mit  I  und  II  dieselben  beiden  Bereiche  wie  auf  p.  81  (siehe  Fig  12),  so 
haben  -wir  fruher  gesehen,  daB  nach  einem  Punkt  P2  im  Innern  des  Bereiches  H 
keine  Kettenlinie  mit  der  ic-Achse  als  Direktrix  gezogen  werden  kann.  Hier  ist 
also  die  diskontinuierliche  Ldsung  die  einzige  mogliche  Losung.  Dasselbe  giltT 
wenn  der  Punkt  P2  auf  der  Enveloppe  %  liegt,  da  die  Elettenlinie  P1  P2  nach 
§  47,  d)  keia  Minimum  liefert. 

Liegt  dagegen  der  Punkt  P2  im  Innern  von  I,  so  haben  wir  zwei  Losungen, 
welche  jede  ein  relatives  liinimum  liefert:  eine  Kettenlinie  und  die  diskontinuier- 
liche LSsung. 

Mit  diesen  beiden  LSsungen  sind  zugleich  alle  moglichen  Losungen  des 
Problems,  das  Integral 


tl 
zu  einem  relativen  Minimum  zu  machen,  erschopffe,  wenn  wir  die  trivialen 


x)  Siehe  das  Zitat  auf  p.  81,  PuBnote  2). 

2)  Researches  ^n  the  Calculus  of  Variations,  p  60,  vgl.  aueh  MARY  E.  SINCLAIR* 
Annals  of  Mathematics  (2)  Bd.  IS,  p   151. 

26"*- 
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beiseifce  lassen.  Deim  jede  Losung  jornB  sich  zusammensetzen  aus  einer  endliciien 
Anzalil  you  Kettenhnienbogen,  von  geraden  Segmenten  parallel  der  y-Achse  und 
von  Segmenten  der  rc-Achse  Ecken  konnen  nach  §  48,  c),  Zusatz  I,  im  Innern 
der  obeien  Halbebene  nicht  anfbreten.  Erne  emfache  ITberlegung  zeigt  dann, 
dafi  die  beiden  gefandenen  Losungen  die  einzig  moglichen  Kombinationen  dar- 
stellen, 

Wir  werden  spater1)  zeigen,   daJS  eine  der  beiden.  Losungen  stets  zngleieh 
aueh  das  absolute  Minimum  fur  das  Integral  3  liefert.2) 


§  53.   Hinreichende  Bedingungen  t>ei  Losungen »   welclie  Segniente 
der  G-renzkurve  entkalten. 

Wir  nehmen  an;  wir  hatten  eine  Kurve  PjPgP^Pg  gefunden, 
welche  den  bisher  als  notwendig  erkannten  Bedingungen  geniigt7 
d  h  also: 

1  Die  Bogen  P^P^  und  P4P2  sind  Extremalen,,  welche  fur  sicli 
betrachtet  den  fiir  ein  Minimum  bei  fasten  Endpunkten  notwendigen 
Bedingungen  (II),  (III);  (IV)  geniigen; 

2.  enfclang  dem   Bogen  PdP4  der   Grenzkurve   ist   die   Bedingung 
(44)  erfuUt; 

3.  m   den  TJbergaugspunkten  P3   und   P4   sind    die   Bedingungen 
(46)  und  (47)  erfiillt 

Uberdies  nioge  der  Kuryenzug  Px  Ps  P4  P2  keme  metrfachen  Puukte 
besitzen  Der  Bereich  SI  tnoge;  um  die  Ideen  zu  fixieren,  zur  Linken 
des  Bogens  P3P4  liegen. 

BLISS  3J  hat  gezeigt,  dafi  fiir  regular e  ProHeme  diese  Bedingungen 
auch  hinr&ichend  sind  fur  e^n  Minimum  des  Integrals  J,  wofern  sie 
dahin  verschcirft  werden,  dafi  (III)  durcli  (IIP)  und  die  "Bedingung 
(44)  dwreli 

T<0  (50) 

ersetet  werden. 

Da  das  Problem  als  regular  vorausgesetzt  wird,  also  Fl(x}y?  cosj/; 
smy)  4s  0  fur  jedes  y  im  ganzen  Bereick  51,  so  mftssen  nact  §  52,  b) 
die  Extremalenbogeu  Pt  P3  und  P4  P2  in  den  Punkten  P3  und  P4  die 
Ghrenzkurve  S  gleichsinnig  beriihren. 

Da  tiberdies  msbesoudere 

^ f\  >  0  entlang  S;  (51; 


J)  Vgl   §  57,  e). 

3j  Hierzu  weiter  die  Ubwngsatffgdben  Ni  33—40  am  Ende  von  Kap   IX. 
J)  Transactions   of  the  American   Mathematical   Society,    Bd    V" 
(1904)  p   477 
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so  konnen  wir  nach  §  52;  a  i  die  Bedmgung  (50)  auch  schreiben 

V-7>°  "  (52) 

Der  Beweis  von  Bliss,  bei  dessen  Darstellung1)  wir  iibrigens 
liier  niebt  auf  alle  Emzelheiten  eingehen  kdnnen,  griindet  sicb.  einer- 
seits  auf  die  Konstruktion  ernes  zusammengesetzten  Feldes,  da&  aus 
der  Sehar  von  Eztremalen  dureli  einen  Punkt  P0  auf  der  Fortsetzung 
des  Bogens  P1PB  iiber  P1  Mnaus  urtd  aus  der  Schar  von  Extremalen, 
welcbe  deii  Bogen  P3P4.  beruhren,  gebildet  wird7  andererseits  auf 
die  Ausdeknung  des  WeierstraB'schen  Fundamentalsatzes  auf  ein 
solctes  Feld. 

a)  Die  Scliar  von  Extremal  en,  welclie  die  Grrenzkurve  beriiliren: 
Aus    der  Ungleickung  (51)   folgt  naeh  §  21?  a);   daB  wir  durch. 
jeden  Punkt  P(a)  der  Grrenzkurye 

£:  x^x(a\        y=*y(a),        A^a^A± 

eine  und  nur  eine  Extremale  ©a  konstruieren  koniieii^  welclie  die 
Kurve  @  im  Punkt  P  gleichsmnig  beriinrt  Wir  konnen  den  ana- 
lytisclien  Ausdruck  derselben  sofort  mit  Hilfe  der  Funktionen  3E;  D 
Yon  §  21,  b)  hinselireiben;  namlicb 

x^$(t',x(a)}y(a),d(a))==cp(t,a),  y-D(*;  x(a\y(a\  fl(a))  =  ^(#,a).  (53) 

Dabei  bedeutet  t  die  Bogenlange  der  Extremalen  @a?  gemessen 
Tom  Punkt  P  an?  und  6  (a)  den  Tangentenwinkel  der  Kurve  E  im 
Punkt  P,  so  normiert2),  daB  0(a)  eindeutig  und  stetig  1st  entlang 
S.  Aus  den  Existenztbeoremen  tiber  Differentialgleichungen  folgt, 
daB  sicb.  eine  positive,  von  a  unabbangige3)  Q-roBe  I  angeben  1'aBt 
derart?  daB  die  Erfcremale  ®fl  mindestens  im  Inter  vail:  1  1\  ^  I  existiert. 

Lassen  wir  a  variieren?  so  erbalten  wir  so  eine  Scbar  von  Extre- 
malen;  welche  die  Kuire  S  beriibren?  und  welcbe  durcb  die  Gleichungen 
(53)  dargestellt  sind. 

Die  Funktionen  <p;  ^  geniigen  folgenden  Anfangsbedingungen: 
,  a]  =  x(a\        ^(0,  a)  =  y(a), 

(     > 


l]  Wir  weichen  dabei  darin  von  Bliss  ab,  daB  wir  den  Beweis  diiekt  fur 
das  Problem  in  Parameterdarstellung  geben,  wahrend  Bliss  die  Aufgabe  znerst 
fur  den  speziellen  Fall  des  re-Problems  16  st  und  dann  den  allgemeinen  Fall  der 
Parameterdajstelliing  rnittels  einer  Punkttransformation  der  Ebene  auf  jenen  Fall 
zuruckfuhrt. 

2)  Vgl.  §  34,  Gleichung  (1732)  s)  Vgl.  §  23,  a),  Zusatz. 


402 


Achtes  Kapitel     Diskontintderliche  Ldsungen. 


wenn  wir  der  Einfachheit  halber  fur  a  die  Bogenlange  auf  der  Kurve 
C  wahlen      Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  a 

q>ta(0,  a]  -  x"(a),          ^<a(0,  a)  -  y"  (a),  ^ 

woraus  sich  fur  die  Funktionaldeterminante 


die  Grleiehungen  ergeben: 

A(0,  a)  =  0,  A/0,  a)  =  i  —  4  - 

\       '         J  '  l\       7         J  y*  y. 

Es  seien  jetzt  ag,  a^  irgend  zwei  den  TIngleiehungen 


(56) 


gentigende  Grofien-  alsdann  kann  rnan  "beweisen1);  dafi  unter  den  ge- 
machten  Annabmen  die  Gleichtoigen  (53)  eine  ein~eindeutige  Beziehung 
zwischen  dem  Reeliteck 


in  der  tf,#-Ebene  und  desseu  Bild  of  in  der  ir;j/-Ebene  defimeren;  wo- 
fern   die   positive   GroBe  A)   hinreicliend   klem   genoinmen    wird.     Der 


t-o 


t  «  x 

91. 


Fig.  92 


Beweis  ist  jedoch  tier  wesentlich  komplizierter  als  in  dem  in  §  31,  a) 
betracliteten  Fall?  weil  die  Funktionaldeterminante  A(^a)  im  Recht- 
eck  <9L  verschwindet^  wie  klein  auck  "k  genommen  werden  moge; 
nainlicli  entlang  der  Seite  t  «=  0 

Das  Bild  der  Begrenzung  des  Eecktecks  &i  ist  erne   stetige  ge- 
schlossene  Kurve  ohne  mebrfache  Punkte  P^P^P^.     Die  Punkt- 

x)  Wir  Terweisen  auf  BLISS,   loc.   cit    pp    482,    488   und  BOLZA,   Trans- 
actions of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  VIII  (1907)  p   399. 


§  53.    Hinreichende  Bedragimgeo  403 

snenge  of  ist  identisch  mit  dem  Innern  dieser  gesehlossenen  Kurve 
zusammen  mit  der  Kurve  selbst.  Dieser  Bereich  wlrd  also  VOB  den 
Extremalen  der  Schar  (53)  einfacli  und  luckenlos  uberdeckt,  wenn  / 
•and  a  auf  das  Rechteck  €L  beschrankt  werden.  In  diesem  Sinn 
bilden  die  Extremalen,  icelcke  den  Bogen  P^P^  leriihren,  ein  Feld.  Es 
iiandelt  sicli  aber  nur  um  ein  ;7uneigentliehes  Feld",  da  die  fruher  fur 
ein  Feld  aufgestellten  Bedingungen  wegen  des  Versehwindens  der 
Funktionaldeterminante  bier  nicbt  ausnahmslos  erftillt  sind. 

Die  ??inversen  Funktionen  des  Feldes",  die  WIT  wieder  mit 


bezeiehnen,  sind  stetig  im  ganzen  Bereieh  oP  und  tiberdies  von  der 
Klasse  Cr  in  alien  Punkten  von  oP  mit  Aiisnahme  der  Punkte  des 
Bogens  P^P^j  in  denen  die  partiellen  Ableitungen  im  allgeraeinen  zu 
existieren  aufhoren. 

b)  Konstruktion  des  znsammengesetzten  Peldes: 
Wir   kombinieren  jetzt   nach  Bliss   das   im  vongen  Absatz  be- 
trachtete  Feld  mit  dem  Feld  von  Extremalen  dnrch   emen  Punkt  P0 
anf  der  Fortsetzung  der  Extremalen  P^P^  iiber  den  Punkt  P1  ninaus 
Letztere  Schar  sebreiben  wir  in  der  Normalform  von  §  27,  d) 

x  =  X  (r,  XQJ  y<>,a)z=<P  (T,  «),  y  ==  ty  (t  ;  x^  y07  <*)  =  $  (v,  a),       (57) 

wobei  T  die  Bogenlange  bedeutet?  gemessen  vom  Punkt  P0  aus;  und 
«  den  Tangentenwinkel  der  Extremalen  (£«  im  Punkt  P0. 

Die  Scbar  (57)  enthalt  unsern  Extremalenbogen  PiP3;  dies  moge 
fur  a  =  a0  stattfinden,  und  dem  Punkt  P3  moge  dabei  der  Parameter- 
wert  T  ==  T3  entsprechen.  Aus  unserer  Voraussetzung  (III')  folgt  wie 
in  §  32,  b),  daB  wir  den  Punkt  P0  so  nahe  bei  Px  annelimen  konnen; 
daB  die  Schar  (57)  ein  Feld  um  den  Bogen  PiP3  liefert?  wenn  t  und 
a  auf  den  Bereich 


beschrankt  werden;  wofern  die  beiden  positiven  GroBen  d1  und  A"x 
hinreichend  klein  gewahlt  werden. 

Von  diesem  Feld  behalten  wir  denjenigen  Teil  bei,  welcher  dem 
Bereich  $1  angehort;  wir  bezeichnen  diesen.  Teil  mit  I  (Siehe  Fig.  93). 

Wie  wir  gesehen  haben?  beruhrt  der  Extremalenbogen  PAP3  die 
Kurve  S  im  Punkt  Ps  gleichsinnig;  dasselbe  tut  aber  auct  die  Extre- 
male  @^  der  Schar  (53),  und  da  tiberdies  Fl  4=  0  entlang  (S,  so  muB 
die  '  Extremale  @a  im  Sinn  von  §  23,  d)  die  Fortsetzung  des  Bogens 
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PtPg  sein;   also  gleichzeitig  der  Extremalen  a  =  cc(}   der   Schar  (51) 

angehoren.  *) 

Andererseits  beruhrt  der  Extremalenbogen  P4P2  die  Kurve  &  im 

Punkt  P4  gleichsinnig;   er  muB  also   der  Extremalen  @a4  der  Schar 

(53)  angehoren 
Diese  Extremale 
existiertalso  nicht 
blo8  im  Intervall: 
0<^<^&,  sondern 
in  dem  ganzen 
Intervall:  0  <:  t 
<;tf2;  worin  t%  die 
'  Lange  des  Bogens 
'  P4P2  bedeutet ;  sie 
laBt  sich  sogar 
nach  §  23;  d)  auf 
em  etwas  weifceres 

Interyall:  0  ^  t  ^  t%  +  d%  fortsetzen     Daiaus  folgt  aber  nach  §  27,  c), 

daB  sich  erne  positive  GroBe  A*2  <  a[  —  a±  angeben  lafit;  derart,  daB  samt- 

liche  Extremalen  der  Schar  (53),  fur  welche  a4  —  7*%2  <j;  a  ^  a4  +  k%? 

im  ganzen  Intervall:  0  <^  t  ^  t%  +  d%  existieren 

Wir  behalten  nun  von  dem  von  den  Extremalen  der  Schar  (53) 

gebildeten  Feld  of  denjemgen  Teil  bei;  welcher  das  Bild  des  Bereiches 

mittels  der  Transformation  (53)  ist.     Diesen  Teil  von   of  bezeichnen 
wir  mit  II;  derselbe  bildet  a  fortiori  ebenfalls  em  Feld. 
Endlich  bezeichnen  wir  mit  III  das  Bild  des  Bereiches 

mittels  der  Transformation  (53).  Anch  dieser  Bereich  bildet  em  Feld? 
vorausgesetzt,  daB  d%  und  \  hinreichend  klein  gewahlt  werden  Denn 
die  Funktion  A(^a4)  verschwindet  nach  (56)  fur  £=0;  daher  kann 
sie  nach  dem  Sturm;schen  Satz  (§  11;  c))  zwischen  0  und  /s  nicht 


l)  Bei  der  von  tins  gewahlten  Darstellung  der  beiden  Scharen  (53)  und  (57) 
erleidet  allerdings  der  Parameter  beim  iJbergang  von  P^P^  auf  den  Bogen  @aa 
•einen  Sprung  Dem  kann  man  aber,  wo  ea  notig  sem  sollte,  dadurch  abhelfen, 
daB  man  zunachst  den  Anfangspunkt  fur  den  Bogen  a  der  Kurve  S  so  wahlt, 
daB  «8  =  tr8 ,  und  sodann  in  der  Schar  (53)  den  Parameter  t  durcn  t  —  a  ersetzt. 
Dabei  wird  dann  auf  der  Extremalen  ®a  der  Berthrungspunkt  mit  S  durch.  den 
Wert  t  =  a  gegeben 
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nocli   emmal    versclnrinden,  da  naeh  Yoraussetzung  (III7)  der  Bogen 
P4P2  den  zu  P4  korrjugierten  Punkt  nicht  enthalt. 

Diese  drei  Felder  I,  II,  III  setzen  sick  nun  git  einem  einngen 
Feld  21  zusammen.  Die  beiden  Felder  I  imd  II  stoBen  entlang  dem 
Bogen  P3P7  der  Extremalen_  @aj  zusammen?  die  beiden  Felder  II  und 
III  entlang  dem  Bogen  P5P6  der  Knrve 

x  =  g>(7i,  a),         y  =  ^(t,  a\         a±  —  L2  <jj  a  <^  a4  +  k2. 


Sonst  haben  die  drei  Felder  keine  Punkte  geniem,  wofein  die  GroBen 
7r,  7r1?  Z"2,  rf1?  ^  ninreichend  klein  gewahlt  werden 

c)  Das  Feldintegral  nnd  der  WeierstraB'sche  Pundamentalsatz; 

Es  sei  jetzt  P9  irgendein  Piinkt  des  im  vorigen  Absatz  kon- 
struierten  Feldes  2,1;  x9y  seine  Koordinaten. 

Liegt  der  Punkt  P9  im  Bereict  I,  so  gent  durch  ihn  eine  dem 
Feld  angehorige  Extremale  P0P9  der  Schar  (57).  Unter  clem  Feld- 
integral  W(x7  y)  verstehen  wir  dann  genau  Trie  in  §  31,  b)  den  Wert 
unseres  Integrals  J  genommen  entlai%  dieser  Extremalen  P0P9,  be- 
trachtet  als  Funktion  von  x,  y  Dann  gelten  fur  die  partiellen  Ab- 
leitungen  von  W  ohne  weiteres  die  Hamilton'schen  Formeln  (148) 
yon  §  31. 

Liegt  dagegen  P9  im  Bereich  II  +  III?  aber  nieht  auf  der  Kurve 
S,  so  geht  dnrch  ibn  eine  dem  Feld  angehorige  Extremale  der 
Schar  (53);  ihr  Beruhmngspunkt  mit  der  Grenzkurve  S  sei  der  Punkt 
P8.  In  diesem  Fall  Yerstehen  wir  unter  dem  Feldintegral  W(x,  y) 
das  Integral  J  genomnien  Yom  Punkt  P0  entlang  der  Extremalen 
P0P1P3  bis  zum  Punkt  P3,  Yon  da  entlang  der  KurYe  S  bis  zum 
Punkt  P8  und  endlich  vom  Punkt  P8  entlang  der  Extremalen  PSP$ 
der  Scbar  (53)  zum  Punkt  P9,  das  Integral  wieder  betrachtet  als 
Funktion  von  x,y; 

y)=JM  +  Jn  +  Jto.  (58) 


Wir  wollen  zeigen,  da6  auch  in  diesem  Fall  die  Hamilton'  sclien 
Formeln  noch  gelten. 

Der  Parameter  des  Punktes  P8  auf  der  KurYe  ©  sei  a}  derjenige 
des  Punktes  P9  auf  der  Extremalen  P8P9  sei  t.  Wir  betrachten  das 
Feldintegral  W  zunachst  als  Funktion  Yon  t  und  a  und  bezeichnen 
dasselbe?  so  aufgefaBt,  mit  u(t,  a)  Es  isl  also 
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ei  die  Funktion  &(t,(i)  fur  die  Schar  (53)   durch.  die  Grleichung 
(83)  yon  §  27  definiert  ist. 

Da  das  Integral  /013   von  t  und  a  unabhangig  ist,  so   erhalten 

wir  zunaehst  %„ 

)  (59) 


nmd  weiter  unter  Benutzung  der  Lagrange'schen  partiellen  Integration 


Nun  folgt  aber  aus  den  Relationen  (54)  nnd  (55)  unter  Benutzung 
-der  Homogeneitatsrelation  fur  F: 


also  kommt 

£  =  Z*(f,a)9a(t,a)  +  9>(#,a)^0fto).  (60) 

Wir  erhalten  also  fur  die  partiellen  Ableitrmgen  von  u  dieselben 
Ausdrucke  wie  bei  einem  gewolmliclien  Feld1),  und  daraus  folgt  dann 
weiter,  weim  wir  von  den  Variabeln  t,  a  zu  den  Variabeln  %?  y  uber- 
gehen;  dafi  auch  fiir  die  partiellen  Ableitungen  von  W  nacK  x  und  y 
<3ieselben  Formeln  gelten  wie  frillier,  d  h.  eben  die  Hamilton'sclien 
JFormeln. 

Die  Definition  (58)  des  Feldintegrals  dehnen  wir  aucli  auf  den 
Fall  aus;  wo  der  Punkt  P9  auf  der  Kurve  ©  liegt?  indem.  dann  einfach 
•der  Punkt  P9  mit  P8  zusammenfallt;  weshalb  m  (58)  das  letzte  Grlied 
J8$  —  0  zu  setzen  ist. 

Die  nunmehr  fiir  das  ganze  Feld  SI  eindeutig  definierte  Funktion 
W  ist  stetig  im  ganzen  Feld,  und  es  gelten  fiir  ilire  partiellen  Ab- 
leitungen die  Hamilfcon'sclaen  Formeln  in  alien  Punkten  von  2i  mit 
^inzig  niogliclier  Ausnahme  der  Punkte  der  Kurve  d;  in  denen  die 
Existenz  der  partiellen  Ableitungen  fraglieh  wird, 

Wir  ziehen  jetzt  vom  Punkt  f^  nacli  dem  Punkt  P2  irgendeine 
gewolmliche  Kurve  ®,  welche  ganz  im  Feld  9L  gelegen  ist  5  sie  moge 
durcb  die  Bogenlange  s  als  Parameter  dargestellt  sein 

Dann  konnen  wir  die  Weierstrafi'sche  Konstruktion  in  folgender 
Weise  anwenden:  Ist  P9  irgendein  Punkt  von  (S;  so  definieren  wir 
die  Fmxfction  , 


Die  Funktioa  S(s9)  ist  stetig  entlang  ©?  und  es  ist 


4)  Vg\    die  G-leicliiingen  (14,4)  und  (146)  yon  §  31 
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Da  die  Hamilton'scnen  Formeln  bestehen  bleiben,  so  findet  man  fftr 
die  Ableitung  von  S?  genau  wie  friiher,  in  der  Bezeienmmg  YOB  §  32;  a); 

#'(><))  =  —  §(^,^5^,29;  J>e,§9>  (62) 

Dies  gilt  zunachst  nur?  wenn  der  Punkt  P(J  nicnt  auf  der  Grenzkurve 
£  liegt.  Hat  die  Kurve  £  ein  Segment  mit  der  Kurve  (f  gemein, 
so  folgt  aus  der  Definition  der  Funktion  S,  daB  S(s$)  entlang  diesem 
Segment  konstant  ist,  also  $'(s$)  =  0.  Da  aber  fur  ein  solches  Segment 

JPs  =  A  =  P*,     ^  ^  $9  =  <[*,     also  8  =  07 

so  bleibt  die  Formel  (62  J  auch  ftir  ein  solches  Segment  bestehen. 
Wir  wollen  annelimen^  daB  die  Kurve  ©  nur  eine  endliche  Anzahl 
derartiger  Segmente  entn'alt. 

Es  folgt  dann,  daB  fiir  die  totale  Variation  AJ"  der  Weierstrafi- 
scJie  Fundamentalsatz  (156)  von  §  32;  a)  gilt,  und  da  das  Problem 
als  regular  vorausgesetzt  ist,  so  folgt  nach  §303b);  daB  A  J">  0,  es 
sei  denn,  daB  die  8-Funktion  entlang  der  ganzen  Kurve  £  verscawinde, 
was  nieht  eintreten  kann.  wenn  die  Kurve  (£  nicnt  mit  dem  Kurven- 
zug  P1PaP4P2  zusammenfallt. 

Somit  ist  bewiesen?  daB  unter  den  im  Bingang  dieses  Paragraphen 
anfgezalilten  Bedingungen  der  Kurvenzug  P1P3P4P2  in  der  Tat  ein 
starkes  Minimum  fiir  das  Integral  J"  liefert. 

Beispiel  XX  (sieke  p.  397): 

Wenn  der  Bogen  P3P4  dei  Schranke  S  nach  aufien  konvex  ist,  so  sind  die 
samtlicheu  hinreichenden  Bedingungen  erfullt,  und  der  Knryenzng  P^P^P^P^ 
liefert  in  der  Tat  ein  starkes  Minimum.1) 

§  54      Das   Newton'sclie    Problem,    des   Rotationskorpers    kleinsten. 

"Widerstandes.s) 

An  die  Probleme  niit  Gebietsbeschrankung  wiirde  sich  naturgem'aB 
eine  Besprecliuiig  von  Aufgaben  mit  GefallbeschrdnJcung  anscHieBen; 
auch  diese  fahren  im  allgemeinen  auf  diskontinuierliche  Losungen. 
Da  jedoch.  Aufgaben  dieser  Art  noch.  wenig  imtersucht  worden  sind3), 

*)  Hierzu   die   Ubungsaufgdben  Ni.  34,  35,  38  —  40   am  Ende  von  Kap.  IX. 

2)  Wegen   der  I/iterator  vgl.  PASCAL,    Variattonsrechnung y  §  30;   vgl.   auch 
oben   p,  95,  FuBnote  x),    die   sich.   ubrigens   auf  eine   andere  Fornmliernng   des 
Problems  bezieht  (ohne  Gefallbeschrankung) 

3)  Eine   Aufgabe    dieser   Art   behandelt   ZEBMELO,   Jahresbericnte    der 
Deutschen  Mathematikervereinigung,  Bd.  XI  (1902),  p   186  (siehe  Ubungs- 
aufgabe  Nr  41  am  Ende  von  Kap.  IX).   Ygl.  anch  Beispiel  VIII,  p.  34  und  Ubungs- 
aufgabe  Nr.  35  auf  p.  149. 
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so  begntigen  wir  nns  damit^  em  hierher  gelwiges,  naeh  versahiedenen 
Biehktngen  interessantes,  klassisches  Beispiel  im  einzelnen  durclizu- 
fahrenj  das  N ewton'sche  Problem  des  Eotationskorpers  von  kleinstem 
"Widerstand. 

a)  Analytische  Pormtdiening  der  Aufgabe; 

Wir  betrachten  den  Rotationskorper,  der  durch  Rotation  der 
Kurve  ASD  tan  die  ^-Achse  erzeugt  wird.  Dabei  soil  der  Pnnkt 

A  anf  der  ^-Aclise  liegen;  wir  wahlen 
ilin  der  Einfachheit  halber  znm  Ko- 
ordinatenanfang.  Der  Punkt  S  liege 
m  der  oberen  Halbebene,  sodaB  seine 
Ordinate  DB  positiT  ist  Dieser  Ro- 
tationskorper  bewege  slch  mit  kon- 
stanter  Geschwmdigkeit  V  in  der 
Rictitung  der  negativen  j;-Aclise  in 
einem  widerstehenden  Medium,  das 
aus  gleicheB;  gleichmafiig  verteilteny 
in  Rulie  befindlicben  niateriellen  Teil- 
chen  besteht. 

Ist  dann  die  Meridiankur^e  AS 
durch  einen  Patameter  t  dargestellt, 
der  von  t0  bis  ts  wachst;  so  erhalt 
man  nach  NEWTON  l)  ffir  den  Wider- 
Fig  94  stand,  welchen  der  Rotationskorper 

l)  P'j  tneipia  philoso^ae  naturahs,  Bncii  II,  Sect  VII,  Prop  XXXIY,  Scholium 
(1686)  Newton  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dafi  die  Wirkung  des  Zusammen- 
praEs  des  Korpers  und  der  Teilclieii  des  Mediums  dieselbe  ist,  als  wenn  der 
Korper  ruhte  und  die  materiellen  Teilchen  mit  deiselben  Geschwindigkeit  T  in 
der  Richtung1  der  positiven  ^c-Achse  gegen  den  Korper  gesclileudert  wnrden 
Der  StoB  eines  einzelnen  Teilchens,  das  im  Punkt  _P  den  Rotationskorper  trifftt 
moge  nach  G-roBe  und  Eichtung  durch  den  Vefctor  PQ  =  f  dargestellt  werden 
(siehe  Figor  94),  man  zerlege  denselben  in  eine  noimale  Komponente  PN  und 
eine  tangentiale  Komponente  P27;  letztere  ist  ohne  Wirkung  auf  den  Korper, 
wenn  die  Reibung  yernacMassigt  wird.  Die  norm  ale  Komponenfce  PN  zerlege 
man  weiter  in  eine  Komponente  PL  in  der  Kichtung  der  as-Acbse  und  in  erne 
Komponente  PM  senkrecht  dazu.  Gleiehzeitig  tnfft  em  zweites  Teilchen  mit 
derselben  Gesehwindigkeit  den  Rotationskorper  in  dem  zum  Punkt  P  in  Be- 
ziehung  auf  die  rc-Ackse  symmetrischen  Punkt  P'  Die  analoge  Zerlegung  fiihit 
zu  einer  Komponente  P'  M'  in  der  Richtung  der  «/~Achse,  welche  mit  der  Kom- 
ponente PM  in  derselben  Geraden  liegt,  ihr  absolut  gleich,  aber  entgegengerichtet 
ist  Yon  dem  StoB  PQ  bleibt  daher  nur  die  Komponente  PI/  =  fsm20  als 
wirksam  ubng,  wenn  0  den  Tangentenwinkel  der  Kurre  AB  im  Punkt  P  bedeutet 

Sei  jetzt  n  die  Anzahl  derjenigen  Teilchen,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Flacheneinheit  der  durch  Rotation  dei  Ordinate  AC  =  DIB  um  die  #~Achse 
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erfalirt,    (abgesehen  von   einem  von  der  Grestalt  der  Kurve  AS  un- 
abhangigen  nuinerischen  Faktorj  das  bestimmte  Integral 

f63) 


Aus  physikalisehen  Grriinden  kann  man  schliefien.1),  da8  man  sick 
dabei  auf  Knrven  AS  zu  beschranken  bat,  fiir  welcte  x  5?  0  nnd 
yr  >  0  Daher  formnlieren  wir  nunmehr  unsere  Aufgabe  analytisca 
folgendermafien: 

Das  Integral  (63)  soil  zu  einem  Minimum  gemacht  tier  den  in  Se- 
zieliung  auf  die  Gesamtheit  oiler  geicohnlichen  Kurven,  welche  vom 
K.oordinatenanfangspmHd  A  nacli  einem  gegebmen  Punlti  JB  im  Inneren 
des  ersten  Quadrantm  gezogen  icerden  Wnnen,  und  ivelche  iiberdies  der 
GebietsbescliranJauig 

fur    tQ<t^t,  (64) 


entstehenden  Kjreisflache  hindurcligehen.  Dann  hat  die  Resultaiite  der  StoBe, 
welche  der  Eotationskorper  in  der  Zeitei.nh.eifc  erfahxt,  d  h  eben  der  Wideistand, 
den  Wert 


nff  si 

e' 


wenn  da    ein  Element   dieser  Kreisflache  ist.     Indem  man  in  letzterer  Polar- 
koordinaten  mit  dem  Pol  A  einfuhrt,  kann  man  scbreiben 

da)  =  y  dy  d<p 

und  erhdlt  so,   da  der  Winkel  6  von  qp  unabhangig  ist,   den  Widerstand  dnrch 
das  bestimmte  Integral 


f  I ^si 

e./ 


ausgedriickt,  woraus  sich  durch  Cbergang  zui  Parameterdarstelhmg  die  obige 
Formel  (63)  ergibt. 

Die  Newtonjschen  Hypothesen  und  die  darans  gezogenen  Folgeroaagen 
werden  ubrigens  dnrch  das  Experiment  nicht  bestatigt,  vgl  dariiber  Jilncyclopadie, 
IV  0,  (Finstencalder),  p.  164 

Hierzu  die  Ubungsaufgaben  Nr  42,  43  am  Ende  von  Kap.  IX. 

*)  Diese  wichtige  Bemerknng  hat  zuerst  AUG-UST  gemacht,  Journal  fur 
Matheinatik,  Bd  103  (1888),  p  1  Ware  #'<0  flir  Teile  der  Kurve  AB,  so 
wiirden  in  der  Oberflache  des  E-otationskorpers  ,7trichterformige  oder  ringformige 
Yertiefungen  entstehen,  bei  denen  ein  wiederholtes  Anprallen  der  Luftteilchen 
•unyermeidlich  ware,  was  eine  bedeutende  Vermehrung  des  "Widerstandes  zur 
Folge  hatte  "  Ware  y'  <^Q ,  so  wiirden  luftverdunnte  Eaume  entstehen,  welche 
ebenfalls  den  Widerstand  vermehren  wtirden  •  Dje  mathematischen  Folgerungen, 
welche  August  aus  diesen  physikalischen  Bemerkungen  zieht,  sind  iibrigens  in 
wesontlichen  Punkten  falsch. 
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der  GefallbescJirankung 


x'~^Q,   />o   fw  *o^*^2  (65) 

genugen. 

b)  Die  Newton'selie  Knrve; 

Wir  betrachten  ztmachst  einen  Bogen   der  Minimumskurve   von 
der  Klasse  C\  fiir  welehen 

*'  >  0,         y'  >  0.  (66) 

Bei  Auwendung  der  Sehliisse  von  §  26,,  a)  auf  einen  solchen  Bogen 
folgt  aus  der  GefaUbesohrankung  (65)  keine  weitere  Einschrankung 
der  dort  mit  |,  ^  bezeickneten  Funktionen;  der  Bogen  muJJ  daher  der 
Euler'schen  Differentialgleichung  geniigen1),  woraus  sich.  soforfc  das 
erste  lategraF)  ergibt  'sa;' 

*"  a?  (67) 


wobei  a  eine  Konstante  bedeutet,  welche  wegen  (64)  und  (66)  positiv 
sein  muB 

Zur  weiteren  Integration3)  der  Differentialgleichung  (67)  setzen  wir 

,  (68) 


unter  6  den  Tangentenwinkel  der  Kurve  im  Punkt  t  verstanden.    Dann 
folgfc  aus  (67)  _  ^^^ 

9  q         9  ^      J 

und  hieraus  nach  (68) 


und  somit  ,  m 

a?  -  0(2*  +  f  24  ~  log  2)  +  6-  (70) 

Die  Grleicliungen  (69)  nnd  (70)  stellen  das  allgemeine  Integral  der 
Euler'schen  Differentialgleichung  dar?  -wenn  man  darin  noch  q  durcli 
eine  solciie  Fnnktion  von  t  ersetzit,  fiir  welche  die  Bedingung  (66) 
erfiillt  ist. 

Die  aUgemeinste  Bxtremale  gebt  also   aus  der  speziellen  Kurve 

-  log  as 


*)  Vgl.  die  analoge  Bemerkting  auf  p  34 

*)  Schon  von  NEWTON  angegeben,  loc.  cit. 

*)  Dieselbe  ist  zuerst  von  L'HOSPITAL  ausgefdlirt  worden  (1699),  etwas  spater 
und  tmabhangig  davon  von  JOHANN  BEBNOULU,  vgl.  des  letzteren  Opera  Omnia, 
Bd.  I,  pp.  307,  811,  315, 
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hervor. 

Fur  die  Diskussion  der  Kurve  (71)  hat  man 


•"•    \2/  -1-       '  */  -*     V,^  ^      Vity    g4 

woraus    sich    die    schon    von      Y 
L'HOSPITAL  angegebene  Qestalt 
der  Kurve    ergibt:   Waehst  q 

von  0  bis  l/)/3\  so  nehmen  X 
und  Y  von  +  oo  anfangend 
bestandig  ab?  und  die  Kurve 
ist  konvex  gegen  die  #-Achse. 

Fiir  q  =  1/1/3'  bat  die  Kurve 
eine  Spitze,  deren  Tangente  mit 
der  positiven  .X-Achse  einen 
Winkel  von  CO0  bildet.  Waehst  q 

weiter  von  l/J/3^  bis 

+  oo;  so  wachsen  X 

und  Y  bestandig  bis  /  ' 

zum  Wert  +  oo,  und        / 

die  Kurve  ist  konkav    -^^ 

gegen  die  X-Achse 

(siehe  Fig.  95).    Zu- 

gleieh  folgt,  dafi  fiir  den  konvexen  Zweig:  t=*l/q,  fiir  den  konkaven: 

t  =  q  ein  zulassiger  Parameter  ist. 

Die   Legendre'sche  Sedingung  nimmt   fiir   unsern   Bogen   die- 
Form  an: 


Flg  95 


d.  L1) 


(72) 


Somit  kann  nur  ein  Bogen  des  konkaven  Zweiges  der  Kurve  Bestand- 
teil  unserer  Minimumskurve  sein. 

SchlieBlich  lautet  die  Weierstrafi'sche  Bedingung*} 

y  sin2(0  -  0}  sin  (20  +  0)  5  0 
T)  Wohl  zuerst  von  SH.VABBLLB  angegeben  8)  Vgl   p.  246. 
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fiir  alle  Werte  von  8  im  Intervall 


\md  zwar  nur  fur  diese,  da  auch  die  Vergleichskurve,  mit  deren  Hilfe 
<lie  WeierstraB'sche  Bedingung  abgeleitet  wird  (vgL  p.  241),,  der  Be- 
«dingung  (65j  gentigen  muB,  Daraus  folgt  aber,  dafi 


Sem  muB,  d   h  i)  .  ^  1 

Emen  Bogen  einer  Kurve  (69),  (70),  fiir  welchen  q^>  1,  werden 
wir  in  der  Folge  kurz  emen  Newton'schen  Bogen  nennen. 

e)  BestimmTLng  des  Winkels  an  der  Stirnflaclie: 

Wir  zeigen  jetzt  weiter,  da8  em  Bogen  der  Minimumskurve  von 
der  Klasse  C',  welclier  nicht  in  semer  ganzen  Ausdehnung  der  Be- 
dmgung  (66)  geniigt,  entweder  ein  Segment  einer  G-eraden  x  «  konst.^ 
oder  aber  einer  Geraden  y  =  koust.  sein  muB. 

Denn  angenommen  der  Bogen,  der  dem  Interval!  cc  ^  t  ^  ft  ent- 
sprechen  caoge.,  enthielte  emen  Punkt  tr,  in  welchem  x'y'  >  0^  so  folgt 
nach  §  2,  a)  mid  A  III  2?  dafi  es  ein  in  [aft']  enthaltenes  Intervall 
JV/3']  geben  niuB,  derart  da8  x'y">0  fiir  cc'<t<fi',  dagegen  x'y'  =  0 
fiir  t  —  a',  auBer  wenn  of  ~  a^  und  x'y'  =  0  fur  t=  ft\  aufier  wenn  fir  =  fi. 
Nach  dem  unter  b)  bewiesenen  muB  also  der  betrachtete  Bogen  fiir 
«'<f<j3'  der  Differentialgleichung  (67)  mit  emem  positiven  Wert 
der  Konstanten  a  genugen  Indem  man  dann  t  gegen  cif,  resp  ft'  kon- 
vergieren  laBt,  zeigt  man,  dafi  x'y'  weder  in  a'  noch  ft'  verschwinden 
fcann,  dafi  also  a!  ==  a?  ft'  =  ft  sem  muB?  nnd  x'y'  >  0  im  ganzen 
Intervall  [«]8],  was  mit  unserer  Annakme  im  Widersprucri  stekt 

Somit  muB  x'y'  ^  0  sem  in  [#/3].  Nnnmehr  zeigt  man  durch 
Anwendung  derselben  SckluBweise  auf  den  Faktor  xr,  daB  entweder 
^?'~  0  in  [aft]  oder  yf  s  0  in  [aft],  wobei  man  noch.  davon  Gebrauch 
zu  macben  hat,  daB  bei  einer  gewohnliohen  Kurve  xf  und  y  nie 
gleichzeitig  verschwinden. 

Die  Minimumskurve,  falls  erne  solche  tiberhaupt  existiert;  muB 
sich  also  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stticken  zusammensetzen; 
von  denen  jedes  einzelne  em  Newton'scher  Kurvenbogen,,  oder  ein 
Segment  einer  Geraden  $  =  konst.  oder  ein  Segment  einer  Greraden 
y  ===  konst.  ist. 

*)  Diese  Bedingung  findet  sick  woTil  zuerst  explicite  T}ei  WALTON,  Quar- 
terly Journal,  Bd.  X  (1870),  p.  344,  implicite  jedoah  scaon  bei  NEWTON,  loc. 
<3it.,  vgl  Ubiwgsaufyale  Nr.  43  am  Ende  von  Kap.  IX. 
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Wir  haben  Bun  zu  untersuehen,  welche  Kombinationen  dieser 
drei  Bogenarten,  die  wir  der  Reihe  nach  mit  N,  X,  Y  bezeichnen, 
inoglieh  sind?  und  welche  Bedingungen  in  den  tlbergangspunkten  er- 
fiiHt  sein  mussen.  In  einem  solchen  TJbergangspunkt  sind  folgende 
sieben  Falle  moglich:  JTJV";  NX,  XAT;  NT,  YN;  XY,  YX. 

1  N'N":  Ein  Punkt  Px,  in  dem  zwei  verscniedene  Newton'sche 
Kurven  aneinanderstofien,  ist  frei  variierbar^  da  fur  beide  Bogen  die 
Ungleiehungen  (66)  erfullt  sind.  Man  kann  also  direkt  die  Sclilusse, 
die  zur  WeierstraB'schen  Eckenbedingung  (2)  ftiliren,  anwenden.  Da 

FI(X,  y,  cos  y,  sin  y)  =  2y  sin  7(8  cos3  7  —  sin2y) 

fur  keinen  Wert  Ton  y  zwischen  0  und  -^-  verscbwindet;  so  folgt  aus 

§  48;  c),  Zusatz  I;   unter  Berucksichtigung   der  Bedingung  (73),   da6 
dieser  Fall  unmoglieh  ist 

2.  NX  und  XN:  Ein  Pnnbt  P1?  in  welchem  ein  Newton'scher 
Bogen  und  ein  Segment  x  ===  konst.  anemander  sto6en;  ist  zwar  in  der 
Richtung  der  ^/-Aelise  frei  variierbar,  mcnt  aber  in  der  Ricntung  der 
jc-Acbse  wegen  der  Bedingung  #'  ^  0.  Da,  wie  man  leicnt  verifiziert, 
auch  die  Grerade  x  ==  konst  der  Euler'schen  Differentialgleictung  ge- 
niigt,  so  mufi  die  WeierstraB'sche  Eckenbedingung;  soweit  sie  sicn 
auf  eine  Variation  in  der  Richtung  der  ^-Aehse  bezieht,  erfullt  sein; 
>es  muB  also  im  Punkt  Px 


in;  das  fuhrt  auf  die  Bedingung 


aus  welcher  folgt 

2- 

Fur  die  Kombination  NX  kann  diese  Bedingung  nie  erfullt  sein7 
da  hier  im  Punkt  Pa  notwendig  q  >  1  sein  muB.  Wohl  aber  ist  die 
Kombination  XN  moglicn,,  d.  h.  ein  gerades  Segment  parallel  der 
2/-Achse,  an  welches  sicn  ein  Newton'scher  Bogen  unter  einem  Wintel 
von  45°  gegen  die  positive  i/-Achse  anschliefit. 

3.  NY  und  YN:    Die   analoge   SchluBweise  zeigt,   daB   hier   die 
Bedingung  __         + 

F   =  F  , 

-1-  xf         •*•  a? 

-erfullt  sein  mufi;  was  auf  einen  Widerspruch  fiihrt. 

4.  XYund  YX:  DaB  auch  diese  Kombinationen  unmoglieh  sind, 
jzeigt  man  durch  Abschr'agen  der  Ecken  (siehe  Fig.  96).    Denn  bildet 
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die  Gerade  PSP4  mit  der  positiven  #-Achse  den  Winkel  a,  so  ist 


'314  ' 


'34 


Da  ein  Newton'scher  Bogen  nie  die  #-Acnse  erreieht,  so  ergibt 
sich   aus    den   bisherigen  Entwicklungen   das    folgende  Resultat,    bei 


Fig  i)6 


Fig  97 


dessen  Formulierung?  wie  iiberhanpt  in  der  weiteren  Diskussion,  wir 


P0  und 


P9  statt  A  und  S  schreiben: 


Wenn  unsere  Aufgdbe  uberJtaupt  eine  Losung  besitet,  so  mu/3  sick 
dieselbe  aus  einem  Segment  P^Pl  der  y-Achse  und  aus  einem  Newton'- 
schen  Bogen  P^P^,  welcher  im  Punld,  Pl  einen  WinJcel  von  45°  mit 
der  positiven  y-Aclise  tildet,  gnsammensetzen  x) 

d)  Konstantenbestimmiuig:2) 

Es  sind  jetzt  die  Integrationskonstanten  a  und  6  so  zu  bestimmen^ 
daB  die  Kurye  (69)  ,  (70)  durch  den  gegebenen  Punkt  Ps  geht  und 
die  positive  #-Achse  unter  einem  Winkel  von  45°  schneidet. 

J)  DaB  bereits  NEWTON  dieses  Besultat  bekannt  war,  ergibt  sich  aus  seiner 
Bestirnnmng  der  Integrationskonstanten  a  in  der  Gleichung  (67),  welciie  er,  aus 
seiner  geom.etrisch.en  Einkleidung  ins  Analytische  ubersetzt,  folgendermafien 


•unter  yl  die  Ordinate  des  Funktes  P1  verstauden  Ich  verdanke  diese  Bemerkung 
Herrn  WEDDERBDRN 

Unabhangig  von  NEWTON  ist  der  Satz,  daB  der  Tangentenwinkel  an  der 
Stirnflache  45°  betragen  nxufi,  von  AEMANINI  bewiesen  worden  (Ann  all  di  Mate- 
raatica  (3)  Bd.  IY  (1900)  p.  131),  und  zwar  unter  folgender  Foimulierung  der 
Aufgabe:  Von  einem  nnbekannten  Punkt  P±  der  y-A.ch.se  nach  einem  gegebenen 
Punkt  JP2  eine  Kurve  zu  ziehen,  fui  welche  die  aus  der  Rotation  der  gebrochenen 
Idnie  PjyPjPg  entstebende  Oberfl'ache  ein  Minimum  des  Widerstandes  liefert. 

2)  Nach  KNESER,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (3),  Bd.  II  (1902), 
p.  273 
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Die  letzte  Bedingung,  analytisch  ausgedriickt,  lautet 

aX(l)  +  6  =  0, 
woraus  folgt 


Tragen    wir    diesen   Wert   in    (70)    ein   und    scbreiben   der   ITberein- 
stimmung  mit  unserer  sonstigen  Bezeicbnung  halber  t  statt  g?  so  er- 
halten    wir   fur   die   Scbar    von   Newt  on  'set  en   Kurven,    welcbe    die 
y-A.oh.se  unter  einem  Winkel  yon  45°  scbneiden,  den  Ausdruck 
x  =  a[P  +  $P  -  log  t  -  |]  s  <p(t,  a),       } 


In  diesen  beiden  Grleichnngen  haben  wir  x,y  durch  ^2?%  zu  ersetzen 
und  dann  nacli  t  nnd  a  aufzulosen.  Durch  Division  der  beiden  Grlei- 
chungen  erhalten  wir  zunachst  zur  Bestimmung  von  t  die  Gleiehuug 


nun  ist 


stets  positiv  fur  ^  ^  1?  iind 


Daraus  folgt;  daB  die  Gleichung  (75)  eine  und  nur  eine  "Wurzel 
besitzt.     Ist  dieselbe  gefunden,  so  erhalt  man  a  ans  der  Gleiclrung 


geht  durch  jeden  Purikt  P2  im  Innern  des  ersten  Quadranken 
eine  und  nur  eine  Newton'sctie  Kurve,  welche  mit  der  positwen  y-Achse 
einen  WinJcel  von  45Q  bildet,  und  daber  konnen  wir  Tom  Koordinaten- 
anfangspnnkt  P0  nach  jedem  Punkt  P2  im  Innern  des  ersten  Quadrant  en 
einen  und  nur  einen  Kurvenzug  P0P1P2  der  verlangten  Art  ziehen 

e)  Hinlanglichleitsbeweis:1) 

Das  vorangehende  Eesultat  zeigt  zugleich,   daB   die  Extremalen 
der   Schar   (74)    bei   Beschrankung    der   Variabeln  t  und   a   auf  den 

Bereicl1  t^l,        a>0  (76) 

ein  Feld  bilden,  welches  den  ersten.  Quadranten 

as^O,        y>0  (77) 

l)  Zuerst  von  KNESER  gegeben,  loc    cit   p.  274 

27* 
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einfach  und  luekenlos  iiberdeckt,  da  tilberdies  die  durch  Auflosrnig 
der  Gleichungen  (74)  nach  t  und  a  erhaltenen  inversen  Funktionen 
im  Bereich  (77)  yon  der  Klasse  C'  sind.  Letzteres  ergibt  sich  nach 
dem  Satz  iiber  implizite  Funktionen  daraus,  daB  die  Funktionaldeter- 
minante  A(£7  a)  der  Schar  (74)  gleich  ist  dem  Zahler  des  Ausdrucks 
fur  %(f),  raultipliziert  mit  a,  weshalb  A(£,  a)>0  im  Bereich  (76) 

Sei  jetzt  P4  irgend  ein  Punkt  im  Innern  des  ersten  Quadrant  en, 
P3  der  Punkt,  in  welchem  die  durch  P4  gehende  Feldextremale  die 
2/~Achse  schneidet;  so  defimeren  wir  nach  KNTESER  das  zum  obigen 
Feld  gehorige  Feldintegral  als  das  Integral  J  genommen  vom  Punkt 
P0  entlang  der  y-Achse  bis  zum  Punkt  P3  und  von  da  entlang  der 
Feldextremalen  P3P4  bis  zum  Punkt  P4.  Als  Funktion  yon  t  und  a 
(wie  wir  zur  Abkurzung  statt  t±,  a^  schreiben)  bezeichnen  wir  das- 
selbe  mit  u(fya\  als  Funktion  yon  x  und  y  mit  W(x,y).  Da 


so  ist  t 

u(t,  a)  =  8a2  +yV(<,  a)dt, 
i 

wo  ^(tj  a)  wieder  dureh  die  Grleichung  ( 83)  von  §  27  definiert  ist. 
Bildet  man  jetzt  die  partiellen  Ableitungen  von  u(t,  a)  in  der  liblichen 
Weise  und  beachtet?  daB 

so  erhalt  man 


~a  =  ^(t,  a}9a(t,  a)  +  Wy,(t,  a)n,a(t,  a), 

also  genau  dieselben  Ausdrucke  wie  in  der  allgememen  Theorie  fur 
die  partiellen  Ableitungen  des  Feldintegrals;  gerechnet  von  einer  Trans- 
versalen  aus  (§  31,  (Heichungen  (144)  und  (146)),  Daraus  folgt  aber 
weiter,  daB  auch  die  Hamilton'schen  Formeln  (148)  von  §  31  fur 
die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  W(x,  y)  nach  x  und  y  hier 
unverandert  bestehen  bleiben. 

JSTachdem  die  Griiltigkeit  der  Hamilton'schen  Formeln  nach- 
gewiesen  ist,  laBt  sich  nun  leicht  mit  Hilfe  einer  passenden  Modi- 
fikation  der  WeierstraB'schen  Konstruktion  beweisen;  daB  der  unter 
<s)  bestimmte  Kurvenzug  P0P1P2  einen  kleineren  Wert  ftir  das  In- 
tegral J  liefert  als  jede  andere  zulassige  Kurve  (£?  welche  vom  Punkt 
P0  nach  dem  Punkt  P2  gezogen  werden  kann. 
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Wir  setzen  der  Allgemeinneit  halber  voraus,  daB  die  Kurve  £ 
vom  Punkt  P0  aus  zunachst  ein  Stuck  weit  der  positiven  y-Achse 
entlang  lauft  und  diese  erst  im  Punkt  P5  verlaBt.  Darin  soil  der 
FaU  mit  inbegriffen  sein,  wo  der  Punkt  P5  mit  dem  Punkt  P0  zu- 
sammenfant;  wo  die  Kurve  also  nur  den  Punkt  P0  mit  der  t/-Achse 
gemein  hat.  Wegen  der  Bedmgungen  (64)  und 
(65)  liegt  dann  dei  Bogen  P5P2  der  Kurve  £ 
abgesehen  von  seinem  Anfangspunkt  P5  ganz 
im  Innern  des  ersten  Quadranten.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P4  des  Bogens  P5P2  geht 
also  eine  und  nur  eine  Feldextremale;  dieselbe 
moge  die  «/-Achse  im  Punkt  P3  treffen.  Wir 
betrachten  alsdann  das  Integral  JJ  genommen 
vom  Punkte  P0  entlang  der  y-  Aehse  bis  zum . 
Punkt  P3,  von  da  entlang  der  Feldextremalen 
P3P4  bis  zum  Punkt  P4,  und  endlich  vom  ! 
Punkt  P4  entlang  der  Kurve  £  bis  zum  Punkt  P>,  und  bezeichnen  semen 
Wert  mit  S(s\  unter  s  den  Parameter  des  Punktes  P4  auf  der  Kurve  S 
verstanden,  also 


S(s)  = 
Es  ist  dann 

also 


,  y,  x',  y'}ds. 


woraus  sich  mmmehr   in  der  tibliclien  Weise  der  Weierstrafi'sche 
Satz  ergibt: 


wenn  p,q   die  Richtungskosinus   der   durch   den  Punkt  P4  gehenden 
Feldextremalen  in  diesem  Punkt  bedeuten.    Nun  ist  aber 


Da  ^>1?  auBer  im  Punkt  P5;  und  ferner  x'^>Q,  y' 
beide  gleichzeitig  versehwinden,  so  ist 


entlang  dem  Bogen  P5P2?  und  zwar  gleich  Null  nur  in  denjenigen 
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Punkten,  in  welehen  die  Feldextremale  die  Kurve  S  beruhrt   und 
licherweise  im  Punkt  P5.  ' 

Damns  scUieBt  man  aber  ganz  wie  m  §  32,  b)  das  Endrestdtat: 
Unter  atten  gewohnliclien  Kwrven,  welche  vom  Punkt  PG  nach  dem  Punkt 
P2  gezogen  uerden  konnen,  mid  welche  den  Sedingungen  (64)  und  (65) 
genugen,  Kef  art  der  Kurvenmg  P.P.P,,  mlcher  sicli  aus  dem  Stuck 
P0P^  der  y-Achse  und  dem  Newton'schen  Sogen  PtP2  vom  Gefalle 
+  1  im  Punkt  P±  zusammenset&t,  den  kleinsten  Wert  fur  das  Integral  J".1} 

x)  Hierzu  die   Ubungsaufgaben  ISTr  44,  45  am  Bnde  von  Kap.  IX. 


Neuntes  KapiteL 
Das  absolute  Extremmn. 

§  55.     Einleitende  Bemerk-ongen. 

Wir  haben  bei  der  Definition  des  absoluten  tind  relativen  Ex- 
tremums  in  §  3  gesehen,  daB  das  Problem  des  absoluten  Bxtremums 
sich  auf  dasjenige  des  relativen  reduzieren  laBt,  insofern  eine  Kurve, 
welcne  ftir  ein  bestimmtes  Integral  in  Beziehung  auf  eine  gegebene 
Mannigfaltigkeit  von  zulassigen  Kurven  ein  absolutes  Extremum  liefert, 
allemal  auch  ein  relatives  liefert  Kennt  man  also  alle  Losungen  des' 
relativen  Problems,  und  kann  man  a  priori  die  Existenz  eines 
absoluten  Extremums  beweisen,  so  ist  mit  dem  relativen  Problem 
—  wenigstens  wenn  dasselbe  nur  eine  endliehe  Anzabl  von  Losungen 
besitzt  —  9  zugleich  auch  das  absolute  gelost  Kann  man  dagegen 
emen  solcnen  Existenzbeweis  nicht  ftihren,  so  bleibt  das  absolute 
Problem  ungelost,  selbst  wenn  man  das  relative  voJlstandig  gelost  hat. 

Daher  die  fundamental  Wichtigkeit  der  Aufgabe:  Fur  ein  ge- 
gebenes  Variationsproblem  a  priori  die  Existenz  oder  Nichtexistenz 
eines  absoluten  Extremums  nachzuweisen.  In  alterer  Zeit  hat  man 
geglaubt,  aus  der  bloBen  Existenz  einer  endlichen  unteren  Grenze  fur 
die  Integralwerte  ohne  weiteres  auf  die  Existenz  eines  absoluten  Ex- 
tremums sehlieBen  zu  diirfen.  So  ist  z.  B.  das  beriihmte  Dirichlet'- 
sche  Prinzip  gerade  auf  den  SchluB  basiert,  daB  das  Doppelintegral 


notwendig  ein  Minimum  besitzen  musse,  weil  sein  Wert  stets  ^  0  ist. 
WEIERSTRASS  hat  zuerst  gezeigt?  daB  der  SchluB  falsch  ist,,  da 
derselbe  auf  einer  Verwechslung  von  unterer  Grenze  und  Minimum 
beruht^  und  hat  zugleich  ein  Beispiel1)  angegeben,  welches  die  Unhalt- 
barkeit  der  Dirichlet'schen  SchluBweise  drastisch  lUustriert.  Es  ist 
die  Aufgabe,  das  Integral  +1 


x)  WEIERSTKASS,   WerJce,  Bd   II,  p   4=9. 
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zu  einem  Minimum  zu  machen  in  Bezielmng  auf  die  Gesamtheit  aller 
in  der  Form  y  =  y(x)  darstellbaren  Kurven  der  Klasse  G'f  welche 
durch  zwei  gegebene  Punkte  (  —  1,  a)  und  (+!,&)  gehen,  wo- 
bei  a  4s  & 

Die  untere  Grrenze  dieses  Integrals  ist  gleich  Null  Denn  einer- 
seits  kann  das  Integral  sicher  nie  negative  Werte  annehmen,  wahrend 
andererseits  zul'assige  Kurven  angegeben  werclen  konnen,  welche  dem 
Integral  einen  beliebig  klemen  Wert  erteilen.  So  ist  z  B.  die  Fnnktion 

A  J.        ^ 

.  Aretg  — 

a  +  t>    ,    b  —  a  a£ 

' 


.       ,     1 
Arc  tg  — 


eine  zulassige  Funktion,  far  welche  man  leicht  die  TJngleichung 


+  1 


~r  I     /    <>     i        9\     '  9   7  c  i  y  —  <#; 

J  <    I  (#s  +  £2) £/    $#  ==  -  -%—    -y- 
_«£  2Arctg 

verifiziert7  aus  der  durch  Verkleinerung  des  Parameters  €  die  Be- 
hauptung  folgt. 

Die  untere  Grrenze  des  Integrals  ist  also  in  der  Tat  gleich  Null. 
Trotzdem  gibt  es  keine  zulassige  Kurve;  fur  welche  das  Integral  den 
Wert  Null  annimmt  Denn  wegen  der  vorausgesetzteu  Stetigkeit  von 
y'  ware  dies  nur  moglich,  wenn  der  Integrand  bestandig  gleich  Null, 
d.  h.  y  konstant  ware,  urid  dies  widerspricht  der  Voraussetzung  a  4=  Z>. 

Obgleich  somit  der  SchluB  von  der  Existenz  einer  endlichen 
unteren  Grrenze  auf  die  Existenz  eines  Minimum  s  nicht  haltbar  ist, 
so  wirft  sich  doch.  die  Frage  auf;  ob  es  nicht  moglich  ist,  bei  einem  ge- 
gebenen  Variationsproblem  der  Funktion  unter  dem  Integrationszeichen 
oder  der  Mannigfaltigkeit  der  zulassigen  Kurven  (oder  beiden)  solche 
Beschrankungen  aufzuerlegen,  daB  man  die  Existenz  eines  absoluten 
Extremums  a  priori  feststellen  kann;  ahnlich  wie  man  etwa  von  einer 
in  einem  Intervall  [ab~\  definierten  Funktion  f(x)  a  priori  die  Existenz 
eines  Maximums  und  Mimmums  behaupten  kann;  vorausgesetzt,  daB 
man  der  Funktion  die  Bedingung  der  Stetigkeit  auferlegt 

HiLBERT1)  hat  nun  in  der  Tat  eine  Methode  ersonnen,  durch  die 
diese  wichtige  Frage  in  Angriff  genommen  und  in  gewissen  Fallen 
vollstandig  erledigt  werden  kann.  Er  hat  den  Grundgedanken  der- 
selben  an  dem  Beispiel  der  kiirzesten  Lime  auf  einer  Flache  erlautert 

*)  Jahresberichte  der  Deutsclien  Matliematiker-Yeieinigung, 
Ed.  VIH  (1899),  p.  184. 
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und  auch  einige  Andeutungen  iiber  die  Ausdehnung  der  Metbode  auf 
das  allgemeine  Integral 


gegeben1). 

Die  Hilbert'sche  Methode  ist  inzwiseben  von  LEBESGUE2)  und 
GARATHEODORY3)  nicht  unwesentlicb  vereinfacht  worden,  und  unter 
Benutzung  dieser  Veremfaehungen4)  soil  in  dieseni  Kapitel  die  Existenz. 
eines  absoluten  Minimums  des  Integrals 


bei  festen  Endpunkten?  bewiesen  werden,  und  zwar  unter  den  folgen- 
den  Voraussetzungen: 

A)  Die  Funktion  F(#,y,%',y')  ist  von  der  Klasse  G"'  und  genugt 
der  Homo  gen  ei  tatsbedingu  ng 

F(x,  y,  trr',  ky' }  =  I  F(x,  y,  x,  y\        T*  >  0 
in  deni  Bereich 

<5:  (x,y)  in  31,  ^2  +  /2=t=0 

B)  Das  Problem  ist  positiv  definit5)  m  einem  im  Innern  von  Si 
gelegenen  Bereicn  910. 

*)  In  Vorlesungen ,  Gottingen,  Sommer  1900.  KOBLE  hat  in  seiner  Disser- 
tation ,JJhne  neue  Methode  tn  der  Variations?  echnung" ,  (Gottingen  1901)  in 
§§  5 — 14  diese  Andeutungen  im  einzelnen  durchgefulirt.  Seine  Schlusse  entbehren 
jedocb.  derjenigen  Strenge,  welche  "bei  einer  Untersuchung  dieser  Art  unerlaBlicb 
ist.  Insbesondere  smd  die  Entwicklungen  in  §§9,  10  nnd  13  nicht  einwandfrei. 

Andeutungen  eines  auf  wesentlich  anderen  Prinzipien  beruhenden  Existenz- 
beweises  lur  dasselbe  Integral  gibt  HADAMABD,  Comptes  Rendus,  Bd  CXXiIII 
(1906),  p.  1127  Der  JBeweis  knupft  an  die  Transformation  der  ersten  Variation 
von  Du-Bois-Reymond  an. 

HILBEKT  selbst  hat  spater  das  Dirichlet'sch©  Prinzip  ausfuhrlich  mittels 
seiner  Method e  behandelt,  vgl.  Festschrift  zur  Feier  des  "hundertfunfzigjahngen 
BesteJiens  der  Kgl.  GesellscJiaft  der  Wissenscliaften  zu  Gbttingen;  Mathematische 
Annalen,  Bd.  LIX  (1901),  p.  161;  Journal  fui  Mathematik,  Bd,  CXXIX 
(1905),  p  63 

Einen  direkten  Existenzbeweis  fur  den  Fall  des  Dirichlet'schen  Prinzips- 
hat  neuerdings  unter  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  auch  BEPPO  LEVI  ge- 
geben,  Rendiconti  del  Circolo  Maternatico  di  Palermo,  Bd.  XXII  (1906). 

s)  Annali  di  Matematica  (3),  Bd  VII  (1902),  p.  342. 

3)  Mathematische  Annalen,  Bd  LXU  (1906),  p  493 

4)  In  engerem  AnschluB  an   das  ursprungliclie  Hilbert'sche  Verfahren  ist 
der  Beweis  in  meinen  Lectures,  Kap.  VII  durchgefuhrt 

5)  ^g]-  P-  277- 
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C)  Das  Problem  ist  positw  regular1)  in  demselben  Bereich 

D)  Der  Bereieh   910   ist    lesclwankt,   abgesehlossen   und   Tconv 

cl  L  die  Verbindungsgerade  je  zweier  Punkte  von  310  liegt  ganz  in  S10. 

Aus  der  Voraussetznng  C)  folgt  naeh  §  35,  c);  daB  das  (yerall- 
gemeinerte)  Integral  J  entlang  jeder  ganz  in  910  gelegenen  rektifizier- 
baren  Kurve  einen  bestimmten  enciliclien  Wert  hat. 

Bs  soil  nun  unter  den  Voraussetzungen  A)  bis  D)  bewiesen  werden: 

Bind  Al  wd  A*  irgend  ewei  verschiedene  Punkte  von  610;  sc  giU 
es  stete  mindestens  eine  von  Al  nach  A%  fuhrende,  ganz  in  910  gekgene 
reMfizterbare  Eurve  §,  wdclie  fur  das  verallgemeinerte  Integral  J~  ein 
absolutes  Minimum  liefert  in  Beziehung  auf  die  Gesamfheit  oiler  rekti- 
fi#ierbaren  Skirven,  welclie  in  910  von  A1  nock  A2  gezogen  werden  Jconnen. 

Diese  Kurve  §  'besteJit  aus  einer  endlichen  oder  abzahlbwr  unend- 
lichen  Menge  von  Extremal&ribogen  der  Klasse  Gm,  welche  abgesehen  wn 
ihren  Endpunlten  im  Innern  des  Sereiches  S10  liegen,  und  aus  PunUen 
oder  PunUmwu/en  der  Segrenmng  von  S10.  Die  Kurve  §  Jiat  uber- 
dies  Jceine  Doppelpurikte. 

§  56      Em  Hilfssatz  iiber  die  Existenz  einer  Grenzkurve. 

Wir  basieren  den  zn  fuhrenden  Existenzbeweis  nach  dem  Yor- 
gang  von  LEBESGUE3)  und  CARATHEODORY4)  auf  den  folgenden  all- 
gemeinen  Satz  fiber  die  Existenz  einer  Grenzkurve: 

Us  set  erne  unendliche  Menge  von  reJctifitsierbaren  Kurven,  {©}, 
gegelen,  iteltlte  zuei  gegebene  PunMe  A±  und  A2  verlnnden,  und  welche 
die  Eigensctiaft  Jtalen,  dafi  die  Menge  ihr&r  Ldngen  beschranJtt  ist. 

Alsdann  ~kann  man  aus  der  Menge  {  (£„  }  eine  unendliche  Folge  von 
Kurven 


Jicraitsgreifen  derart,  daft  die  Kurven  Ey  gegen  eine  ebenfalls  die  Punkte 
AZ  und  A%  verlindende,  rektifizier'bare  Kurve  §  Ttonvergieren. 

»)  YgL  p  su. 

2j  Die  folgenden  Resultate  bleiben  bestehen,  wenn  die  Voraussetzung  B) 
dnrch  die  allgememere  Voraussetzung  D')  ersetzt  \vird: 

B')  Der  Bereicli  610  ist  beschrankt,  perfekt,  zxisammenhangend  und  zu 
jedem  positiven  s  gehort  eine  zweite  positive  G-roBe  df,  derart,  da6  je  zwei 
Punkte  P',  P"  von  £R-0,  deren  Entfemung  kleiner  ist  als  df,  durch  mindestens 
eine  ganz  in  010  gelegene,  gewSlmlicne  -Kurve  ^  verbunden  werden  kdnnen,  fur 
•welche:  «/jj<C£  (^j-fi  &&&  analoge  Bemerkung  von  HAHN,  Monatshefte  fiir 
Mathematik,  Bd.  XVII  (1906),  p  67,  FuBnote  8)) 

3)  loc    cit.  p.  346. 

*)  loc  cit  p.  493.  Der  im  Text  gegebene  Beweis  schlieBt  sicb.  im  wesent- 
liclien  an  die  Darstellung  von  Caratbeodory  an. 
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Darunter  ist  folgendes  zu  verstehen.  Die  Kurven  Ey  mid  !Q  lassen 
sicli  derart  dureh  emeu  zwischen  denselben  Grenzen  variierenden 
Parameter  ausdrticken: 


.  =  , 

§:  X< 


daB  fiir  jedes  t  im  Interval! 


und  zwar  gleichmafiig  in  Beziehung  auf  das  Interval!:  ^  ^  ^  ^  4- 

Zur  tesseren  IJbersicht  heben  wir  die  verschiedeneii  Etappen  des 
Beweises  ausdrucklich.  kervor 

a)  Yorbereitende  Bemerkungeu: 

Wir  bemerken  zunach.st?  daB  samtliclie  Kurven  der  Menge  {£} 
in  einem  beschrankten  Bereicli  der  #;2/-Ebene  gelegen  siud.  Denn 
nach  Voraussetzung  gibt  es  eine  positive  Grofie  G  derart^  dafi  fur  jede 
unserer  Kurvea  @  die  Ungleichung 

k<&  (1) 

gilt;  wenn  wir  mit  l&  die  Lange  der  Kurve  S  bezeiekaen.  Ist  dater 
P  ein  Punkt  yon  &;  so  ist 

j^1P|^arc^1P^Z«<ff.  (2) 

Wir  wahlen  als  Parameter  zur  Darstellung  der  Kurve  (S  die  GrroBe 

*-^,  (3) 

und  erhalten  so  eine  Parameterdarstellung,  bei  welclier  der  Parameter 
auf  samtliclieii  Kurven  der  Menge  {&}  von  0  bis  1  waclisfc;  wahrend 
die  Kurve  von  A±  bis  A%  besehrieben  wird. 

Sind  dann  t',t"  irgend  zwei  Werte  von  t  im  Interval!  [01],  und 
bezeicknen  P&(tf},  P&(t"}  die  denselben  auf  der  Kurve  &  entsprechen- 
den  Punkte?  so  folgt  aus  (3)  und  (2)  die  fundamentale  Ungleichung 


b)  Konstruktion  der  Kurvenfolge 
Wir  greifen  jetzt  aus   dem  Interval!:  0  <;  t<*  1  eine  abzahlbare, 
in  diesem  Intervall  uberall  dichte1)  Punktmenge 

___  {^},    lc  =  l,2>...  (5) 

l)  Vgl.  A  I  6.    Eine  den.  Anforderungen  genugende  Menge  ist  z  B.  die  Ge- 
samtheit  der  rationalen  Zahlen  im  Intervall  [0  1]. 
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heraus  und  betrachten  zunachst  die  Menge  der  dem  Wert  t  =  ra  auf 
den  Yerschiedenen  Kurven  S  entspreehenden  Punkte: 

{-PS00}-  (6) 

Dieselbe  ist  nach  dem  vorigen  bescbrankt  und  besitzt  daher  mindestens 
einen  Haufungspunkt,,  den  wir  mit  H(tj)  bezeichnen.  Wir  konnen 
dann  aus  {£}  eine  unendliche  Folge  von  fuirven 

herausgreifen  j  sodaB1) 

indem  wir  mit  PJfo)  den  dem  Wert  t  =  rl  entspreehenden  Punkt 
der  Kurye  ©J  bezeichnen.  Der  Punkt  H(t^)  ist  dann  zugleich  der 
einzige2)  Haufungspunkt  der  Menge 

\PXO\,        ^ -1,2,    •-  C?) 

Jetzt  betrachten  wir  weiter  die  Punktmenge 

TOT2)K         A -1,2,    -.  (6a) 

Sei  H(t.2)  einer  ihrer  Haufungspunkte  und  { P\  (r2) } ,  ^  ==  1,  2,  .  .  . 
erne  in  (6  a)  enthaltene  unendliche  Teilfolge,  fur  welche 

Wir  schz^eiben  (£2  statt  S^  uud  P2  statt  P^  ,  und  erhalten  so  eine 
zweite,  in  <?f\L1  enthaltene,  uaendliche  Kurvenfolge 


fur  welete 

£ 

tU  =  eO 

ZugleicK  ist  aber  auch 


Denn  da  die  Punktmenge  {P"^)}  =  {PJ  ^^1  in  der  Menge  (7)  ent- 
halteii  ist;  so  ist  jeder  xhrer  Haufungspunkte,  deren  sie  mindestens 
einen  besit2t?  zugleich  Haufungspunkt  der  Menge  (7);  diese  hat  aber 

*)  Nach  A  I  4     Wegen  der  Bezeichming  vgL  p.  156,  Fufinote  2) 
5)  JSTach   dem.  leicht  zu  beweisenden   Lemma:   ,,Ist   die  unendlieiie  Folge 
{av}  Convergent  tmd  I  ihre  G-renze,   so  ist   I  der  einzige  Haufangspunkt  der 
Menge  {ov];  umgekehrt-  Ist   {av}  eine  abz'aHbare,  besctakikte  lineare  Punkt- 
menge, welche  nur  einen  einzigen  Hanfongspunkt  I  besitzt,  so  ist  die  unendliche 
JPolge  { a> }  konvergent  und  I  ihre  Grenze." 
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nur  den  einen  Haufungspunkt  H(r±),  woraus  die  Behauptung  nach 
dem  oben1)  angefuhrten  Lemma  folgt. 

Jetzt  betraehten  wir  weiter  die  Punktmenge 

{?*(**)},        j*=  1,2,.    .,  (6b) 

und  wenden  auf  sie  die  analogen  Sehltisse  an,  und  indem  wir  so  fort- 
fahren,  gelangen  wir  nach  w-maliger  Wiederholung  des  Verfahrens  zu 
einer  unendliehen.  Kurvenfolge 


welcne  in  9TLW_1  enthalten  ist;   nnd  welche  die  Eigenschafb  hat,  da8 

L 


far  Tc  «  1?  2  .    .  ^;  wobei  P*(TL)  den  dem  Wert  tf  =  rk  entspreclienden 
Punkt  der  Knrve  E"  bezeiclinet. 

Nunmehr  bezeicbnen   wir:    ££  =  6&J    P^  =  PA^   alsdann   hat   die 
Kurvenfolc/e 


die  Eigenschaft,  daft  fur  jedes  I 

L     PT(rt)=J?K).  (8) 

T  =  00 

Denn  da  <3TikJrm  in  9TCA.  enthalten  ist,  so  ist  die  Punktmenge 


welche  dieselben  Hauftingspunkte  hat  wie  die  Menge 

{*.(**)},        v-1,2,..., 
in  der  Menge 


enthalten  und  hat  daher  ebenso  wie  diese  den  einzigen  Haufungspunkt 
H(x^  woraus,  wie  oben,  die  Behauptung  (8)  folgt. 

c )  Konstruktion  der  Grrenzkurve  § :  fy  fr^ 

Von    dieser    Kurvenfolge     {Sv} 
mttssen  wir  nun.  n.achweisen7   daB  sie       pft) 
in  dem  angegebenen  Sinn  gegen  eine 
Grenzkinre  konyergiert. 

Wir  haben  also  zunaehst  zu  zeigen; 

daB  nicht  nur  fur  die  Werte  £=  r^  der        ^  ^          mg  99 
Menge  (5),    sondern   fiir  jeden  be- 
liebigen  Wert  von  t  im  Intervall  [0 1]  der  zugehorige  Punkt  Pv(f)  der 

J)  YgL  p.  424,  Fufinote  »). 
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Kurve  E^  fur  v  =  oo  gegen  einen  Grenzpunkt  konvergiert.    Wir  gehen 
dazu  von  der  Ungleiclrang  aus 

P,(f)  P,(0  '  ^  :  P/O-W  1  +  •  *„(**)  P,(*i)  !  +  i  P,(0  -P.CO  I, 

tmter  TA  irgendeinen  Punkt  der  Menge  (5)  verstanden. 

Die  rechte  Seite  dieser  Ungleiclmng  ist  nach.  (4)  kleiner  als 


1st  jetzt  erne  positive   GrroBe   s  beliebig  vorgegeben,   so   konnen    wir 
einerseits  den  Index  A1  so  wahlen,  dafi 


da  ja  zf?  wie  jeder  Punkt  des  Intervalls  [0  1],  ein  Hanfungspnnkt  der 
Menge  (5)  ist.  Andererseits  konnen  wir  wegen  (8)  erne  positive 
GroBe  N  angeben^  sodafi 


sobald  ^  und  v  beide  groBer  als  N  sind.     Dahei*  ist  alsdann 

l^(OP,(Ol<«,  (9) 

und  daraus  folgt  nach  dem  aUgemeinen  Konvergenzprinzip  r)?  daB  der 
Punkt  Pv(t)  fur  v  =  oo  gegen  einen  Grenzpunkt  konvergiert,  den 
wir  mit  H(t)  bezeickaen: 

(10) 


Zu  jedem  Wert  von  t  am  Intervall  [0  1]  gehort  somit  em  Grenz- 
punkt H(t]  Die  Gesamtheit  dieser  Grenzpunkte  bildet  erne  Kurve, 
die  -vnr  mit 


bezeiennen. 

Es  ist  jetzt  weiter  zu  zeigen,  dafi  die  Kurve  Sv  gegen  diese 
Grenztorve  §  gleicnmaBig  konvergiert:  Die  ganze  Zabl  N  hangfc 
von  e  und  tk  ab,  wir  bezeichnen  sie  dementsprechend  mit  N(s,Tk). 
Wahlen  wir  jetzt  aus  der  Menge  (5)  eine  endliche  Anzahl  von  Ele- 
menten  tk  aus;  so  daB 

0<^<rtt<---<Tta<l  (11) 

und    so,    daB    die  Differenz    zweier    aufeinanderfolgender   GroBen    der 
Reihe  (11)  kleiner  ist  als  S/3G-,  und  ist  N£  die  groBte  der  m  ganzen 


x)  Ygl  A  II  4.    Man  wende  das  Pxinzip  auf  die  Funktionen  9V(*),^,,(*)  ftn 
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so  gilt  die  Ungleiekung  (9)  fur  jedes  t  im  Intervall  [01],  sobald  p 
und  v  beide  groBer  als  2?f  sind,  womit  die  GleichmaBigkeit  der  Kon~ 
yergenz  bewiesen  ist. 

d)  Eigenseliafteii  der  ftrenzkurve  <p: 

Es  bleibt  jetzt  nur  nocli  zu  zeigen?  dafi  die  Grenzkurve  *p  YOBS 
At  nach  A%  fuhrt  und  rektifizierbar  ist. 

Das  erstere  ergibt  sick  unmittelbar  daraus^  da6  nach  unserer 
Watl  des  Parameters  t 


woraus  durch  Grenziibergang  folgt 

-ff(0)«^,        5(1)-^.  (12) 

Waiter  folgt  aus  der  fundamentalen  Ungleichung  (4)  fur  je  zwei 
Werte  tr  ,t'f  von  i  im  Intervall  [01]: 

Pv(t')Pv(t")^<G  t'-t"  , 
und  hieraus  durcli  Grenzubergang 


Es  ist  also  a  fortiori 


Daraus  folgt  aber  sofort?  dafi  die  beiden  Funktionen  <p(t}9il>(f)  stetig 
und  jjVon  besclirankter  Variation"1)  sind?  und  dies  ist  die  not- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir,  daB  die  Kurve  §  rekti- 
figierftcw*)  ist;  womit  der  im  Eingang  dieses  Paragraphen  ausgesprockene 
Satz  in  alien  seinen  Teilen  bewiesen  ist. 


*)  TgL  JOEDAN,   GOUTS  d'J  'Analyse,  Bd  I,  Nir  07.    Es  sei  /'(£)  erne  in  einem. 
Intervall  [^0^]  definieite  Tiinktion  und 


irgendeine  Teilnng  dieses  Intervalls     Wenn  dann  die  obere  Greuze  der 


v  =  0 


fur  alle  Teilungen  U  endlich  ist,   so  heiBt  f(t)  ,,?on  besclirankter  Variation"  (a 
yariation  born6e)  in  [*0^]. 

*>  Vgl.  JORDAN,  loc.  cit.  Nr.  105,  110. 
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§  57,    Beweis  des  Hilbert'sehen  Existenztkeorems. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  liber,  den  im  vorangehenden  Paragraphen 
tewiesenen  Hilfssatz  auf  das  in  §  55  formulierte  Existenztheorem  an- 
.zuwendeii 

a)  Eigensehaften  der  unteren  Grenze  *(P'P"): 

Wir  werden  uns  dabei  der  folgeuden  abkiirzenden  Bezeichnungs- 
weise  bedienen:  Wenn  P',  P"  irgend  zwei  Punkte  des  Bereiches  S10 
sind,  (die  auch  zusammenfallen  diirfen),  so  bezeichaen  wirmit9TL(P'P") 
die  G-esamtheit  aller  rektifizierbaren  Kurven,  welche  in.  S10  ^on  Pf 
nach  P"  gezogen  werden  konnen,  und  mit  i(Pf  P")  die  untere  Grenze 

Werte,  welclie  nnser  Integral 


m  der  Terallgememerten  Bedeatnug  Ton  §357b)  und  c);  entlang  den 
Terschiedenen  Enrven  der  Menge  Sfll^P'P'")  annimmt. 

JDi^se  untere  Grentte  1st  stcts  $o$itiv?  icenn  Pf  =4=  P".  Denn  nach. 
Voraussetzung  A)  und  B)  hat  die  Function  F(x7  y,  cos  y,  sin  y)  m  dem 
abgeschlosseiien  Bereich:  (x,y)  in  310;  0^7^S5t  ein  positives  Mini- 
mum m  nnd  ein  positives  Maximum  M.  1st  dalier  S  irgendeme 
Kurre  YOU  iJTICP'P"),  so  erhalten  wir,  mdeni  wir  die  Bogenlange 
auf  der  Kurve  ©  als  Parameter  emfiihren1), 

0  <  m  PfP"  ^ml^  ^(P'P")  ^  Jf  ftt  ,  (14) 

iinter  Zg  die  Lange  der  Kurve  IS  verstanden  Daraus  folgt  unsere 
Behauptung  und  zugieich^  daB 

i(P'P")^m  P'P"\.  (15) 

Dagegen  ist  die  untere  Grenze  i(P'Pff}  gleick  Null,  wenn  Pr'==P': 

/(P'PO  =  0  (16) 

Denn  gelien  wir  von  P'  nach  irgendeinem  anderen  Punkt  P"  ron 
S10  entlang  der  Greraden2)  P'P"  und  dann  von  P"  entlang  derselben 
Creraden  nach  P'  zuruck,  so  stellt  dieser  Weg  nach  unseren  Voraus- 
setzungen  fiber  den  Beieich  310  eine  Kurve  der  Menge  9Tt(P'P')  dar; 
mdem  wir  aber  den  Punkt  P"  langs  einer  Geraden  gegen  P'  koii- 
vergieren  lassen;  konnen  wir  den  Integralwert  unter  jede  Grenze 
herunterdriicken,  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

l)  Dafi  die  Ungleictnmg  (14^  ancb  fur  das  verallgemeiuerte  Integral  gilt, 
folgt  aus  Grleichung  (2  04  a)  von  §  35. 

*)  Ira  Fall  der  Voraussetzung  D'}  ist  an&telle  der  Geraden  P'~P"  eine  ®- 
JBTurve  von  P'  nach  P",  resp  von  P"  nach  P'  zu  setzen,  vgl.  p  422,  Fufinote2). 
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Da  der  Bereich  £R0  konvex  sem  sollte,  so  durfen  wir  die  UB- 
gleichung  (14)  auf  die  Gerade1)  P'P"  anwenden  und  erhalten  so  die 
weitere  Ungleiehung 

'<(PfP"}^M\PfP'r\y  (17) 

aus  welcher  unmittelbar  folgt?  dafi 

L     ?(P'P")  =  0  (18) 

P"  =  p'  J 

Aus  den  beiden  charaktenstisclien  Eigenschaften  der  unteren 
Grenze  folgt  weiter.,  daB  fiir  irgend  drei  Punkte  P,  P  ,  P"  des  Be- 
reiches  ffl0  die  Ungleichung  gilt 

i(?P')  +  i(P'P")^i(PP"-),  (19) 

die  sich  sofort  auf  erne  beliebige  Aiizahl  yon  Punkten  ausdehnen  Ia8t. 
Die  untere  Grenze  i(P'P"}  ist  iiberdies  eine  stetige  Funktion  der 
Koordinaten   der  beiden  Punkte  P';  P"-     Denn  aus   (19)  folgt  for  je 
^wei  Punktepaare  P',  P"  und  $',  Qff  yon  S10  die  Ungleichung 

-  i(P'Q')  -  i(Q"Pf'}  ^  i(Q'Q")  -  a  (P'P")  ^  <«'P')  +  <P"^;3 

aus  weleher  nach  T18)  unsere  Behauptung  unmittelbar  folgt  7  wenn 
wir  Q'  gegen  P'  mid  Q"  gegen  P"  konyergieren  lassen. 

b)  Konstruktion  der  HiTbert'sclien  Kurve: 

Wir  betracliten  jetzt  die  Gesamtteit  (<f[C(AlA^)  a]ler  rektifizier- 
baren  Kuryen;  welche  in  S10  yon  Al  nach  A%  gezogen  werden  konnen, 
und  bezeichnen  die  untere  Grenze  der  zugeliorigen  Integralwerte  mit  K: 


Dann  gibt  es  entweder  unter  den  Kurren  yon  9TC(J.1J.2)  eme; 
welclie  dem  Integral  J  den  Wert  K  erteilt,  in  welchem.  Fall  unsere 
Behauptung  bewiesen  ist;  oder  aber  wir  konnen  enae  unendliche  Folge 
yon  Kurven 


der  Menge  (31L(A1A2]  herausgreifen  derart,  daB  die  zugehongen 
Werte  des  Integrals  J,  die  wir  mit 

J°    ,7"°  J° 

fj  i>   v  %y    *  •  •?   **  i'j    •     - 

bezeichiien,  fur  v  =  co  gegen  K  konyergieren2): 

L    JJ-JST.  (20) 

r  =  oo 

Alsdaun  erfullt  die  Kurvenfolge  {  E^  }  die  Bedmgungen  des  Hilfs- 

x)  Vgl.  FuBnote  2)  auf  p.  428 

*)  Vgl  A  1  4.    Die  Grofie  ^  ist  Haufungspunkt  der  Menge  der  Integral  werfce. 
Eolza,  yariationsrechnung  28 
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satzes  YOU  §  56.  Denn  die  Kurven  SJ  verbinden  samthch  die  beiden 
Punkte  A^  und  A%,  sie  sind  rektifizierbar,  und  die  Menge  ihrer  Langen 
1st  besehrankt.  Aus  (20)  folgt  namlich,  da8  die  Menge  {  JQv]  besckrankt 
ist,  und  die  Ungleichung  (14)  zeigt  dann,  daB  dasselbe  fur  die  Menge 
der  Langen  gilt. 

Somit  konnen  wir  aus  der  Polge  9TL°  eine  Teilfolge 
9R:         <$„  (S,,  ...,  IS..  ... 

lierausgreifen,  welch  e  gegen  eine  die  "beiden  P^i)^kte  A±  und  A2  ver- 
Imdende,  reJctifigterbare  Grenzkwrue  SQ  Jconv&rgiert' 

L    Sv=§.  (21) 

1"=s  ao 

Da  der  Bereich  S10  abgeschlossen  ist,  so  liegt  die  Kurve  §  gang 
in  S10. 

Bezeichnen  wir  mit  Jv  den  Wert  des  Integrals  J  entlang  der 
Kurve  Sv?  so  folgt  aus  (20),  dafi  auch 

L    J^K^iAA  (22 


da  die  Polge  {Jv}  in  der  Folge  {J"J}  enthalten  ist. 

Die  Eurrenfolge  (  (£,  }  hat  nun  die  wichtige  Eigenscliaft;  clafi  em 
analoger  Satz  fur  jeden  Bogen  der  Kurve  §  gilt: 

Wir  wahlen  auf  den  Knrven  @v  und  §  den  Parameter  ^  in  der- 
selben  Weise  wie  in  §56;a).  Sind  dann  t'  <t"  zwei  Werte  von  t 
ira  Interval!  [01],  und  bezeichnen  wir  vorflbergehend  mit  [Jv]*'  den 
Wert  des  Integrals  J  entlang  der  Kurve  Sr  vom  Punkt  tr  bis  zum 
Punkt  t",  und  mit  H\U"  die  beiden  entsprechenden  Punkte  H(tf)? 
H(tr'*)  der  Kui've  §;  so  gilt  allgemem  der  Sat&l\  daB 

L    ra^f(_ff'H")-  (23) 

V=z  ao 

Zum  Beweis  gehen  wir  aus  von  der  naoh  Gleichung  (210j  von 
§  35  auch.  fiir  das  verallgeinemerte  Integral  geltenden  Grleichung 

KK+ra'+K^-^-  (24) 

Da  wegen  der  Voraussetzung  B):  [J$'^JV,  so  ist  die  Menge 

irar  }»"-!»  2,  ..  (25) 

beschrankt;  sie  besitzt  also  naindestens  einen  Haufungspunkt  Zjr,  und 
wir  konnen  eine  Teilfolge  aus  (25)  herausgreifen  derart,  dafi 


OAEATHEODOKY,  loc  cit.,  p   497. 
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Ebenso  besitzt  die  Menge 


mmdestens  einen  Haufungspnnkt  L£  und  es  esistiert  eine  Teilfolge, 
so  daB 

•^      iy*tlJo—  ^u: 

A.  =  at  A 

gleiclizeitig  1st  dann  auch 

L  vis:  -i/;. 

A  SB  CO  *• 

Nunmenr  folgt  aus  (24)  und  (22),  daB  auch  die  Grenze 

^[^U.-if. 

existiert  uud  endlich  1st,  und  daB 

Ll  +  Lif;+L}f,^K.  (26  ) 

Wir  schreiben  der  Einfacliheit  Mlber  ^  statt  ^  und  markieren 
auf  den  beiden  Kurven  S     und  §  die  Punkte: 


und  zieiien   die  Geraden1)  Hf  P'  und 

P"  H/r;    die    naek    unserer    Yoraus-  p' 

setzung   D)    im    Bereich    3la    liegen. 

Dann  gehort  die  aus  der  Geraden  HT  P', 

dem  Bogen  P'P/r  der  Kurve  E^  und     ^ 

der  Geraden  P"H"  zusammengesetzte       *  Plg  100 

Kurve  zu  <31L(H'H").    Der  Wert  des 

Integrals  J  entlang  dieser  Kurye  ist  also  >  i(H'H").    Gelien  wir  2sur 

Grenze  it  =  oo  uber;  so  konvergieren  die  Punkte  P'7  P"  gegen  jff^  i?", 

also  das  Integral  J"  entlang  den  Geraden  jETP'  und  P"  H"  gegen  Null 

Daher  erkalten  wir 

(27) 


Ebenso  zeigt  man,  indem  man  die  Kurrenziige1)  A^P'H',  ?&$$.  H"  P"  A% 
betraclitet;  daB 

(27a) 


Addiert    man  jetzt   die   drei  Ungleicliungen   (27),   (27  a)   und  benutzt 
(26),  so  erhalt  man 


Fur  den  Pall  der  Voraussetzung  D')>  vgl   p.  422,  FnBnote 

28* 
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Andererseits  1st  aber  nach  (19)  die  rechte  Seite  >  K.  Die  beiden 
Resultate  sind  nur  vereinbar,  wenn  in  (27)  und  (27  a)  uberall  das 
Gleichheitszeiehen  gilt.  Somit  ist 

L<0  «  i(AiST),       If,  -  zCff'U"),        L]<>  -  *(B"A^        (28) 

Nun  war  aber  L^,  irgendem  Haufungspunkt  der  Menge  (25); 
aus  dein  eben  erhaltenen  Resultat  folgt  daher,  daB  es  der  einzige 
sein  muflj  und  daher  folgt  das  zu  beweisende  Resultat  (23)  nach  dein 
auf  p.  424  FuBnote  2)  gegebenen  Lemma. 

cj  Miaimaleigenschaft  der  Hilbert'schen  Kurve: 
Wir  wollea  nunmehr  nacliweisen;  daB  das  Integral  J"  entlang  der 
Hilbert'schea  Kurve  §  gleich  der  unteren  Grenze  K  ist: 

Ji  -  JT  (29) 

Der  Beweis  griindet  sich  auf  folgende  cliarakteristische  Eigenschaft 
der  Hitter  t'schen  Kurve: 

Sind  IT,  IT,  JI"  drei  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgende 
Ptiakte  der  Hilbert'schen  Kurve  §;  so  ist 

i(HST)  +  i(H'ff'}  -  ^(HJSfy  (30) 

1st  n'amlich:  0  ^  t  <  t'  <  f'  <  1,  und:  B=*H(£),  H'  ~~  H(t'\ 
H"  -  J5T(f  "),  so  ist 


woraus  nach  (23)  durch  Grenziibergang  unmittelbar  die  Gleichung 
(30)  folgfc. 

Aus  dieser  Eigenscliaft  der  Kurve  §  ergibt  sich  nun  der  Beweis 
von  (29)  durch  folgende  Uberlegung: 

Wegen  der  Voraussetzung  C)  ist  das  verallgemeinerte  Integral  t7"^ 
die  Grenze  der  in  §  35,  c)  definierten  Sunime 


fur  At  =  0  Wird  die  Teilung  71  so  fein  genommen,  dafi  fiir  jedes  v 
die  Entfernung  \PvPv+i\  klemer  ist  als  die  in  §  33,  c)  fiir  den  Be- 
reich  S10  definierte  GroBe  dQ,  so  liefert  die  ^kurzeste"  Extxemale  @v 
von  Pv  nacL  Pv+1  einen  nicht  groBeren  Wert  fur  das  Integral  J  als 
jede  andere  rektifizierbare1)  Kurve;  welche  in  310  von  Pv  nach  Pr+1 
gezogen  werden  kann. 

x)  Vgl   p.  2T8,  FuBnote  J),  und  p.  291,  Gleiclmng  (211). 
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Liegt  daher  @v  selbst  ganz  in  S10,  so  ist 
JfcX-P^+J  ==•  i(PvP%  +  i). 
Liegt  dagegen  ©„  teilweise  auBerhalb  S1OJ  so  ist 

daraus  folgt,  daB 


Nun  ist  aber  nach  (30)  die  rechte  Seite  gleieh  Jf=  i(AlAir^  mdem 
man  zur  Grenze  A  r  =  0  ubergeht,  erhalt  man  also 

«^JT. 

Andererseits  folgt  aber  aus  der  Definition  der  unteren  Grenze  Ky  daB 
J$  >  JT,  es  mufi  also  J^,  =  JT  sem. 

Somit  liefert  in  der  Tat  die  Hilbert;sche  Kurve  §  in  dem  an- 
gegebenen  Sinn  das  absolute  Minimum  fur  das  Integral  J 

Aus  der  Grleiclaung  (29)  folgt  noch,  daB  fur  je  zwei  aufeinander- 
folgende  Punkte  H',  H"  der  Kurve  §: 


")  =  i(ffH")  (31) 

Denn  die  linke  Seite  kann  sicher  nicht  kleiner  sein  als  die  recite; 
ware  sie  aber  groBer,  so  konnte  man;  wie  aus  den  charakteristiscien 
Eigenschaften  der  unteren  Grenze  %(H'H")  folgt,  durcli  Abanderang 
des  Bogens  H'H"  der  Kurve  §  eine  neue  Kurve  herleiten?  welehe 
dem  Integral  J  einen  Wert  erteilen  wiirde?  der  klemer  ware  als  K, 
was  nicbt  inoglich  ist 

d)  Weitere  Eigensclaften  der  Hilbert'sclien  Kurve: 

Es  sind  jetzt  noch.  die  in  §  55  behaupteten  Eigensebaften  der 
Kurve  !Q  nachzuweisen. 

Es  ist  zunachst  klar?  daB  die  Kurve  §  Jceine  DoppelpunJcte  be- 
sitzen  kann;  d.  li  daB  zwei  verscbiedenen  Werten  von  t  stets  zwel 
verscbiedene  Punkte  von  §  entsprechen  Denn  ware  jET(zT)  =  M(t"\ 
tf  <  t",  so  konnte  man  durcli  TJnterdrdckung  des  Bogens  [t't"]  aus 
§  eine  neue  Kurve  berleiten,  entlang  welcher  der  Wert  des  In- 
tegrals J  wegen  unserer  Voraussetzung  S)  klemer  ware  als  JST,  was 
unmogiick  ist. 

Die  Punkte  der  Kurve  !Q  werden  nun  im  allgememen  zuin  Teil 
im  Innern  von  S10  liegen,  zum  Teil  auf  der  Begrenzung.  Es  sei 
<^=  {u},  resp.  £6=  {v}  die  Gesamtheit  derjenigen  Werte  von  t  im 
Intervall  [01],  welch  en  Punkte  der  Kurve  §  entsprechen,  die  im 
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Innern,  reap.  auf  der  Begrenzung  des  Bereiches  0\,0  liegen.  Aus  der 
Stetigkeit  der  Kurve  §  folgt  dann;  claB  jeder  Punkt  u  von  3  zugleich 
ein  innerer  Punkt  der  Menge  3  ist,  mit  Ausnahine  Ton  t  =  0  und 
t  =  1,  falls  diese  Punkte  tiberhaupt  zu  3  gehoren  sollten.  Daher  laBt 
sick  ein  den  Punkt  u  in  semem  Innern  enthaltendes  Teilintervall  [a  /3] 
Ton  [01]  bestinunen,  derart  dafi  alle  inneren  Punkte  des  Intervalls 
[a/S]  zu  3  gehoren,  w'ahrend  die  Endpunkte  a,  jS  zu  9J  gehoren,  auBer 
falls  dieselben  etwa  mit  0  oder  1  zusaminenfallen  sollten.  Die  Menge 
$  besfceht  daher  aus  emer  endlichen  oder  unendlichen  Menge  solcher 
offenen  Intervalle,  die  sich  nicht  gegenseitig  tiberdecken,  Nach  einem 
Satz  Ton  CANTOR1)  ist  die  Menge  dieser  Intervalle  abz'ahlbar,  so 
daB  wir  sie  mit 

(KM),     w-1,2,-.. 
bezeichnen  dtirfec. 

Wir  liaben  jetzt  zu  beweisen;  daB  jedern  solcten  Intervall  [^v^v] 
auf  der  Kurve  §  ein  einziger  Extremalenbogen  Av£v  entspricht^ 
welcher,  abgeseten  von  den  Endpunkten?  ganz  im  Innern  des  Be- 
reiehes  SV0  verlauft 

Sei  in  der  Tat  t0  em  Wert  von  t  zwiscken  av  und  (ty,  und  jQ^ 
der  entsprechende  Punkt  der  Kurve  §;  derselbe  liegt  dann  im  Innern 
von  910,*  daher  konnen  wir  eine  Umgebung  (rf)  des  Punktes  HQ  an- 
geben;  weleHe  ganz  in  S10  liegt  Perner  gehort  zum  Bereicb.  010  eine 
wie  in  §  34;  b)  definierte  positive  Grofie  r0;  es  sei  ^  die  klemere  der 

beiden  GroBen  —  ,  -~     Dann    konnen    wir   wegen    der   Stetigkeat    der 

Kurve  §  rechts  und  links  von  t  zwei  Werte  r2  und  ^  so  nahe  bei  t0 
annehmen;  daB  der  dem  Intervall  [^^3]  von  t  entsprechende  Bogen 
B1H%  der  Kurve  §  ganz  im  Innern  des  Kreises  (HQ>  (?)  liegt 

Da  alsdann  'JE^jBj  <2<?^rOJ  so  konnen  wir  von  JB^  nach  &9 
eine  ;?kiirzeste^  Extremale  @  ziehen;  dieselbe  ist  von  der  Klasse  0'", 
besitzt  keine  mehrfachen  Punkte2)  und  liegt  ganz  im  Innem  des 
Kreises  (jff1?  20).  Sie  liegt  daher  auch  a  fortiori  mi  Innern  des 
Kreises  (jff0,  4<?),  also  sieher  auch  im  Kreis  (J2^?  rf)  und  somit  ganz 
im  Bereich  310,  woraus  folgt,,  daB 


Aiidererseits  ist  der  Bogen  H±  S2  der  Kurve  §  von  der  Klasse3)  JT, 
er  liegt  im  Innern  des  Kreises  (E^,  <s]  7ind  daher  a  fortiori  im  Innern 
von  (j5T1?  26),  somit  auch  im  Innern  des  Kreises  (J3"1;  r0).  Angenoinmen 
dieser  Bogen  enthielte  mindestens  einen  Punkt;  welcher  nicht  auf  dem 

*)  Mathemafcische  Annalen,  Bd  XH  (1882),  p   118 
*5  Vgl.  Satz  I  VOD  §  33         s)  Vgl   §  86,  b). 
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Extremalenbogen  @  liegt;  so  wurde  naek  §  35  ,  d),  Ende,   auf  Grund 
des  Osgood'scken  Satzes1)  folgen,  daJ& 


Das  ist  aber  wegen  (31)  ein  Widerspruch  mit  dem  eben  gefundenen 
Resultat;  also  muB  jeder  Punkt  des  Bogens  H^H^  der  Kurve  §  auf 
dem  Extremalenbogen  @  liegen, 

Sind  die  beiden  Bogen  dargestellt  durck 


©:  ^  =  ^(^)7    y**y(s),     s^s^s2, 

so  bedeutet  das  eben  bewiesene  Resultat  analytiscli;    da6   es   erne  im 
Intervall  [r^g]  eindeutig  deiinierte  Funktion  s  =  s(f)  gibt;  ftir  welche 

in  diesem  Intervall  —  .    ,  ,  ^= 

si  <  s(t)  <  S2; 


Um  die  Identit'at  der  beiden  Bogen  nackzuweisen,  ist  nun  iiber- 
dies  nock  zu  zeigen,  da6  diese  Fnnktion  s(t)  stetig  ist  und  bestandig 
zunimmt. 

Um  die  Stetigbeit  in  einem  Punkt  tf  zu  beweisen;  betrackten  wir 
irgend  eine  Folge  {tv}  yon  Werten  der  Variabeln  t,  welcke  tr  zur 
Grrenze  hat,  und  fur  welcke  die  Folge  {s(Q}  konvergent  ist;  sei  $' 
der  Grenzwert.  Dann  folgt  aus  der  Tatsacke,  da6  der  Bogen  ®  kerne 
Doppelpunkte  kat,  da8  s'  -=  $(t'}  sein  muB7  woraus  sick  in  bekannter 
Weise2)  die  Sfcetigkeit  von  s(f)  in  tf  ergibt. 

Weiter  kat  aber  auck  die  Eurye  §;  wie  wir  geseker  kaben,  keine 
Doppelpunkte.  Daraus  folgt,  daB  zwei  yersckiedener  Werten  von  t 
stets  zwei  yersckiedene  Werte  von  s(f)  entsprecken,  und  kieraus 
scklieBt  man  nunniekr  Leicht,  daB  die  Funktion  s(f)  bestandig  wackst. 

Die  beiden  Bogen  sind  also  identisck,  da  ikre  analytiscken  Dar- 
stellungen  durck  eine  zulassige  Parametertransformation  ineinander 
iibergefiikrt  werden  konnen  (ygl.  §  25,  a)). 

Nun  war  aber  t0  ein  beliebiger  Wert  yon  t  zwiscken  av  und  ^ 
daraus  folgt,  daB  der  Bogen  AVSV  der  Kurve  §  aus  einem  einzigen 
Extremalenlogen  der  Elasse  Cr"  bestekt. 

Hiermit  ist  der  in  §  55  ausgesprockeae  Satz  m  alien  seinen  Teilen 
bewiesen. 


l]  Der  Satz  von  §  S3,  c)  mirde  nur  zu  der  Ungleichung  ?%( 
fuhren;   erst  die  Anwendung  des  Osgood'sclien   Satzes  liefert  die  hier  notige 
st'arkere  Ungleicliiing  mit  dem  Zeicheii  > 

2)  Ygl  z.  B,  YEBLEN  AND  LENNES,  Introduction  to  Analysis,  p.  70,  Corollaiy  7. 


436  Semites  Kapitel     Das  absolute  Extremum 

Wir  erw'ahnen  noeh  folgenden  Zusatz  zum  Existenztheorem  : 

1st  der  Sereich  610  bescJiraiikt,  perfeM,  msammenhangend  und 
extremal-lionvex1},  so  lesteJii  die  Hilbert'sche  Kurve  §  aus  einem  ein- 
giffen  ExtremaLenbegen. 

Ztmachst  folgt  namlicn  aus  Grleiclmng  (184b)  von  %  33,  daB  in 
diesem  Pail  die  Voraussetznng  D')  erftUlt  ist,  wobei  die  kiirzeste 
Extremale  von  P'  nach  P"  an  Stelle  der  Kurve  $  tritt.  Sodann 
gelten  die  obigen  Schlusse  numnehr  far  jeden  Bogen  H^H^  der 
Kurve  §;  mag  derselbe  Punkte  der  Begrenzung  von  9\0  enthalten 
oder  nicht,  wofem  nur  die  beiden.  Punkte  H±,  H%  limreichend  nane 
beiemander  gewahlt  werden.  Denn  nnter  unserer  gegenwartigen  Voraus- 
setzung  liegfe  die  kiirzeste  Bxtremale  von  S1  nach  H2  dann  stets  ganz 
im  Bereieh  910.  Darans  folgt;  daB  die  dort  fur  den  Bogen  ArSr  ab- 
geleiteten  Resnltate  jetzt  fiir  die  Eairve  $g  in  inrer  ganzen  Ausdehnimg- 
gelten. 

Beisptel  I-  (Vgl.  pp.  1,  33,  79,  398). 

Wir  wollen  schllefilicti  noch  das  Hilbert'seke  Existenztheorem  auf  die 
Frage  dee  absoluten  Minimtims  bei  dem  Problem  der  Rotationsflaclie  kleinsten 
Inhalts  anwenden.  Es  handelt  sich  darum,  das  Integral 


211  emem  absoluten  Minimum  zu  machea  in  Beziehtmg  auf  die  Gesanitheit  aller 
gewolmliclien  Kurven,  welche  in  dem  Bereieh  01  y  *^>  0  von  Pl  nach  P^  gezogen 
werden  kdnnen 

"Wenn  es  tiberhaupt  eine  Kurve  gibt,  welche  ein  absolutes  Minimum  fiir 
das  Integral  J  liefeit,  so  muB  dieselbe  a  fortiori  auch  ein  relatives  Minimum 
liefern.  Kun  haben  wir  aber  fruher2)  das  Problem  des  relativen  Minimums  voll- 
standig  gelost:  dasselbe  hat  je  nach  der  Lage  des  Punktes  P2  entweder  eine 
einzjge  L6sung,  namlich  die  Golds  chmidt'sche  diskontinuierliche  Losung  £, 
oder  aber  zrwei  Losungen,  namlich  die  diskontinuierliche  Losung  ®  und  auBer- 
dem  noch  erne  Kettenlinie  @0  mit  der  rt'-Achse  als  Direktris,  welche  den  zu  Pl 
konjugierten  Punkt  nicht  enthalt  Sobald  wir  also  beweisen  konnen,  daJS  ein 
absolutes  Minimum  uberhaupt  existiert,  so  folgt  im  ersten  Fall  unmittelbar,  daB 
dasselbe  von  der  Eurve  £  geliefert  wird,  wahrend  im  zweiten  Fall  die  Losung 
diejenige  uuter  den  beiden  Kurven  @0  und  ^  sein  muB,  welche  den  kleineren 
"Wert  fur  das  Integral  J  liefert. 

Wir  konnen  nun  zwar  das  Hilbert'sche  Existenztheorem  in  der  Forrnu- 
lierung  von  §  55  nicht  direkt  auf  unser  Beispiel  anwenden,  da  unsere  Vorauy- 
setzungen  im  Bereieh  31  nicht  erfullt  sind.  Dagegen  fuhrt  die  folgende  von 
MAEY  E  SINCLAIR*)  herrithrende  Uberlegung  zum  Ziel. 

J)  ISTaeh  der  Definition  yon  §  33,  b).  2)  Vgl   p.  399. 

3)  Ygl.  Annals  of  Mathematics  (2),  Bel.  IX,  (1908)  p.  161. 


§  57    Beweis  des  Hilbert'schen  Existenztlieorems  4B7 

Wenn  zunacbst  die  Entfernung  der  Leiden  Punkte  P1  ,  P,  groBer  oder 
gleich  3/j  +  ya  ist,  so  ist  die  Lange  jeder  zulassigen  Kurve  ^^  +  */,,  und  da- 
her folgt  nach  dem  in  §  52,  b)  mitgeteilten  Satz  von  Todhuntei  sofort,  daB  in 
diesem  Pall  die  diskontinuierliche  Losung  £  einen  klemeren  Wert  fur  das  Inte- 
gral J"  liefert  als  jede  andere  zulassige  Kurve 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  zu  betrachten,  wo-  P,  P,  <^y1+y9.  In 
diesem  Fall  konstruieren  war  die  Ellipse  mil  den  Brennpunkten  P  P  fur 
deren  Punkte  P  .P.P.  +  I^P  _,,+,,, 

und  bezeichnen  clas  Innere  derselben  zusammen  mii  der  Ellipse  selbst  nut  £H0. 
Fur  irgend  einen  mcht  auf  der  Ellipse  gelegenen  Punkt  Q  ist  dann.1) 

oder 


je  naehdem  der  Punkt  im  Innern  oder  auBerhalb  der  Ellipse  liegt.  Daraus  folgt, 
dafi  die  Ellipse  ganz  tm  Innern  der  oberen  Halbebene  Iiegi. 

Ferner  folgt.,  daB  die  Lange  jeder  zulassigen  Eurve,  welche  mcht  ganz 
im  Innern  der  Ellipse  verlauft,  >  ^  +  2/s>  und  daher  liefert  nach  dem  eben  er- 
wahnten  Todhunter'schen  Satz  jede  solche  Kurve  fur  das  Integral  J  einen 
groBeren  Wert  als  die  diskontinuierliche  Losung  & 

Andererseits  smd  fur  den  Bereich  ^10  die  Yoraussetzungen  A)  bis  DN)  fiir 
das  Esistenztheorem  erfullt.  Daher  gibt  es  niindestens  eine  rektifizierbare,  von 
Px  naeh  P3  fuhrende^  ganz  in  610  verlaufende  Kurve  g,  welche  einen  nicht 
groBeren  "Wert  fiir  das  Integral  */  liefert,  als  jede  andere  rektifizierbare  Kurve* 
welche  in  £R,0  von  P^  nach  Pa  gezogen  werden  kann. 

Liegt  die  Kurve  §  ganz  im  Innern  der  Ellipse,  so  besteht  sie  nach  dem 
Existenztheorem  aus  einem  einzigen  Extremalenbogen,  sie  muB  also  mit  der  oben 
erwahnten  Kettenlinie  (£0  xdentisch  sein  In  diesem  Fall  liefert  daher  entweder 
die  Extremal  e  @0  oder  die  diskontinuierliche  Losung  ®  oder  beide  das  gewunschte 
absolute  Minimum,  je  nachdeni  J^  <]  oder  >  oder  —  J®. 

Liegt  dagegen  die  Kurve  §  nicht  ganz  im  Innern  der  Ellipse,  so  ist  ihre- 
Lange  >  yl  -\~  y^  ,  da  sie  mindestens  einen  Punkt  P  der  Ellipse  enthalt  und 
mcht  mit  dern  Geradenzug  Pl  PPa  identisch  sein  kann.  Daher  ist,  wie  man 
leicht  aus  dem  Satz  von  Todhunter  ableitet,  «7-  ^>  «/^,  woiaus  folgt,  daB  in 
diesem  Fall  die  Kurve  £  das  absolute  Minimum  liefert. 

Naehdem  so  die  Existenz  eines  absoluten  Minimums  bewiesen  ist,  bleibt 
nur  noch  ubrig,  fur  den  Fall,  wo  der  Punkt  P2  im  Innern  des  auf  p.  81  defi- 
nierten  Bereiches  I  Hegt,  zu  entscheiden,  welche  von  den  beiden  Kurven  {§0  und 
£  den  klemeren  Wert  fiir  das  Integral  J  liefert  Diese  Fiage  ist  von  MAC  NBISBS) 
untersucht  woiden.  Er  findet  folgende  Besultate: 

Auf  jeder  voin  Punkt  Pl  ausgehenden  Kettenlinie  mit  der  .r-Achse  als- 
Direktrix  gibt  es  zwischen  Pt  und  dem  zu  P1  konjugierten  Punkt  P(  einen 
und  nur  einen  Punkt  P'/,  fur  welchen  der  Bogen  P^P'i  der  Kettenlinie  dem 


224. 


x)   ^gl-  z-  B-  BRIOT  et  BOUQUET,  Lemons  de  Geometne  analytigue,  146me 

. 

2)  Annals  of  Mathematics;  (2),  Bd.  YII  (1905),  p   72. 


438 


Neuntes  Kapitel.    Das  absolute  Extremum 


09 


Integral  J  denselben  Wert  erteiit,   wie   die  diskontmuierliche  von  Px   nach  P" 
fuhrende  Losung. 

Der  Ort  der  Punke  P(f  ist  eine  Kurve  @,  welche  erne  abnliche  Gestalt 
bat  wie  die  ICurve  §,  und  welche  den  Bereieh  I  in  zwei 
Teile  T  und  I"  zerlegt  (siebe  Fig  101).  Liegt  der  Punkt  P2 
im  Inn  em  von  I',  so  liefert  die  Kettenlinie  den  kleineren 
Wert ;  liegt  der  Punkt  P2  auf  der  Kurve  $,  so  liefern  beide 
Losungen  denselben  Wert;  liegt  dei  Punkt  Ps  im  Innern 
des  Bereiches  I",  so  liefert  die  diskontmuierliche  Losung 
den  kleineren  Wert 

Sonut  erkalten  wir  folgendes  SchluBresultat 
Ltegt  der  Punkt  P2   im  Innern  des  Bereiches  I',  so 
liefert  d^e  Kettenlime ,  und  nur  sie,  das  absolute  Minimum 
Liegt  der  Punkt  P2   auf  der  Kurve  ($,  so  he  fern  die 
Kettenlime  und  die  diskontmuierlioke  Losung  betde  das  ab- 
solute Minimum, 

Fur  jede  andere  Lfige  des  Punktes  P2   hefert 
die  diskontinwtrliclie  Losung)  und  nur  sie,  das  ab- 
101.  solute 


§  58.     Ein  Satz  von  Barbous:  iiber  das  absolute  Extremum. 

Wenn  langs  einer  vom  Punkt  ft  ausgehenden  Extremalen  © 
die  Bedingungen  (IP)  und  (IV)  YOB  §  32;  b)  erfullfc  sind?  so  wird 
em  Bogen  P±P2  dieser  Extremalen  em  starkes  relatives  Minimum  fur 
das  Integral  J  liefern,  solange  der  Punkt  P2  zwischen.  Px  und  dem 
zu  Pj  konjugierten  Punkt  PI  liegt;  das  relative  Minimum  wird  da- 
gegen  aufhoren  (abgeseten  YOB  den  beiden  in  §  47,  c)  angefuhrten 
AusBahmef  alien),  wenn  der  Punkt  P3  mit  P^  zusaminen^llt. 

Aus  der  Beziehung  zwischen  dem  relativen  und  dem  absoluten 
Estremuni  folgt  daner  a  pnori;  da8  das  absolute  Esztremum  spatestens 
im  Punkt  P/  aufhoren  mufi.  DARBOUX1)  hat  nun  aber  gezeigt,  da8 
das  absolute  Minimum  stets  scJton  vor  dem  relativen  aufhort,  wenn  die 
efoen  erwatnten  Ausaalimefalle  ausgeschlossen  werden. 

Denn  da  wir  voraussetzen,  daB  der  Extrernalenbogen  P^P^  scbion 
keia  relatives  Minimum  mehr  liefert,  so  konnen  wir  eine  benachbarte; 
von  P1  nacli  P/  fiihrende  Kurve  (£  angeben,  fizr  welche  die  Differenz 


einen  positiven  Wert  hat.     Wahlen  wir  dann  den  Punkt  P2  zwischen 
Pl  und  P£  so  nahe  bei  P/?  daB  zugleich2) 

x)  TJieorie  des  surfaces,  Bd  III  (1894),  p.  89;  vgl    auch  ZBEMELO,  Jahres- 
bericiit  der  deutschen  Mathematikervereinigung,  Bd  XI  (1902),  p.  184. 
*)  \Vegen  der  BezeicKnung  @"T  vgl,  §  25,  b). 
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so  erteilt  der  aus  der  Kurve  £  und  dem  Bogen  P/P2  der  Kurve  S""1 
zusaminengesetzte  Weg  dem  Integral  J  einen  kleineren  Wert  als  der 
Extremalenbogen  P±P^  letzterer  liefert 
also  sicher  kein  absolutes  Minimum. 

DARBOUX.  schlieBt  dann  welter  (wenig- 
stens  fiir  den  speziellen  Fall  der  geo- 
datischen  Linien),  daB  es  zicisclmi  Pt  nnd  P^ 
emeu  gang  "bestimmten  Punld  P±  gel) en 
muft*-),  derart  daft  der  Extremalenbogen  PjP2  fur  Pl  ;<<  P<,  ^<  P"  das 
absolute  Minimum  liefert,  dagegen  meld  meltr  fur  P^  -<  P2 

Urn  erne  feste  Grrundlage  fur  den  Beweis  zu  haben,  nehmen  wir 
an,  daB  fur  das  betracatete  Variationsproblem  die  Voraussetzungen 
A),  B),  C)  und  D7)  von  §  55  erfiillt  smd?  und  daB  der  Bogen  P^[ 
der  Extremalen  (£  ganz  im  Innern  des  Bereiches  S10  liegt 

Wir  ^vahlen  den  Punkt  P2  beliebig  anf  dem  Extremalenbogen 
P1P1/  und  betrachten  in  der  Bezeichnung  YOU  §  57  die  Differenz 

Smd  ti7  t%,  t[  die  Parameter  der  Punkte  P1;  P%,  P/  auf  der  Extre- 
malen @;  so  ist  die  Differenz  (32)  eine  im  Interval!  tt  ^  £2  ^  K  Q^-~ 
deutig  defimerte  Funktion  yon  #2?  die  wir  rn.it  f(t^)  bezeichnen.  JSTacn 
§  57,  a)  ist  dieselbe  in  dem  angegebenen  Intervall  stetig  und  nach 
der  Definition  des  Zeichens  i(P^P^)  ist  iiberdies 

f(t^  5  0  fur  tfj.  ?!  22  <J!  ^'-  (33) 

Ist  4  tinreickend  nabe  bei  tly  so  ist  f(t^)  =  0,  weil  dann  nacii  §  33;  a) 
imd  c)  der  Extremalenbogen  P^P^  das  absolute  Minimum  des  Inte- 
grals J  liefert 5  ebenso  ist  wegen  (16):  f(ijj  =  0 

Andererseits  ist  nach.  der  fiber  den  konjugierten  Punkt  P/  ge- 
machten  Annahme 

Es  sei  jetzt  ^  die  untere  Grenze  derjenigen  Werte  VOIL  t%  im  Inter- 
yall  pj.^];  fur  welche  f  (^)  >  0.     Dann  folgt  aus  der  Stetigkeit  von 
&),  daB  /"(^  =  0,  sodaB  also  wegen  (33) 

ffa)  «  0  fur  ^  <  4  ^  C-  (34:) 

ist 

l>0  fiir  £<^*;.  (35) 


Wegen  der  Bedeutung  des  Zeichens  -<i  siene  p   190. 
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Denn  wenn  t2  zwi^ehen  den  angegebeiien  Grenzeu  liegt;  so  konnea 
wir  nach  der  Bedeutung  yon  t'^  stets  zwisefaen  t"  und  t2  einen  Wert  tB 
finden,  fur  welchen  /(£3)  >  0.  Dann  gibt  es  nach  der  Bedeutung  des 
Zeichens  i(P1Pz)  eme  der  Menge  <3Tl<P1P3)  angehorige  Kurve  (£,  fur 
welche 


Also  liefert  aiich  die  aus  der  Kurve  (5  und  dem  Bogen  P3P2  von  ©  zu- 
sammengesetzte  Kurve  emeu  klemeren  Wert  fur  das  Integral  J  als 
der  Bogen  PtP2  von  (S,  es  mufi  also  in  der  Tat  /(£2)  >  0  sein  Die 
hiermit  bewiesenen  Kelationen  (34),  (35)  drticken  aber  gerade  den 
oben  ausgesprochenen  Satz  aus.  Dariiber  hinaus  gilt  aber  noch  der 
folgende  Satz:  * 

Liegt  der  Punld  P2  swtschen  P±  und  P",  so  ?$t  der  Boc/en  P1P2 
der  Eoctremalen  ©  die  einzige  jSI'urve,  welclte  das  absolute  Minimum 
liefert,  mit  anderen  Worten:  dieser  Bogen  erteilt  dem  Integral  J  einen 
kleineren  Wert  als  jede  andere  rektrfizierbare  Kurye;  welcne  in  £R,0 
von  P.J  nach  P2  gezogen  werden  kann. 

Denn  angenomnien,  es  gabe  eme  von  dem  Extrenialenbogen  @ 
verschiedene  Kurve  (J  der  Menge  <3Ti(P1P2))  fur  welche 

Js&Pj-J^P,)    (=i(P1P2));  (36) 

dami  hat  die  Kurve  &  alle  in  §  57,  d)  von  der  Hilbert'schen  Knrve 
!Q  bewiesenen  Eigenschaften  Da  der  Punkt  P2  em  innerer  Punkt 
von  fll0  ist?  so  besteht  sie  dahei,  falls  sie  gauz  im  Innern  von  910 
liegt;  aus  einem  emzigen  Extremalenbogec,  oder  aber  sie  "besitzt,  falls 
sie  Punkte  mit  der  Begrenzung  von  010  gemeinsam  hat,  einen  letzten 
der  Begrenzung  von  S10  angehorigen  Punkt  Ps,  und  es  ist  dann  der 

Bogen  P3P2  em  Extremalenbogen.  In 
beiden  Fallen  kann  die  Kurve  S  im 
Punkte  P2  die  Extremale  ©  meht  gleich- 
sinnig  beriihren;  derm  sonst  mijfite  naeh 
§  23;  c)  und  d)  und  §  27,  a)  wegen  der 
Yoraussetzung  C)  entweder  die  Kurve  S 
mit  dem  Bogen  PtP2  der  Extremalen  © 
lg  103  identiseh  sein,  oder  sie  muBte  diesen 

Bogen  als  Bestandteil  enthalten;  ersteres  verstoBt  gegen  unsere  An~ 
nahme  iiber  die  Kurve  E;  letzteres  gegen  die  Voraussetzung  B)  und 
die  Gleictung  (36). 

Funmekr1)  konnen  wir  emerseits  auf  der  Kurve  &  einen  Punkt 
P4  und  andererseits  auf  der  Extremalen  @  zwischen  P2  und  F[  einen. 

x)  ^g^    fm>  diesen  SchluB  DAHBOUX,  loc.  cit.  p,  90, 
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Punkt  P5  annehinen,  beide  so  nane  bei  P2,  daB  wir  naeh.  §  33,  c) 
von  P^  nach  P5  eine  ganz  m  S10  verlaufende  ;;kurzestef<  Extremale 
@'  zieken  konnen,  welche  einen  kleineren  Werfc  fur  das  Integral  J 
liefert,  als  die  wegen  der  Ecke  im  Punkt  P2  sicher  von  ihr  ver- 
sehiedene,  zusammengesetzte  Kurve  P4P2P5.  Dann  ist  aber  nach  (36) 

J8(P1P5)  =  VAP.)  +  «T8(PSP8)  >  JJAPJ    +  Je,(P4P5) 

Das  1st  aber  nickt  moglicli;  weil  nacli  (34;:  J^(P1P^)  =  ^-(P1P5).  Es 
kann  also  kerne  Knrve  ©  von  den  angegebenen  Eigenschaften  geben, 
womit  unsere  Beiiauptnng  bewiesen  1st 

Der  Punkt  P^'  hat  die  weitere;  fiir  geodatisclie  Linien  ebenfalls 
scbon  von  DAEBOUX  bemerkte  Eigentumlichkeit;  daB  es  eine  von  dem 
'Bogen  P1  P"  von  @  versckiedene  Kurve  $g  der  Menr/e  3TI  (Pa  P'^)  gibt, 
fur  ivelclie 

y 


„         _  ._  _,„ 

/J^J-^P.P;).  (37) 

Zum  Beweis  nelimen  wir  auf  der  Extremalen  G  zwisclien  P{'  und 
P[  erne  unendliche  Folge  von  Pnnkten  {  Q^  }  an,  welclie  fiir  v  =====  oo 
gegen  P£  konvergiert.  Fiir  jedes  v  gibt  es  dann  nach  dem  Hilbert'- 
schen  Existenztheorem  eine  nacli  (35)  von  dern  Extreinalenbogen  P1  Qr 
von  @  verschiedene  Kurve  S,  von  9TC  (Pl  Q^  fiir  welclie 

^(P1<?,.)  =  ^P1<3J. 

Bezeicknen  wir  mit  §tv  die  ans  der  Kurve  &v  und  dein  Bogen  QVP^ 
von  ®-1  zusammengesetzte  Kurve,  so  konvergiert  nacli  §  57ya)  der 
Wert  des  Integrals  J^P^)  fur  v  =  oo  gegen  ^(P^)  Dalier 
konnen  wir  nach  §  57?  b)  aus  der  Folge  {$r}  eine  Teilfolge  {®JA:} 
lierausgreifen,  welcKe  fiir  A  -=  oo  gleichmaBig  gegen  eine  Kurve  §  der 
Menge  9T1(P1P][')  konvergiert,  fur  welclie 


und  fur  welche  also  wegen  (34)  die  Grleiclinng  (37)  gilt. 

Angenommen  diese  Kurve  §  ware  mit  dem  Bogen  P^P^  der 
Extremalen  @  identisch.  Dann  konnten  wir?  da  der  letztere  ganz  im 
Inneren  von  S10  liegt?  erne  ganze  Zakl  n  angeben;  so  daB  samtliche 
Kurven  &r  ,  fur  welche  A  >  n,  ebenfalls  im  Innern  von  510  liegen. 
Dann  mtifiten  aber  nach  §  57?  dj  die  Kurven  ©,,  fiir  k  >  n  Bogen  der 
Extremalenschar  durcn  den  Punkt  P1  sein,  der  en  Schnittpunkte  Q, 
mit  der  Extremalen  @  fur  A"  «  oo  gegen  P"  konvergieren.  Da  P" 
kein  zu  P1  konjugierter  Punkt  (im.  weiteren  Sinn)  ist,  so  fuhrt  dies, 
wie  man  leicht  zeigt;  zu  einem  Widerspruch  mit  der  m  §  29;  c)  be- 
wiesenen  Eigenscliaft  nicht-konjugierter  Punkte.  Somit  muB  also  die 
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Kurye  §  von  dem  Bogen  P1P^f  der  Extremaien  ®  yerschieden  sein, 
womit  unsere  Behauptung  bewiesen  1st. 

Bestimmt  man  auf  jeder  yom  Punkt  Pl  ausgehenden  Extremal  en 
den  Punkt  P'^  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P^  erne 
Kurve1),  die  wir  mit  ©  bezeichnen?  und  die  fur  das  absolute  Extre- 
mum  dieselbe  Eolle  spielt,  wie  die  Enveloppe  g  fur  das  relative 

Liegt  die  oben  mit  !g  bezeicbnete  Kurye  ganz  im  Innern  des  Be- 
reiches  S107  so  bestehi  sie  aus  emem  einzigen,  yon  P1  nacli  P^'  fiihren- 
den  Extremalenbogen.  Wegen  der  Voraussetzung  B)  konnen  wir 
sowohl  auf  §  als  auf  @  den  Integralwert  u  als  Parameter  emfilhren 
und  beide  Kuryen  in  der  Nonnalforin  (188)  yon  §  33,  c)  darstellen: 

ffi:  ^=a  =  ^wa         Ouc 


wobei  c  den  fur  beide  Euryen  gememsamen  Integralwert  im  Punkt  P" 
bedeutet;  wahreiid  a^  4=  &v    Im  Punkt  P^  ist  dann 


Diese  Grleichungen  sagen  aber  aus?  dafi  der  PitnM 
der  Transversctlen 


em  Doppelpunkb 

r  (38) 

Extvemalenschar  durch  den  Punkt  P1  ist. 

Die  vorangehenden  allgemeinen  Satze  wer- 
den  durch  die  in  §  57,  e)  fill  die  Rotation  sfi  ache 
klemsten  Inhalts  erhaltenen  Eesultate  bestatigt 

Noch  einfacher  ist  das  folgende  Beispiel  2), 
•welches  zugleich.  zeigt,  daB  analoge  Sdtze  auck 
fur  Probleme  mit  variabeln  Endpnnkten  gelten; 

Die  Jcurzeste  Kurve  von  emem  gegebenen 
Punkt  Pt  nach  e^ner  gegebenen  Elhpse  $u  siehen. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  nach  §  40  eine 
von  Pl  auf  die  Ellipse  gefallte  Normale  PjPg. 
Ist  P2'  der  zum  Punkt  Ps  gehorige  Krummungs- 
mittelpunkt  der  Ellipse,  so  liefeit  die  JSTormale 
P:  P2  ein  relatives  Minimum,  wenn  der  Punkt  P, 
auf  derselben  Seite  des  Punktes  P^  liegt  wie 
der  Punkt  P2.  Dagegen  hort  das  relative  Mini- 
ng 104  mum  auf,  wenn  P^  mit  Pt,  zusammenfallt 


^  ZEKMELO,  loc.  cit  p.  185,  nennt  diese  Kurve  fiir  den  Fall  der  geodatischen 
Linien  die  vDoppelabstandskurve" 

2)  Vgl.  DAKBOUX,  loc.  cit ,  p  91 
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(aufier    wenn   Pa'    mit    einer    der    auf  der    grofien   Achse  cier  Ellipse  gelegenen 
Spitzen1)  P4  und  P^  der  Evolute  §?  zusammenfallt 

Zwischen  dem  Punkt  P2  der  Ellipse  und  dem  Krummungsmittelpunkt  Pa' 
existiert  nun  *  abgesehen  von  dem  eben  eiwahnten  Ausnahmefall)  stets  ein  Punkt 
P£',  von  dem  aus  auBer  der  Xormalen  P"JP2  noch  erne  zweite,  mit  ihr  gleich- 
lange  ISTonnale  -P2"P3  an  die  Ellipse  gezogen  werden  kann,  namlich  der  Schniit- 
punkt  der  ITormalen  im  Punkt  P2  mit  der  grofien  Achse  der  Ellipse 

Liegt  dann  der  Punkt  P1  zwischen  Ps"  nnd  P2  oder  jenseits  des  Punktes 
P8,  so  liefert  die  Normale  PiP2,  und  nui*  sie,  das  absolute  Minimum;  fallt  Px 
mit  P^'  zusammen,  so  liefern  die  gleicMangen  Xormaleii  P^'PQ  und  Pg'Pg  beide 
das  absolute  Minimum;  liegt  P1  zwischen  P3"  und  P3',  so  liefert  die  Noimale  PaP» 
nocb.  das  relative,  aber  nicht  menr  das  absolute  Minimum;  von  P»  an  bort  auch 
das  relative  Minimum  auf 

Die  Kurve  ^5  ist  also  hier  das  Segment  P4P^  der  groSen  Acbse;  dasselbe 
ist  in  der  Tat  (zusammen  mit  dem  entsprechenden  Segment  P5Ps  der  kleinen 
Achse)  der  geometrische  Ort  der  im  endlichen  gelegenen  Doppelpunkte  der 
Parallelkurven 2)  der  Ellipse,  welche  im  gegenwartigen  Fall  an  die  Stelle  der 
Transversalenschar  (38^  tntt 


1)  Diese   Spitzen    smd    namlich    geiade  von   der   ausgeschlossenen  Art,    in 
diesexn  Ausnahmefall,  weleher  eintritt,  wenn  der  Punkt  Px  auf  der  grofien  Achse 
der  Ellipse  liegt,  gelten  auch  in  der  Tat  die  Darboux'schen  Satze  nicht  mehr 

2)  Vgl  z.  B  LORIA,   SpezieUe  algebraiselw  imd  transsendente  Kiirven,   (1902  * 
p.  648. 


zu  Kapitel  VI  l>is  IX. 


1.  Fiir    Beispiei    XVII      F—    ,/jp--,2    &ie    TransversaUtatsbedtngung    auf- 
zustellen  (t?  36) 

Losung 

y1  sin8^  (—  sin  2^  cosfy  -f  (2  +  cos  20t)  sm^)  =  0. 

(KlfESER) 

2.  Fur  Beispiei  XIH:  F=  G-(x,y)}/xf~-{-yf^  die  Transversalitdtsbedingung 
mittels  der  Indtkatrtx  abzuleifcen  (§  36) 

3  Fur  Beispiei  XIV: 

aj  Die  Transversalitatsbedingung  aufznstellen.  Elementargeoraetrische  Kon- 
struktion  von  61 ,  wenn  /ra,  y^  Ql  gegeben  sind  (§  B6) 

b)  Zu  der  Extremalenscha)  (Lurch  den  Koordinatenanfangspunlct  0  die  Trans- 
uersaleuschar  zu  bestimmen  (§§  31,  44). 

Losung:  Die  Schar  konzentrischer  Kieise  mit  dem  Mittelpunkt  0 

c)  Die  Kurve  &   schneide   die  Extiemale  (£0  im  Punkt  P1    transversal:   den 
Brenvqpun'kt  der  Kiirce  jjt  auf  der  JEJxtiemalen  (S0  zu  bestwnmen,  sowohl  nach  der 
Formel  (47)  von  §  39  als  mittels  der  Extremalenschar,  welche  von  $  transversal 
geschnitten  wird  (§  40) 

Losung:  Sind  0n  6l  die  Tangentenwinkel  von  @0,  beziehungsweiae  ^  im 
Punkt  Pj,  r1  der  Krummungsradius  von  ^  in  Pt,  Dx  der  Abstand  des  Punktes  Px 
vom  Koordinatenanfangspunkt  0,  y  die  Amplitude  des  Yektors  OPl^  so  lautet 
die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Tangentenwinkels  6"  von  (£0  im  Brennpunkt  P^: 

2rx  sin  (0£  —  0^  sm2  (01  —  0X)  +  sin  (6"  —  6J  (Dt  sin  (0t  —  7)  —  2  E)  =  0 

Wenn  insbesondere  rt  -»  oo ,  so  ist  die  Tangente  an  @0  in  P'/  parallel  der  Tan- 
gente  an  ^  im  Punkt  Pj^ 

4  *     Fnt   das 


a  _ 


dze  Bedmgung  zur  B&>twimwng  des  Punltes  P0  aufeustellen  ,  tvenn  der  Anfangs- 
punJct  P0  auf  ewer  geyebenen  I£ww  ®  "beweglicJi,  der  EndpunktP^  fest  ist  (§  36,  b))- 

J)  Vgl   Aufgabe  9,  p.  296 
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Dabei  wird  vorausgesetzfc,  daB  die  Anfangsgesehwindigkeit  v0  und  das 
Potential  TJ(x,y)  von  den  Koordinaten  der  Endpunkte  unabbangig  sindT  und  daB 
die  Konstante  h  bestlmmt  ist  durch  die  Grleichung 


Losung:  Die  G-leichung  zur  Bestimmung  des  Punktes  P0  auf  der  Kurve  «$ 
lautet  : 

VQ  cos  (00  —  00)  +  (tt  —  t0}  (X0  cos  §Q  +  F0  sin  00)  =  0  . 

Dabei  bedentet  t  die  Zeit,  X0,  Y0  die  Komponenten  der  Kraffc  im  Punkt  P0. 

Fiir  den  speziellen  Fall  eines  schueren  materietten  Punktes1)  reduzierfc  sich 
die  Bedingung  daranf,  daB  die  Tangente  an  die  Extremale  im  Punkt  Pl  senkrecht 
znx  Tangente  an  die  Kurve  &  1m  Punkt  P0  sein  muB,  also  dieselbe  Bedingung 
wie  bei  der  BracMstochrone 

5*.    Die  Gleichung  zitr  Bestimmung  des  Brennpunktes  fwr  das  Integral 

- 


•aufzustellen  (§  39). 

Ldsung-  Die  Kurve  &  sei  gegeben  in  der  Form-  #  =  $(#);  sie  schneide 
die  Extremale  (S0  *y  —  y(x}  transversal  im  Punkt  Pt;  A  (a;,  x±)  babe  dieselbe  Be- 
deutung  wie  in  §  12.  Setzt  man  dann 

A  -  f,  +  (*?'-  y")  4  +  y"fy+(y'  -  yrfy',  \  S 

y  y  ' 


so  lautet  die  G-leicliung  zur  Bestimmung  des  Brennpunktes  der  Kurve  $  auf  der 
Extremalen  @: 


-Q.  (40) 

6    Das  Integral*) 


~ 


soil  zu  einem  Minimum  gemacht  werden;  der  Anfangspunkt  ist  fest  und  fallt  mit 
dem  KoordinatenanfangspwytM  zusammen;  der  Endpunkt  ist  auf  der  Kwve 

y  —  (a  —  *)*,  («>0) 

beweyhclt  (§  38). 
Losung: 


wo  x*  der  Gleichung 

3  (a?s  —  a)  —  sin 


J)  Vgl   Aufgabe  10,  p.  296.         2)  Ygl.  Aufgabe  3,  p.  144. 

Bolza,  Vamationsreclmung  29 
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geniigt.    Pur  eiB  Minimum  ist  notwendig,  dafi:  xs<^a,  und  x%~<^7C     DieseBe- 
dingnngen  sind  nur  vereinbar,  wenn 

-£<«<*. 

Numerisches  Beispiel  :    K  —  2  ;  dann  ist  x2  —  1    88  ,  y^  =  0    55  . 

Andeutung-  Wende  die  ,,Differentiationsinetliodeu  von  §  38  an  und  inache 
von  den  Form  ein  (75)  von  p.  147  Gebrauch  (A  MAYEEJ 

7.  Komti  uktion  einer  Kettenlime  mit  der  x-AcJise  cds  Direkti  tx,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punlt  geht  und  eine  geyebene  Gerade  senkrecht  schneidet  (§  89) 

Losung:  Die  Konstantenbestimmung,  bei  der  man  von  dem  Satz,  da6  alle 
Kettenlanien  ahnlich  sind,  Gebrauch  machen  kann,  frihrt  auf  eine  tianszendente 
Gleichung  von  der  Form 

Ch  u  =  au  -f-  b 

8*.  J£s  sez  eine  Kurve  &  gegeben  imd  aufihr  e^n  Purikt  P1}  einen  zweiten 
Punlct  P2  auf  &  und  erne  von  Px  nach  P2  fuhrende  Kurie  &  von  gegebener  Lange  I 
zu  "bestimmen  der  art,  daft  der  von  dem  "Bo  gen  Px  P2  der  Kurve  ®  und  dem  £  off  en 
Pl  P2  der  Kurve  (S  e^ngescMossene  Flaehenraum  ein  Maximum  wird. 

Andeutungen-  Fiihre  Polarkoordinaten  ein  mit  dem  Punkt  Px  als  Pol 
Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve  ®  und  \  Pl  P  \  =  y,  so  bedeute  cp  (?  )  den 
Inhalt  der  zwiscben  der  Geraden  Pj  P  und  dem  Bogen  Pl  P  der  Eurve  ^  ent- 
haltenen  Flache  Funrt  man  dann  auf  den  zuldssigen  Kurven  die  Bogenl^nge  5r 
gemessen  vom  Punkt  PI  aus,  als  unabhangige  Variable  em  (vgl.  Aufgabe  35  von 
p  149),  so  ist  die  gegebene  Aufgabe  nut  der  folgenden  aqurvalent.  Das  Integral 


)  r')  ds 

0 

zu  einem  Maximum  zu  machen  in  Beziehung  auf  die  Gesamtheit  der  Kurven 


in  der  r,  s-Ebene,  welche  vom  Koordinatenanfangspunkt  nach  dev  Geraden  s=? 
gezogen  werden  kdnnen,  und  weleke  abgesehen  von  Stetigkeitsbedingungen  den 
Ungleichungen 


genugen  (§§  7,  38—41). 

Losung:  Die  gesuchte  Kurve  in  der  x9  2/-Ebene  ist  ein  Kxeisbogen,  welcher 
im  Punkt  P2  auf  der  Kurve  ®  senkrecht  stehi  Ist  2^  der  2entriwinkel  des 
Kreisbogens  Px  P2  ,  ferner  r^^=\PiP2\  und  gs  der  Krummungsradius  der  Kurve  £ 
im  Punkt  P2,  so  muB  iiberdies  die  Ungleichung 


erfullt  sem  (EBDMAN^,  KNESEE) 
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9*.   Die  Ehss'sche  Bedingung    von  §  42   mittds   des  Extremalenintegrals 
Tierzuleiten  (DRESDEN) 

10*    Zwischen  zwei  koaxialen  Kteisnngen  die  Botationsflacke  Tdeinsten  In- 
halts  zu  spannen  (§  42)  *) 

KonstantenLestimrnung.     Bei    welcher   Entiernung    der   Leiden    Kreisiinge 
Iiort  das  Minimum  auf?    Behandle  zunkchst  den  Fall  kongru  enter  Kreisringe 

L  6  sung  fur  den  Fall  kongiu  enter  Kreisringe-  1st  E  der  Radius  des  er- 
zeugenden  Kreises  und  D  der  Abstand  seines  Mittelpnnktes  von  der  Botations- 
acnse,  so  1st  der  Abstand  der  Mittelebenen  der  beiden  Kreisnnge  im  Moment, 
wo  das  Minimum  aufhSrt,  gegeben  dutch 


wo  t^  der  Gleichung  genugt 

Jg=       Ch^^Sh^  —  Ch^) 
D  ~~  (1  —  Sh2^)  tj  -f-  2  Shij  Gh^ 

(MARY  E.  SINCLAIR) 

11  Den  kursesten  Abstand  zicischen  einer  Pctrabel  und  etnem  Kreis  zu  be- 
stimmen.  Detaillierte  Diskussion  der  verschiedenen  moglichen  Falle  Unter- 
seheidung  von  relativem  nnd  absoluteni  Minimum  (§  42) 

12*.  Ms  se^  em  Kreis  ®0  iind  eine  von  ihm  amgehende  J^wrce  ^  gegeben: 
con  einem  nicht  vorgescJinebenen  Punkt  dei>  Kreises  ^0  naeli  der  Kurve  ®2  eine 
Kurve  &  von  gegebener  Lcmge  zu  zieheny  welche  mit  den  Kurven  £0  und  ^ 
zusammen  eine  Flaehe  maximalen  Irihalts  em<$chtteftt  (§  38  —  42). 

(&TSSER,  Mathematische  Annalen  Bd.  LYI,  p.  200) 

13*  Ben  Transversalensatz  mid  den  Enveloppensatz  mittels  des  Extremalen- 
integrals  abznleiten  (§§  37,  44). 

14.  Sind  zwei  Punkte  Pl  und  P2  auf  zwei  Kurven  ^,  resp    £'g  beweglich, 
welche  durcn  ikce  Bogenlangen  Sj,  resp    ss   als  Parameter  dargestellt  sind,   so 
ist  das  Differential  des  Abstandes  |  Pj  P2  1  beider  PunJcte,  als  Funktion  der  beiden 
unabhangigen  Variabeln  sT1  s^: 

d  \  Pl  Pg  I  «  cos  co2  ds^  —  cos  o^  d$±  ,  (41) 

wenn  «4  den  Winkel  zwischen  der  Eichtung  PtPs  und  der  positiven  Tangente 
an  die  Kurve  ^  im  Punkt  P4  bedeutet  (§  37). 

15.  Ausdehnung  des  vorangehenden  Satzes  auf  geod'dtisclie  Linien.    Daraus 
die  Satze  yon  §  43,  a)  und  c)  abznleiten.  (DARBOUX) 

16.  Zieht  man  von  einem  Punkt  P  die  Normalen  PPX  und  PP2  nach  zwei 
gegebenen  Kurven  ^,,  ^a,  so  hat  die  Kurve 

=  konst  (^) 


l)  Das  bekannte  Plateau'sche  Experiment,   wenn   die  Bimensionen   des 
Drahtquerscknitts  berticksichtigt  werden 

29" 
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die  Eigenschaffc,  dafi  ilire  Tangente  im  Puukt  P  den  Winkel  zwischen  der 
Geraden  PPS  und  der  Verlangerung  der  Geraden  PPl  halbiert;  dagegen  halbiert 
die  Tangente  der  Kurve 

';  PPj  1  -  |  PP2  1  =  konst  (43) 

im  Ptmkt  P  den  Winkel  der  beiden  Geraden  PPt  und  PP2  . 

Die  beiden  Kurvenscharen  (42)  und  (43)  sind  orthogonal  Schrmnpfen 
die  beiden  ICurven  $x,  ®2  zu  Punkten  zusammen,  so  erhalt  man  bekannte  Satze 
fiber  Ellipse  und  Hyperbel  (§  37;  vgl.  Aufgabe  Nr  14). 

17  Den  vorangehenden  Satz  einerseite  auf  geodatische  Linien  zu  verall- 
gemeinern  (DARBOUX;  geodatische  EUiysen  und  Hyperbeln)  ,  andererseits  auf  das 
Variationsproblem,  fur  welches 


18.  1st  6  irgend  eine  Losung  der  partiellen  DifferentialgleichuDg 

•S3'-"O69+'(S9'  t 

-  ___  -  =  1,  (44) 

so  stellt  die  Gleichung 

0  (u,  v)  =  konst. 

eine  Schar  von  ,,Paralletturvenft  der  Elache  dar,  fur  welche  das  Linienelement 
gegeben  ist  durch-  ds*=*Edu*  +  %Fdudv-\-  Gdv2.  Umgekehrt  lafit  sich  jede 
Schar  von  Paralleikurven  In  dieser  Form  darstellen  (§  20,  b),  §  31  c),  §  43) 

(DARBOUX) 

19,  Kennt    man    eine    Losung    der    partiellen    Differentialgleichung   (44), 
welche  eine  nicht  additive  Konstante  ft  enthalt,  so  ist  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleiclmng  der  geodatischen  Linien  gegeben  durch 


Bei  festgehaltenem  ft  sind  die  beiden  Kurvenscharen  9  =  konst   und 
«=  konst   orthogonal  (§  20^  d),  §  81,  c),  §  43). 

20*.  Verallgemem&rw,g  ties  Begnffs  des  Wirikels:  Es  sei  A^Ai  ein  Bogen 
einer  Transversalen  $  der  vom  Punkt  0  (%Q  ,  y0)  ausgehenden  Extremalenschar,  und 
OA^OAi  die  beiden  aach  J.0  und  A±  fiihrenden  Extremalen  dieser  Schar. 
Fern  e:r  bezeichne 


r  =  J^  (OA,)  = 
und  es  werde  vorausgesetzt,  dafi 


fur  jedes  y     Alsdann  definiert  BLISS  den  Grenzwert 

LL 
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als  den  ,7verallgemeinertenu  Winkel  zwischen  den  Extremalen  OAg   und  OA^ 
Der  Wert  desselben  wird  ausgedriickt  duicla  das  bestimmte  Integral 


f 
J 


,  sin  &}  d6 


F  (a0,  y0,  cos  6,  sin  6)  sin  (8  —  Q} 


Pabei  sind  00,  6t  die  Tangentenwinkel  der  Extremalen  OA^  OA1  im  Punkt  0, 
•and  6  ist  diejenige  der  beiden1)  zur  Richtung  0  trans  versalen  Eiclitnngen, 
welche  znr  Lmken  der  Bicbtung  6  liegt,  wenn,  wie  vorausgesetzt  wird,  6Q  <  01 
(§  44,  b)) 

Andeutung  Stelle  die  Extremalenscbar  durch  <len  Puukt  0  in  der 
Normalform  (^188)  von  §  33  dar  (Buss) 

21.   Fur  das  Integral 


den  Zusatz  HI  von  §  44,  b)  zu  verifizieren  (vgl  Aufgabe  3  auf  p   144) 

22    Die  Jcurzeste  Entfernung   von  einem  Punlt  nach  e^ner  Mlipse  zu  be- 

stimmen     Den  Fall  zu  diskutieren,  wo  der  gegebene  Punkt  auf  der  Evolute  der 

Ellipse  liegt  (§§  38—41,  47). 

23*.   Fur  das  abgeplattete  EotattonselUpsoid 


ist  der  Aquator  eine  geodatische  Linie.  Ber  auf  dem  Aquator  zu  einem  Punkt  A 
gehorige  konjugierte  Punkt  A'  hat  gegen  A  einen  LangenunterscMed  itb/a 
Der  Bogen  A  A'  des  Aquators  liefert  ein  Minimum  der  Lange  (§  47). 

(v.  BEAUNMUHL,  OSGOOB) 
24*.   Die  JjJckenbedzngung  fur  diskontinuierliclie  Losungen  fur  das  Integral 


./><*, 


abzuleiten  (VgL  p.  367,  Fufinote  2)). 

25     Die  WeierstraJB'sche  Uekeribedingung  fur  diskontinuierliche  Losungen 
aus  dem  Du-Bois-Reymond1schen  Lemma  von  §  5,  c)  abzuleiten 

(WHITTEMOBE) 

26.  Die  We  iexstrafi'  sche  JUckeribedingung  fur  diskontinuierlicne  LSsungen 
mittels  des  Extremalenintegrals  herzuleiten  (§§  37,  48). 

27     Fw  Beispiel  X:  ^ 


die  diskontinuiti  lichen  Losungen  $u  bestimmen 
x)  "VgL  §  36,  a),  Ende. 
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L  6  sung.  Wenn  das  G-efalle  der  Verbindungsgeraden  P1P2  zwischen  0  und 
—  1  liegt,  gibt  es  zwei  diskontinuierliche  Losungen  mit  je  einerEcke,  bestehend 
aus  zwei  geraden  Segmenten  vom  Gefalle  0  und  —  1,  beziehungsweise  —  1  toad  0. 
Dagegen  gibt  es  unendlicn  viele  Ldsuiigen  mit  mehr  als  einer  Ecke;  sie  setzen 
sich  ebenfalls  aus  geraden  Segmenfcen  zusammen,  die  abwechselnd  das  Gefalle 
0  und  —  I  haben 

28*.  Fur  das  Problem  der  Kurve  Jcleinsten  Tragheitsmoments  ^n  Beziehung 
auf  einen  Punkt  (Aufgabe  17  von  p  299)  die  diskonUnuierlicJien  Losungen  zu 
bestimmen 

L  5  s  u  n  g  *  Wenn  \$t  —  6l  '  <[  —  ,  so  existiert  keine  diskontinuierliche 
Losung. 

Wean     6%  —  6l  \  ^  —  ,   so  liefert  der  aua   den  beiden  geraden  Segmenten 

o 

JPj_  P0  und  P0  P3  zusammengesetzte  Kurvenzug  das  absolute  Minimum.      (MASON) 
29*.    Das  Integral 


j^w  einem  Extremum  zu  machen;  znsbesondere  sdllen  aucli  die  diskontinuierlichen 
Losungen  bestvnwnt  icerden. 

a)    Die    Extremalen    sind    gerade    Linien,     Fiihre    Polarkoordinaten    ein 
x  s=  r  cos  cpj  y  =  r  sin  9   und  seize:   6  —  -  q>  =  ip  ,    unter  6    den    Tangentenwinkel 
der  betrachteten  Kurve  verstanden     Dann  wird 


F(x,  y,  cos  0,  sin  0)  - 
JF\  (#,  ?/t  cos  9,  sin  0)  as  • 


1  +  r2  4  ' 

1  1 


Hieraus  die  Indikatrix  fiir  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  x,  y  zu  be- 
stimmen An  derselben  liest  man  zunacnst  fur  Jcontinmerliche  Losungen  folgende 
Besultate  ab  •  Sei  j?  die  Lange  der  Senkrecnten  vom  Koordinatenanfangspunkt  0 
auf  die  betrachtete  Gerade.  Bann  li&fert  die  G-erade  stets  ein  staikes  Maximum, 

wenn:    p  >]/15\  stets   ein  sclrwaches  Masiinum,  wenn     V 2^ — 1 


stets  ein  Minimum,  wenn  p  <^V  2~%  —  l,  wobei  jedoch  zwei  Falle  zu  unter- 
scheiden  sind:  Sind  M  und  N  die  beiden  Schnittpunkte  der  G-eraden  mit 
dem  Kreis 


s6  ist  die  Bedingung  (IV1)  fur  em  btarkes  Minimum  erfullt  fiir  die  Punkte  der 
Geraden  zwischen  M  und  .IV;  dagegen  isfc  die  Bedmgung  (IV)  rdcht  erfullt  fur  die 
Punkte  der  Geraden  auBerhalb  des  Segmeates  MN. 
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b)  Jeder  Punkt  im  Innern  des  Kreisriyiges 


ist  eine   moghehe  Eeke  fur  diskontmuierhclie  Minimallosungen  ;  die   zugehorigen 
Bichtungspaare  werden  durcli  die  Gleiehungen 


__ 

r2sin2-^ 

bestimmt  Der  Wink  el  J\P0P2  wird  dabei  von  dem  Radius  Yektor  OP0  vom 
Koordinatenaufangspunkt  aus  halbiert. 

Auf  einer  gegebenen  Greraden,  welche  In  die&en  Kreisring  eintritt,  sind  die 
moglichen  Ecken  gerade  die  beiden  oben  mit  If  und  N  bezeichneten  Punkte.  x) 

c)  Jeder  Punht  aufierJialb  des  Kreises.  r  =  )/15^si  erne  moghche  Ecke  fur 
diskontinuierliche  Maximallosungen  Die  zngehorigen  Richtungspaare  werden 
durch  die  Grleiehnngen 

---  .-==0,  ^  =  —  ib 


testnnmt.  Die  beiden  Stiicke  Pl  P0  und  P0P2  dei  diskontinuierliclien  Losung 
sind,  verlangert,  die  Tangenten  vom  Punkt  P0  an  den  Kreis  9*  =  yi5k  Es  liegt 
Mer  der  Fall  Sl(x^  y)  =  Q  von  §  50  ,  d)  vor;  die  beiden  Scbaren  von  Tangenten 
an  den  Kreis  r  =  |/15^  sind  die  dort  definierten  beiden  ausgezeichneten  Extre- 
malenseharen.  Enthlilt  die  gebrochene  Linie  P1PQP^,  keinen  Beruhrungspunkt 
mit  dem  Kreis  r==yi5\  so  hat  man  ein  starkes,  uneigentliehes  Maximum, 

(CABJLTHEODOBY,  DRESDEN) 
30*".    Die  beiden  noticendigen  Bedingungen 


fwr  diskont'inmerliche  Losungen  (§  49,  c))  mittels  des  Extremalemntegrals  her- 
zuleiten  (DRESDEN) 

31"  Es  sind  zwei  Punkte  P^  und  P2  im  Innern  der  oberen  Hdlbebene  ge- 
geben  (yl  >  0  ,  y2  >  0).  Es  soil  ein  Pwrikt  P0  der  oberen  HaTbelene  (y0  >  0)  und 
&n  Punkt  Ps  der  x-AcJise  so  gewcthlt  und  drei  gewohnliche  Kurven  P0Pi,  PQP%<> 
P0  Ps  in  der  oberen  Halbebene  (y  5  0)  so  gezogen  werden,  daft  die  durcJi  Rotation 
der  aus  diesen  drei  Sogen  zusammengesetzten  Kwve  um  die  x-Achse  erzeugte 
Flache  einen  mdglichst  Meinen  Irihalt  besitzt*)  (§§  48  —  50). 

L  6  sung:  Die  Bogen  PQP^  resp.  P0Pa  sind  Bogen  von  zwei  Kettenlinien 
<£01  resp.  (£0  mit  der  #-Achse  als  Direktriz;  der  Bogen  P0PS  ist  eine  zur  #~Achse 
senkrectte  Oerade;  die  letztere  bildet  im  Punkt  P0  mit  jedem  der  beiden  Ketten- 
linienbogen  einen  Winkel  von  120  ° 

x)  Vgl.  den  Satz  von  CABATHEODORY  auf  p  387 

2)  Bei  dem  Plateau'schen  Versuch  mit  zv^ei  kreisfonnigen  Drahten  bildet 
aicb.  bei  geeigneter  Anordnung  des  Yersucnes  die  Mer  vorliegende  zusammen- 
gesetzte  diskontinuierlicne  Lo'sung. 
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Die  Tangente  an  (£0  (resp  @0)  im  Punkt  P0  mbge  die  #-Achse  im  Pimkt 
T0  (resp  TQ)  schneiden.  Die  Tangente  von  TG  aus  an  den  absteigenden  Ast  von 
(£0  mdge  denselben  im  Punkt  J30  beriihren;  die  Tangente  von  T0  aus  an  den 
aufsteigenden  Ast  von  (£0  moge  denselben  im  Punkt  JBQ  benihren.  Dann  muB: 


Femer  sei  T±  der  Schnittpunkt  der  Tangente  an  @0  in  Pl  mit  der 
und  PJ'  der  Beruhrungspunkt  der  Tangente  von  2\    aus   an   den   aufsteigenden 
Ast  von   @0      Dann  ist  es  fur  em  Minimum  weiter  notig,  daB 


Sind  diese  Bedingungen  in  der  durch  Unterdriickung  des  Gleichheitszeichens 
charakterisierten  starkeren  Form  erfullt,  so  liefert  die  gefundene  Losung  in  der 
Tat  ein  Minimum  des  Flacheninhalts 

Andeutung-  Znm  Beweis  der  notwendigen  Bedingungen  wende  man  die 
Differentiationsmethode  von  §  38,  passend  modifiziert,  an;  fur  den  Hinlanglich- 
keitsbeweis  kombiniere  man  die  hinreichenden  Bedingungen  fur  ein  ge- 
wShnliches  Extremum  mit  den  hinreichenden  Bedingungen  fur  kontinuierliche- 
Ldsungen  von  Variationsproblemen  mit  festen  Endpunkten. 

(TALQVIST^  MABY  E,  SINCLAIR) 

32.  Das  Snelltus'sche  Brechungsgesets  mit  den  Methoden  von  §  51  ab- 
zuleiten. 

33  Die  Weierstrafi'sche  Bedingung  (46),  (47)  von  §  52  roittels  der  Varia- 
tionsmethode  zu  beweisen  (WEIERSTRASS) 

34.  Die  dem  Beispiel  XX  entsprechende  Verallgemeinerung  rur  geodatische 
Linien  aufzustellen  (§§  52,  53) 

Andeutung:  Benutze  Gleichung  f^39)  von  §  26. 

35  Beispiel  I  mit  dei  Bfodifikation,  daB  die  zulabsigen  Eurven  auf  den 
Bereicii 


beschrankt  werden  (§§  52,  53). 

36.  Im  Innern  eines  konvexen  Bereiches  0i  sind  zwei  Punkte  Pa,  P9  ge- 
geben.  Die  kiirzeste  Verbindungskurve  von  P1  nach  P2  zu  ziehen,  welche  den- 
Bereicii  $(,  nicht  verlafit  und  mit  der  Begrenzung  desselben  einen  nicht  vor~ 
gesciiriebenen  Punkt  P0  gem  ein  hat  (§  52) 

Losung:  Eine  gebrochene  Lime  P1P0P^^  deren  Segmente  P^o,  P0P2 
im  Punkt  P0  mit  der  Tangente  der  Begrenzung  gleiche  Winkel  bilden. 

37     Die  vorige  Aufgabe  auf  geodatische  Linien   zu  verallgemeinern. 


38*  Bei  dem  Prinetp  der  Jcleiwten  Aktwn,  angewandt  auf  die  Bewegung 
eines  schweren  materzellen  Puriktes  in  einer  vertikalen  ^Ebene^}  sind  die  zu- 
lassigen  Kurven  auf  den  Bereich:  y^k  beschrankt 


x)   Vgl    auch   fur   die  Bezeichnung   Aufgabe  Er  10   und    11    auf  pp.  296 
und  297. 
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Darans  folgt  die  Existenz  einer  disJcontinuierlwJten  Losung  P0P3P4P17  be- 
stehend  aus  der  Senkrechten  P0P3  vom  Punkt  P0  auf  die  Schranke  y  =  kjdem 
Segment  PSP4  der  Sehranke  und  der  Senkreehten  P4P1  auf  die  Sehranke, 
Diese  diskontimiierliclie  Losnng  liefert  stets  wenigstens  em  relatives  Minimum 
Lafit  man  den  zweiten  Endpunkt  Pt  eine  kontinuierliche  Losung  (Parabel)  vom 
Punkt  P0  an  beschreiben  ,  so  liefert  zunachst  die  kontinuierliche  Losung  den 
kleineren  Wert  fur  das  Aktionsintegral,  bis  der  Punkt  Pl  mit  einem  bestimmten 
zwischen  P0  und  Pr0  liegenden  Punkt  PJ'  zusammenfallt,  in  welchem  beide  Lo- 
sungen  denselben  Wert  liefern  Jenseits  des  Punktes  PJ  liefert  dann  die  dis- 
kontinuierliche  Losung  den  kleineren  Wert  Der  geometrische  Ort  des  Punktea 
PJ'  wird  in  Polarkoordinaten  mit  der  positiven  y-Achse  als  Achse  durch  die 
Gleiehung 


A  +  r  sin*      "J  «    &  -  r  cos2^  =  ^  +  (k  - 


r  cos 


gegeben  (§§  52,  b)  und  57,  e)) 

Die  Prage  des  absoluten  Minimums  mittels  der  auf  p  436  mitgeteilten  Me- 
thode  zu  diskutieren. 


39*.    Sollen  die  orthogonalen  Trajektonen  der  J£urve<nschar 

U(x,  y}  =  konst  (45) 

mgleich  Extremalen  fur  das  Aktionstntegral1) 


sein,  so  ist  notwendig  und  Mnreichend,  daft  das  Potential  U  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  genugt 

V.V,(?.,-Vt,)=V,,(Vl-U%,  (47) 

welehe  ausdruckt,  daft  IT*.  +  U*  eine  Funltion  von  U  (d.  h.  also  die  Kraft   eine 
Fvmktion  des  Potentials)  ist.*) 

Andeutung:  Man  beachte,  daB  fur  das  Integral(46)  transversal  =  orthogonale 
und  wende  die  Satze8)  von  §  20,  b)  an. 

Zusdtze:  1.  Sind  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  (45)  Extremalen 
fur  das  Integral  (46),  so  sind  sie  stets  gerade  Linien.  2.  Sind  die  orthogonalen 

*)  VgL  Aufgabe  Nr.  9  auf  p.  298 

2)  Wegen  Verallgemeinerang  dieses  Satzes  auf  die  Bewegung  eines  Punktes. 
auf  einer  ITache  vgl.  DE  SAINT-GEEMAIN,  Journal  de  Mathematigues  (3)  Bd.  II 
(1876),  p.  325,  EXNEPER,  Gottinger  Nachrichten,  1869,  p.  62  und  STACKED 
Dissertation,  Berlin  1885,  p.  11 

8)  Der  hier  in  Prage  kommende  Satz  ist  folgendermafien  zu  berichtigen; 
,,Eine  Kurvenschar  F(x,  y]  =  konst.  kann  nur  dann  Trans  versalenschar  fur  ein 
gegebenes  Yariationsproblem  sein,  wenn  eine  Punktion  von  J^  existiert: 
W==  ^(JP),  welehe  der  Beltrami-Hamilton'sehen  Differentialgleichung  (47) 
genugt.u 
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Trajektorien  der  Schar  (45)  gerade  Linien,  so  sind  sie  zugleich  stets  auch  Extre- 
malen  far  das  Integral  (46).  8.  Besitzt  das  Integral  (46)  eine  einparametrige 
Scliar  von  geradlinigen  Extremalen,  so  sind  dieselben  die  orthogonalen  Trajek- 
torien  der  Schar  (45). 

Andeutung:  Die  Euler'sche  Differentialgleichung  fiir   das  Integral   (46  ) 
in  der  Form  (23b)  von  §  26  lautet 

dx  dy  8(17+7.) 

d's  ui~Ts  U*  ----  7  --  (48} 

40*    Bet    dem  Prmsip   der  klewisten  Aldion    sind  die   zulassigen  Kurven 

auf  das  G-ebiet 

(49) 


beschrdnkt.  Die  h^eralts  folgenden  diskontmuierlichen  Losungen  fur  das  Aktions- 
mtegial  (46)  211  nntersuehen  unter  der  Voraussetzung,  daft  das  Potential  U  der 
partwllen  Differentialgleichung  (47)  genugt  (§  52). 

L  6  sung:  Die  Betrachtung  wird  auf  emeu  Bereich  beschr'ankt,  in  welchem 
U  eindeutig  definiert  und  regular  ist,  und  in  welchem  Ux  und  U  nicht  gleich- 
zeitig  verscuwinden.  Es  sei  S: 


em  regularer  Bogen  der  Schranke 

U(x,  y)  +  h  =  0  ;  (50) 

v  sei  die  Bogenlange,  und  der  positive  Sinn  sei  so  gewahlt,  daB  die  positive 
Normale  der  Kurve  ^,  d  h  diejenige,  deren  Richtungskosinus  durch:  —  3/'(t?), 
x(v)  gegeben  sind,  ins  Innere  des  Bereiches  (49)  gerichtet  ist  Man  betrachte 
die  Transformation 

#  =  #(#)  —  #'(<;)$,  y  =  y(v)-\-x'(v)s  (51) 

zmschen  der  a;,  ^/-Ebene  und  einer  #,  s-Ebene  und  bezeichne  mit  <f  das  Bild  in 
der  x,  ^-Ebene  des  Bereicnes 

'  (52) 


Man  kanix  dann  stets  50,  t?0,  v±  so  wahlen,  dafi  die  Transformation  (51)  eine 
ein-eindeutige  Beziehung  zwiscHen  den  Bereichen  (52)  und  of  definiert,  und  dafi 
gleichxeitig  die  Funktionaldeterminante  der  Transformation  (51),  namlich 


TVO  r  den  Exummungsradius  der  Kurve  €  im  Punkt  v  bezeichnet,  im  Bereich  (52) 
von  Null  veischieden  ist.    Dann  gilt  der  folgende  Satz:1) 

Die  Funktion    U  moge    der  partiellen  Differentialgleichung  (47)  genugen; 
die  zulassigeu  Kurven  mogen   auf  den  Bereich  <£  beschr^nkt  werden,  und   die 


x)   Vgl.   FRA^B:,   Mathematische    Annalen,    Bd.   LXIV  (1907),    p.  239 
und  die  Berichtigung  dazu  Ibid   Bd   LXVI 
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beiden  gegebenen  Pnnkte  P0  und  Pt  mogen  im  Innern  von  c^  liegen  Dann  kann 
man  von  P0  und  J\  aus  je  eine  eindeutig  definierte  Normale  P0  P3,  resp.  JPj  P4 
auf  die  Scbranke  £  zieben. 

Alsdann  liefert  der  aus  den  Normalen  P0  P8  ,  dem  Bogen  P3  P4  der  Schranke 
und  dfi  Nonnalen  P4PX  zusammengesetzte  Kurvenzug  stets  em  starkes  (relatives) 
Minimum  fur  das  Altionsintegral  (46). 

Andeutung  Man  zeige  zunacbst,  dafi  die  Funktion  U  bestandig  wacbst, 
wenn  man  langs  einer  Normalen  der  Kurve  d  von  &  aus  ins  Innere  des  Be- 
reicbes  cf  fortschreitet,  und  wende  dann  den  anf  p  399  angefiihrten  Safcz  von 
Todhunter  in  leichter  Modifikation  an. 


41*.  Anf  einer  m  der  Form:  z  =  cp(x,y)  gegebenen  Flacbe  sind  zwei 
Punkte  Pt,  P2  gegeben.  Die  kiirzeste  Kurve  zu  bestimmen,  welcbe  anf  der 
Flacne  von  Pl  nach  P2  gezogen  werden  kann,  und  deren  Steilbeit  eine  gewisse 
Grenze  k  nicht  ubersteigt: 

dz  = 


Losung-  Die  Losungen  setzen  sicb  zusammen  aus  geodatiscben  Linien, 
aoweit  sie  die  Bedmgung  (53)  erfullen,  und  aus  ,,Kurven  konstanter  Steilbeitu; 
d#/d$  =  k  An  den  Ubeigangspunkten  miissen  aueb  die  geodatiscben  Linien 
die  Steilbeit  k  besitzen  *  (ZEEMELO) 

42  Einen  abgestumpften  Kegel  von  yegebener  Basis  und  Hohe  zu  lonstru- 
ieren,  welcher  in  der  Hichtung  der  Achse  den  geringsten  Widerstand  erfahrt  (§  54). 

Ldsung:    Entstebt   der   gesucbte    abge-  j> 

stumpfte  Kegel  durcb  Rotation  derFigur  AB  CD 
um  die  Acbse  AB,  und  ist  M  der  Mittelpunkt 
vonABiBoi*t\MS\=~[M2)\.  (Siebe  Fig.  105.)  c 


43*   Ist  PQ  em  Kurvenbogen,  dessen  Ge-   _^L^_ 
falU   dwchweg  >1  ist,   so  erfahrt   die  durch          s  ^          M          B 

Rotation  des  Bogens  PQ  um  die  x- Achse  er-  Fig.  105. 

seugte  Flache  einen  grofieren  Widerstand  als  die  durch  Eotation  der  gebroehenen 
Linie  PHQ  erzeugte,  wobei  Pit  parallel  der  y- Achse  ist  und  MP  das  G-efalle  l 
hat  (§  54). 

Andeutung.  Zerlege  den  Bogen  PQ  in  Elemente,  wende  auf  dieselben 
den  vorangebenden  Satz  an  und  gebe  zur  G-renze  uber.  (NEWTON,  ELLIS) 

44  Der  Widerstand  einer  Halbkugel  ist  gleicb  der  Halfte  des  Wider- 
standes  eines  Zylinders  von  derselben  Basis  und  H6he,  wenn  beide  sicb  in  der 
Richfrung  der  Acbse  bewegen  (§  54).  (NEWTON) 

Wie  groB  ist  der  Widerstand  des  Eotationskoipers  kleinsten  Widerstandes 
von  derselben  Basis  und  Hobe? 

An  wort:    0,3748  des  Widerstandes  dea  Zylinders. 
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45*.    Den  Itotationskorper  kletnsten  Wtderstandes  zu  bestimmen,  wenn  statt 
des  Newton'schen  Gesetzes  l)  fur  den  Widerstand: 


eines  der  folgenden  mit  der  Erfahrung  besser  ubereinstimmenden  Gesetze2)    zu 
Grande  gelegt  wird- 

csinddeo,  (v    LOSSL) 

2  c  sin  6     7 

T+TlfQ^-  (DUCHEMZH) 

L  6  sung:  Die  Extremalen  lassen  sicla  nacb  derselben  Methode  wie  beim 
Newton'scben  Problem  ip.  endlicher  Form  darstellen  nut  q  als  Parameter.  Ihre 
allgemeine  Gestalt  ist  dieselbe  wie  beim  Newton5  schen  Problem.  Der  Tangenten- 
winkel  7  an  der  Spitze  wird  gegeben  durcn. 

cotg  y  ==  ^—  ,        y  =  5-4°  44  ',     resp 


Die  Bedingung  (IV)  wird:    0^^,     wo 

T/5  —  i 
si-n$=r  —  _  —  ,          ^^ggo-^     regp 

2  sin  3  d  +  3  sin  s  ^  +  2  sin  tf  —  1  =  0,         ^  ==  18°  30'. 

Die  Losung  setzt  sich  zusammen  aus  emem  Segment  der  y-Acbse  und  emeia 
darauf  folgenden  Extremalenbogen,  der  mit  dem  Tangentenwinkel  &  ansetzt 
Ganz  ahnliche  Resultate  gelten  allgemein  fur 


wenn  f(q)  zunachst  von  0  bis  zu  einem  endlicnen  Mmimalwert  abnimmt  und 
yon  da  bestandig  bis  0  wachst,  wahrend  ^  von  0  bis  +  ex?  wachst. 

x)  Vgl.  wegen  der  Bezeicnnung  p  409, 
*)  Vgl.  Encydopadie,  IV  17,  Kr.  4,  5,  6. 


Zehntes  KapiteL 
Isoperimetrisehe  Probleme. 

§  59.    Die  Euler'selie  Begel. 

Beiin  isoperimetnsehen  Problem1)  vom  einfachsten  Typus,  welches 
den  Gegenstand  des  gegenwartigen  Kapitels  bildet,  besteht  —  zunachst 
fur  den  Fall  fester  Endpunkte  —  die  Gesamtlieit  9TI  aller  zulassigen 
Kurven  aus  alien  gewohnlichen  Kurven  (£,  welche  yon  einem  ge- 
gebenen  Punkt  Pt  nach  einem  zweiten  gegebenen  Punkt  P2  fiihren, 
ganz  in  einem  vorgeschriebenen  Bereich  ^,  verlaufen  und  dem  Integral 


dnen  vorgeschriebenen   WeH  I  erteilen: 

K®  -  I  (1) 

Unter  diesen  zulassigen  Kurven  ist  dann   diejenige  auszusuchen; 
welche  dem  Integral 


den  kleinsten  Wert  erteilt. 

Dies  ist  das  Problem  des  7,absoluten"  Minimums;  dem  sich 
ganz  wie  in  §  3,b)  und  §  25,  das  ..relative"  an  die  Seite  stellt. 

Von  den  Funktionen  F  und  G  soil  dabei  vorausgesetzt  werden, 
daB  sie  in  x',  y'  positiv  homogen  von  der  Dimension  1  sini  und 
tiberdies  als  Funktionen  ihrer  vier  Variabeln  von,  der  Klasse  C'"  in 
dem  Bereien 

*5:  (x,y)     in  ft,  (^2/0  +  (0,  0). 

a)  Herstellung  einer  Scliar  von  zulassigen  Variationen: 
Wir  nekmen  an,  wir  hatten  eine  zulassige  Kurve 

@0:  x  =  x(£),        y  =  y(f)j        ^  ^  t  ^  ^2  (2) 


x)  ^"g1-  P-  ±-  Statt  ^isoperimetrisches  Problem"  wird  haufig  T,Problem  des 
relativen  Extremums"  gesagt.  Wir  halten  jedoch  im  Gebrauch  der  Worfce  absolutes 
und  relatives  Extremum  an  der  in  §§  2  und  3  eingefuhrten  Terminologie  fest. 
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gefunden,  welche  in  dem  angegebenen  Sinn  ein  relatives  Minimum 
fur  das  Integral  J~  liefert,  und  welche  ganz  im  Innern  des  Bereiches 
31  liegt. 

Es  liandelt  sich  dann  zunactst  darum,  einen  analy  tiscb.cn  Aus- 
drnek  far  eine  emfach  unendliche  Schar  von  zulassigen  Variationen 
dieser  Kurve  zu  erhalten  Man  tiberzengt  sich  Jeiclit,  daB  man  infolge 
der  jjisoperimetrischen  Bedingung"  (1)  jetzt  nieht  mehr  mit  Variationen 
Yon  dem  einfachsten  Typus  (17)  Ton  §  26  anskommt^  sondern  dafj 
es  notig  wird;  Variationen  yon  dem  allgememeren  Typus 

x  -  $(t,  o,      y  -  y(t,  0  (3) 

heranzuziehen.  Man  kann  zn  solchen  emparametngen  Scharen  zu- 
lassiger  Variationen  naclt  WEIERSTEASS  folgendermaBen  gelangen: 

Man  walxle  irgend  zwei  Funktionenpaare  |(#),  q(f)  und  %i(f)}  %  (f) 
Ton  der  Klasse  D\  welche  in  ^  und  ^  verscliwinden: 


uiid  setze 


wobei  £?  fx  Konstante  bedeuten. 

Wenn  wir  diesen  Konstanten  nun  noch  die  Bedingung  auferlegen, 
daB  sie  der  Ptelation 

,  Y,  X',  T)dt  -  I  (4) 

genugen  sollen,  so  steEen  die  Grleichungen 

x  -  X(^,  «,  £l),        y  =  T(t,  «,  £l)  (5) 

fur  jedes  solcbe  Wertsystem  £?  £x  eine  zulaseige  Variation  der  Kurve 
@0  clar,  weun  nur  \  s  \  und    «t    hinreichend  klein  genommen  werden.1) 

a)  An  dieser  Stelle  zweigt  eine  von  HILBERT  m  semen  Vorlesungen  gegebene 
elegante  Modifikation  des  Weierstrafi'schen  Beweises  dei  Euler'schen  R.egel 
ab  Statt  die  G-leichung  (4)  nach  sl  atifzulosen,  fahrt  er  die  Anfgabe  auf  eia 
gewoJiriliches  Ecctremum  vmt  e^ner  N&eribedmgwng  zurtick.  Es  mufi  namlicli  jetzt 
die  Fnnktion 


fur  s  =  0,  s1  =  0  ein  Minimum  mit  der  E"ebenbedmgung  (4)  besitzen.  Daher 
mu^  es  unter  den  Voraussetzungen  und  in  der  Bezeichnimg  des  Textes  eine  von 
s  und  el  uuabh&ngige  GroBe  I  geben,  so  daB  gleichzeitig 
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Nun  wird  die  Grleicnung  (4)  befriedigt  durch.  s  =  0,  a±  =  U;  weil 
ja  die  Kurve  @0  als  zulassige  Kurve  der  isoperimetriscben  Bedingung 
(1)  genugt.  Ferner  1st  die  Funktion  2£(s,  sj  in  der  Umgebung  der 
Stelle  £  =  Qj  %  =  0  von  der  Klasse  C"  Wenn  wir  daher  |?  15  so 
wablen,  claB  die  GroBe 


von  Null  verschieden  ist,  so  kdnnen  wir  nach  dem  Satz  uber  imphzite 
Funktionen  die  Grleichung  (4)  in  der  Umgebung  der  Stelle  £  ==  07 
^  =  0  eindeutig  nach  s±  auflosen,  und  die  erhaltene  Losung:  si  ==  x(£l 
versehwindet  fur  s  ==  0?  ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  von  der 
Klasse  C",  uncl  es  ist 


wenn  wir  analog 


setzen^  dabei  soil  iiberall  der  Index  0  das  Nullsetzen  von  £?  resp.  von 
s  uncl  ^  aoideuten. 

Tragen  ivir  fur  %  die  Funktion  %(e)  in  (5)  ein;  so  erhalten  wir 
eine  einparametrige  Schar  von  Yariationen  der  Kurve  (§0: 

*  -  X(t,  e,  %(6))  =  Sg(t,  e),         y  =  Y(t,  e,  Z(£))  ^  y(t,  a),         (7) 

welche  alle  verlangten  Eigensckaften  besitzt. 
Aus  (6)  folgt,  dafi  fur  diese  Scnar 

(S) 


Es  wirffc  sicn  jedoch  die  Frage  auf,  ob  sicb.  die  Funktionen 
%i?  %  stets  so  ivablen  lassen;  daB  ^  4=  0.  Dies  ist  nur  dann  un- 
moglich^  wenn  das  Integral  K±  fur  alle  Funktionen  |J?  %  von  den 
angegebenen  Eigenscbaften  verscbwmdet.  Das  wiirde  aber  nach  §  26^  a) 

Die  zweite  Gleicliuiig  bestimmt  I  und  zeigt,  dafi  1  jedenfalls  von  |,  j\  unabhangig 
ist;  ans  der  ersten  folgt  dann  die  Exiler'selae  Eegel 

Dies  ist  wohl  der  einfaclaste  strenge  Beweis  der  Btiler'sclien  E.egel.  DaB 
wir  denselhen  trotzdem  im  Text  nickb  gewahlt  haben,  ist  mit  Bticksiclit  auf  die 
Entwicklungen  von  §  60  uber  die  zweite  Variation  geschehen. 

VgL  aucB.  KNESER,  JSuler  und  die  Vanationcrec7inung?  Abnandlungen  zur 
Geschichte  der  Mathematischen  Wissenschaften,  Bd  XXY  (1907),  p.  50. 
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bedeuten,  da8  die  Kurve  ©0  erne  Extremale  fur  das  Integral  K  ware. 
Wir  setzen  daher  in  der  Folge  voraus,  daft  die  Kurve  (S0  niclit  zugleich 
Extremale  filr  das  Integral  K  ist,  d.  li.  also  daB  der  Ausdruck 

y^  Gxi  -  <?„'  +  a&'y"  -  y  V-),  (9) 

berecknet  fur  die  Kurve  @07  iin  Intervall  [^J  nicbt  identisch  ver- 
scbwindet.1) 

Da  die__Kurven  der  Schar  (7)  fur  beliebige  Werte  von  s  der 
Gieichung  K  ==  I  genugen3  so  folgt  daraus  durch  Dijfferentiation  nacb.  s 

8K=~Q.  (10) 

TJmgekebrt  gilt  aber  auch  das  folgende  Lemma;  welcbes  spater  bei 
der  zweiten  Variation  zur  Anwendnng  bommen  wird: 

Bind  |,  ri  0wei  vorgegebene  Funktionen  der  Klasse  D',  welclie  in 
t±  und  t%  verschw^nden  und  der  Gleiclmng 

=  0  (11) 

genugen,  so  la  fit  sicli  stets  eine  elnparametrige  Schar  von  mlassigen 
Variationen  konstruieren,  fiir  welche 

Sx^t-t,         Sij=*sr}.  (12) 

Denn  wahlen  wir  bei  der  obigeii  Koiistruktion  der  Scbar  (7)  fur 
I,  7j  die  beiden  vorgegebenen  Funktionen^  so  ist  wegen  (11):  j£"0  =  0? 
und  daber  geben  die  Gleicbungen  (8)  in  die  yerlangten  Grleicbnitgen 
(12)  liber. 

Ist  die  Kurve  @0  von  der  Klasse  C",  so  konnen  wir  auf  die 
Gleiclmng  (11)  die  Transformation  (18)  von  §  26  anwenden  und 
erhalten  das  Lemma  in  der  folgenden  modifizierten  Form,  in  welcber 
dasselbe  von  WEIERSTRASS  gegeben  worden  ist:2) 

Ist  w  vrgendeine  Furiktion  der  Klasse  Df,  welclie  in  tt  und  t2 
verscJiwmdet  und  der  Gl&icliung 

(13) 


l)  "Ware  diese  Bedingung  nicht  erfulltT  so  warden  gewisse  hinreichend 
kleiae  Stucke  des  Bogens  (S0  wemgstens  em  schwaches  Extremum  fur  das 
Integral  K  liefern,  und  es  w*are  daher  unmoglich,  ein  solches  Stuck  zu  variieren 
(wenigstens  im  Sinn  der  schwachen  Variation)  ohne  den  Wert  von  K  zu  andern 
(WEEEKSTRASS). 

-)  Vgl   KNESBB,  Mathematische  Annalen,  Bd.  LV,  p.  100. 
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gewAgt,  so  kann  man  stets  eine  Schar  mlassig&r  Variatiomn  konstruieren, 

fur  welche  f 

y  §x  —  xrSy  =~  sw. 

Denn  die  Funktionen 


fc  = 


—  wx 


genugeii  alsdann  alien  Bedmgungen  des  ebeu  bewiesenen  Lemmas, 
aus  welchem  dann  die  Beliaupirang  unmittelbar  folgt. 

b)  Beweis  der  Euler'sclien  Regel: 

Nachdem  wir  so  eine  Schar  von  zulassigen  Variationen  kon- 
struiert  haben,  schliefien  wir  jetzt  m  der  tiblichen  Weise?  daB  fiir 
dieselbe  die  Kurye  @0  den  Bedingungen 

*  SJ=0,         $*J^Q  (14) 

geniigen  muB.     Wenn  wir  zur  Abkiirzung  schreiben 


so  lautet  die  erste  der  beiden  Bedingungen  (14)?  mit  der  wir  as  hier 
zunachst  ausschlieBlien  zu  tun  haben,  wenn  wir  fur  dx^  dy  ihre  Werte 
aus  f8)  einsetzen, 

Jo"^"  Ji-°-  (15) 

Wir  denken  uns  jetzt  die  beiden  Funktionen  |1;  ^  ein  fiir  alle- 
mal  fest  gewahlt;  dann  ist  der  Quotient 

j.s-ji 

eine  ganz  bestimmte  numerische  Konstante?  die  jedenfalls  yon  der 
WaH  der  beiden  Funktionen  |?  ^  unabhangig  ist.  Die  Grleicbung  (15) 
lautet  also  ietzt 

J  T      r_    1    IT  A, 

*  VQ-T   A  A0   ==  U, 

d.  h.  aber^  wenn  wir 

F(x9  y,  x',  y'*}  +  1  G(x,  y,  x,  yr)  =  H(x,  y,  x,  y'-  A)  (16) 

setzen:  Es  muB 


0  (17) 

*i 

B  o  1  z  a ,  Vanationsrechjaung  3  0 
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sein  fur  alle  Funktionen  |;  q  yon  der  Klasse  D',  welche  in  tt  und  t% 
verschwinden.  Daraus  folgt  aber  nach  §  5,  c)  und  §  26,  a)  das. 
fblgende,  unter  dem  Namen  der  ?JEuler}schen  Regel"*)  bekannte  Resultat: 

])  EULER  Hat  die  naclx  ihm  benannte  Regel  durch  erne  sinnreiehe  Infini- 
tesimalbetraehttmg  bewiesen  (Methodus  mvemendi  etc.  [1744J,  Kap.  V,  Art.  27). 
Er  betrachtet  die  Kurve  als  Polygon  von  unendlich  vielen  Seiten,  variiert  dann 
die  Ordinaten  zweier  aufeinanderfo]  gender  Ecken  desselben,  aber  so,  daB  die 
isoperimetrische  Bedmgung  erfullt  bleibt*  Seine  Scbltsse  entsprechen  zwar  den 
hentigen  Begriffen  von  Strenge  nicht  mehr,  sind  aber  immer  nocli  befriedigender 
als  das  meiste,  was  sonst  vor  Weieistrafi  uber  diesen  G-egenstand  geschrieben 
worden  ist 

Der  erste  strenge  Beweis  der  Euler'schen  Hegel  riihit  von  WEEBBSTEASS 
her  (Vorlesungen  1877,  oder  fniber);  es  ist  im  wesentlicnen  der  im  Text  ge- 
gebene. 

Man  kann  dem  Beweis  aucn  eme  andere  Wendung  geben^  welche  sich 
metr  an  die  ScnluBweise  der  alteren  Variationsreclinung  anschheBt,  indem  man 
denselben  folgendermaBen  in  zwei  scharf  getrennte  Teile  zerlegt: 

Angenommen  man  hatte  anf  irgendeinem  Weg  eine  Schar  znlassiger 
Variation  en  der  Knrve  ©^  gefunden.  Dann  mussen  ffir  diese  Schar  gleichzeitig 
die  beiden  (Heiclmngen  bestehen 

dj^o,       <?jr=o. 

Darans  hat  man  nun  werter  geschlossen:  Also  muB  ^J"^  0  sein  fur  alle  Funk- 
tionen  $x,dy,  welche  der  Bedingung  $K=  0  genugen  Dieser  SchluB  ist  an 
sich  falsch;  er  wird  erst  gerechtfertigt,  nachdem  das  unter  a)  erwahnte 
Weierstrafi'sche  Lemma  bewiesen  ist,  welches  somit  eine  wesentliche  Lxicke 
der  alteren  Variationsrechming  ausfullt. 

Weiter  zeigt  man  dann  Ist  8J—Q  fur  alle  Funktionen  $x,$y,  fur  welche 
djBT—O  ist,  so  nmB  die  Kurve  @0  der  Differentialgleichung  (I)  genugen 

Der  Beweis  dieses  Satzes  reduziert  sich  (nach  Anwendung  der  L  agr  an  ge'schen 
partiellen  Integration  auf  dJ  und  $K)  auf  das  folgende  FundamentalUwma  fur 
isoperitnetrtsche  Probleme,  welches  sich  dem  Fundamentallemma  von  §  5  als 
Gregenstiick  an  die  Seite  stellt: 

Sind  M  und  N  zwei  im  Zwtervall  pj^]  stetvge  Funktionen  von  t,  und  ^sf 


*/ 

^i 

fur  alle  Funktionen  w  der  Klasse  C',  welche  in  t^  und  t%  verschuinden  und  d&i- 
GrleiGhung 

CNwdt^O 
t/ 

#1 

genugen,  so  gibi  es  e^ne  Konstante  I  derart,  daft 

M-^l  JV"==0  ^m  ganzen  Intervall  [^y. 

Dieses  Fundamentallemma  ist  wohl  zuerst  von  BERTBAND  bewiesen  worden 
(Journal  de  Mathematiques,  Bd  VII  (1842),  p.  55),  Bekannter  ist  der  Beweis 
von  Dtr-Bois-BEtMOND  gewoxden  (Mathematische  Annalen,  Bd.  XY  (1879), 
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Jede  Losung  des  vorgelegten  isoperimetriselien  Problems,  ivdche 
nicht  mgleick  ExtremoZe  fur  das  Integral  K  ist,  <mup  fur  einen  ge- 
wissen  Wert  der  Konstanten  I  den  Differentialgldclmngen 


yenugen,  welche  mit  der  einen  Differentialgl&iclmng 

%*y>  ~  Ey*.  +  B,  (xy"  -  y'x"}  =  0  (I) 

dquwalent  sind. 

Dabei    ist   die  Funktion  H  durcb    die   Grleielrang  (16)   deiiniert, 
und  es  ist 


Dies    ist    aber    diesdbe    Differentialgleiclnmg,    die    man    erlialten 
ivurde,  wenn  man  das  Integral 


(20) 

ohne  Nebenbedingung  zu  &inem  Extremism  #u  machen  hatte. 

Jede  der  Differentialgleichung  (I)  ftir  einen  bestimmten  Wert 
von  A  gentigende  Kurve  soil  nach  KJSTESEK  wieder  eine  Eoctremale  fur 
das  vorgelegte  Variationsproblem  heiBen. 

Zu  den  vorangeiienden  Kesultaten  fiigen  wir  noeli  die  folgendeix 
Bemerkungen  Mnzn: 

1.  Nacli  der  obigen  Ableitung  konnte  es  scheinen,  als  ob 
die  Konstante  I  noch.  von  der  WaH  der  Funktion  en  |1?  %  ab- 
hangig  ware.  Dem  ist  aber  nient  so,  Denn  aus  (15)  folgt,  wenn 
auch  -£"4=0 


p.  312,  wo  noch  ein  weiterer,  von  REIFF  herrubxender  Beweis  gegeben  wird) 
Die  entsprecliende  Yerallgemeinerang  fux  das  allgemeinste  isoperimetriaelie 
Problem  bei  einfaclien  Integralen  findet  man  bei  SCHEEFFEE,  ibid,,  Bd  XXY 
(1885),  p.  584  und  A,  MAYER,  ibid.,  Bd.  XXVI  (1886),  p.  78. 

Die  oben  hervorgehobene  Lucke  ist  typisen  far  die  !altere  Yariations- 
reehnting  Duron  den  Lagrange'scben  ^-Algoritbmus  wird  die  Aufrnerksamkeit 
auf  die  ersten  Yariationen  tf#,  dy  abgelenkt,  und  man  vergiBt  dariiber  nur  zu 
leicbt,  daB  man  ans  den  Funktionen  &x^  8y  erst  dann  etwas  schliefien  kann,  wenn 
man  imstande  ist,  von  diesen  auf  eine  Sehar  von  zulassigen  Yergleichskurven 
jznriickzugelien.  Erst  WEIEBSTBASS  nat  hier  Klarbeit  in  die  Yariationsrechnting 
gebrach.t. 

30* 
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Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  enthalt  nur  %19  <YII?  die  rechte 
nur  |,  7?;  die  beiden  Funktionenpaare  smd  voneinander  vollkominen 
unabhangig;  daraus  folgt  aber,  dafi  die  isoperimetriscJie  Konstante  K 
auch  von  der  Wahl  der  FunMonen  |1;  r^  unabhangig  ist  (WKIER- 

STKASS). 

2  Das  allgemeine  Integral1)  der  Differentialgleichung  (I)  enthalt 
aufier  den  beiden  Integra  tionskonstanten  noch  die  Konstante  A: 

*  -  f(t,  «,  /J,  A),         y  -  g(t,  a,  ft,  A)  (21) 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  <x?  {$?  A  und  der  unbekannten.  G-roBen 
tif  ta  haben  wir  —  iin  Fall  einer  kontmuierlichen  Losung  —  aufier 
den  Tier  Gfleichungen,  welche  ausdrucken,  daB  die  Kurve  ftir  t  =  t± 
durcE  den  Punfct  P17  fur  t  =  ts  durch  den  Punkt  P2  geaen  soll^  noch 
die  isoperimetrische  Bedingung  K=l,  also  ebensoyiele  Gleichurigeii 
als  Unbekannte. 

3.  Neben  den  der  Dififerentialgleichung  (I)  geniigenden  Losuiigen 
des  Problems  kann  es  dann  moglicherweise  aoch  Losungen  geben; 
wdche  Exiremalen  fur  das  Integral  Ksind,  sogenannte  »starre  Losungen",®) 
was  in  jedem  einzelnen  Fall  durch  erne  besondere  Untersucnung  zu 
entscheiden  ist  Man  kann  diese  Losungen  unter  die  vorigen  mit 
embegreifen^  wenn  man  einen  zweiten  Paktor  %  einfiikrt,  der  im  all- 
gemeinen  Fall  —  1  ist,  wahrend  in  diesem  Ausnabmefall  %  *»  0?  1  =  1 
ist?  un,d 


setzt. 

4.  Bei  dem  obigen  Beweis  der  Euler'schen  Regel  war  nicht 
Torausgesetzt7  daB  die  Kurve  @0  von  der  Klasse  C'  ist;  sie  darf  auck 
eine  endliche  Anzah.1  von  Ecken  haben.  Nur  hat  man  dann  vor 
Ausfuhrung  der  Differentiation  nach  £  und  ax  die  Integrale  J(s,  st) 
und  JT(«,  fij)  in  bekannter  Weise  in  Summen  von  Integralen  zu  zer- 
legen,  die  Differentiation  an  den  Summanden  auszufuhren  und  uach 
der  Differentiation  die  Integrale  wieder  unter  einem  Integralzeichen 
zu  vereinigen.  Daraus  folgt;  daB  aucJi  bei  einer  ,,disTcontinuierlichen 
Losung"  die  isoperimetrische  Konstante  1  mtlang  alien  kontinmerlichen 
Segrmenten  ein  und  denselben  konstanten  Wert  hat*) 


l)  Naheres  hieraber  unter  e);  vgl.  iibrigens  die  auch  iiier  gultigen  Bemer- 
kung-en  auf  p.  204. 

2j  Vgl  p.  460,  FuBnote  *) 

3)  Diese  wichtige  Bemerkung  rfilut  von  A.  MAYER  (Mathematische 
Annaien,  Bd.  XIII,  (1877),  p  65,  FuBnote)  und  WBIERSTRASS  her 
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Ferner  ergibt  sick  welter  aus  (17)  ixacli  §  48,  b):  In  jeder  JStke 
t=tQ  emer  diskontinuierlieJien  Losung  mufi  die  Weierstra/Psclie 
Eckenbedingung 

Hx,  *-«  -  Hx,  ,  <*  +  <>,        Hjff  |  /0-o  =  Hyf  |  ;0  +  o  (22) 

erfullt  sein. 

c)  Das  spezielle  isoperimetriselie  Problem: 

Damnter  versteben  wir  die  folgende  Aufgabe,  welche  der  ganzen  Klasse 
von  Aufgaben,  mit  der  wir  uns  gegeawartig  beschaftigen,  den  Namen  gegeben  kat  : 

Beisptel  II:1}  Unter  alien  geitohnUchen  Kurven  von  yegebener  Ldiige, 
welche  zicei  gegebene  Punkte  Pt  und  P2  verbinden,  chejemge  zu  bestimmen,  welelte 
mit  der  Sehne  P^P^  den  grojtien  FlachenMialt  einsctiliefit. 

Wahlen  wir  die  Yerbindungsgerade  von  J^  und  P2  zur  ^?-Achtee,  ictit  P2  PI 
als  positiver  Eichtung,  so  baben  wir  das  Integral2) 


zu  einem  Maximum  zu  macnen,  wabrend  das  Integral 


einen  vorgescbriebenen  Wert  2Z  besitzen  soil,   den  wir  groBer  als  den  Abstand 
PaPa|  voranssetzen. 

Fur  den  Bereicb  $1  konnen  wir  bier  die  ganze  ar,  {/-Ebene  wablen. 


so  erbalten  wir  . 

!,  (28) 


und  daber  wird  die  Bifferentialgleicbung  (I) 


Dieselbe  zeigt,  daB  ^  stets  von  Null  verscbieden  1st,  und  dafi  die  gesuchte 
Kurve  ein  Kreis  vom  Hadius  \  I  \  ist,  der  im  Sinn  s)  des  Ubrzeigers  oder  im  ent- 
gegengesetzten  beschrieben  wird,  je  nacbdem.  I  ;>  0  oder  I  <  0.  Man  verifiziert 
dies  ancb  leicbt  direkt  durcb  wirklicbe  Ausfubrung  der  Integration,  indem  man 

l)  YgL  p.  3. 

^  Hierdnrcb  wird  zugleicb  definiert,  was  wir  unter  dem  fraglicben  Flacben- 
inbalt  versteben;  vgl.  GOURSAT,  Cours  d>  Analyse,  I,  Nr.  94  und  G.  JOHDAJI,  Gowrs 
tf  Analyse,  I,  Nr.  102,  112  und  H,  Kr.  129—133.  Man  beacbte,  daB  das  Integral  J 
entlang  der  Geraden  P1PZ  gleicb  Kull  ist. 

3)  Vgl  p.  192. 
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die  Differeutialgleicbung  (24)  in  der  Normalform  (43)  von  §  27  schreibt,  mit  dem 
Bogen  s  als  tmabMngiger  Variabeln  Die  Integration  ergibt  bei  passender  Wahl 
des  Anfangspunktes  fur  den  Bogen  s 


__  a  _  __  i  cos 


y  —  /?  «  —  Z  sin    —  - 


(25) 


Da  Ht   stets  von  Null  verschieden  ist,  so  konnen  nacb  (22)  und  §  48,  c), 
Zusatz  I,  lezne  dibkontmuierlichen  Losungen  auftreten. 

JZonstantenbestimmung1}:  Wir  wahlen  zur 
Vereinfackung  den  Mittelpunkt  0  der  Strecke 
PL  Ps  zum  Koordinatenanfangspunkt,  so  dafi 
a  =  0  wird.  Ferner  beschranken  *)  wir  uns 
auf  Losungen,  welcne  nicht  uber  einen  vollen 
Kreisumfang  Hnausgehen ,  und  auf  den  Fall 
Z<0  Funrt  man  dann  den  balben  Zentri- 
winkel  oo  des  Bogens  Pt  P2  ein,  so  normiert, 
da8  derselbe  zwiscben  0  und  it  liegt,  so  ist 

s  —  %  sin  co,        Z  =  —  Zo,       /3==^cos(B, 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  oo  die  trans- 
^  -Pi  zendente  Gleichung  ergibt 


Fig  106 


/VJ 

•-  co  =  sin  co 


Da  nach  Voraussetzung  0  <  ^  <  7,  so  ergibt  die  Diskussion  dieser  Gleichung, 
daB  dieselbe  stets  eine  Wurzel  co  zwiscben  0  und  it  besitzt.  Daraus  folgt,  daB 
es  stets  einen  den  Anfangsbedingungen  geniigenden  Kreisbogen  gibt,  fur 
welcben  Z<0 

Daneben  gibt  es,  wenn  xjl  unter  einer  gewissen  G-renze  liegt,  dann  nocb 
Losungen,  welche  uber  eiaen  vollen  Kreisumfang  hinausgehen. 

Der  Arnnafwiefall j  da6  eine  Extremale  fur  das  Integral  J5T,  d.  b.  also  eine 
Gerade,  Losung  des  Problems  ist,  kann  nur  eintreten  wenn  2Z==  |  PtP2  | .  Als- 
dann  ist  aber  diese  Gerade  xiberbaupt  die  einzige  zulassige  Eurve,  kann  also 
gar  nieht  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemafi  variiert  werden 

d)  Q-leicligewiclitslage  eines  schweren,  an  seinen  beiden  End- 
punkteii  befestigten  Fadeus: 

Nach  pbjsikalisehen  Prinzipien  ist  die  Aufgabe  mit  der  folgenden  Equivalent: 
Beisgiel  3£KI:  In  einer  vertikalew,  JZbene  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten 

Pj  und  Ps  diejenige  Kurve  von  gegelemr  Lange  m  zienen,  der  en  Schiverpunkt 

moghchst  medng  liegt. 

Wir  nehmen  die  positive  2/-Achse  vertikal  nach  oben;  dann  wird  die  Ordi- 

nate  des  Schwerpunktes  gegeben  cluick  den  Quotieaten 


*)  Vgl  C.  JORDAN,  Cours  d'Analyse,  El,  p.  498. 
2)  Vgl.  §  61,  c). 
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Da  jedoch  der  INTenner  bei  alien  zulassigen  Kurven  konstant  bleibt,  so  haben  wir 
einfach  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen,  wahrend  gleichzeitig  das  Integral 


«inen  vorgeschriebenen  Wert  Z   haben    soil,    den  WIT   grofier    als   den  Abstand 
|  Pj  P2  1  voraussetzen. 

Wir  Haben  Hex  ___ 


Indem  wir  von  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  (18)  Gebranch  niachen,  erhalten 
*wir  sofort  ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichung  (I): 


1st  cc  =*  0,  so  erhalten  wir  die  Losung  x) 

x  =  konst  , 

•welche  nur  dann  statthaben  kann,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  in  der- 
selben  Vertikalen  liegen 

1st  dagegen  a  =j=  0  ,  so  erhalten  wh  als  allgemeiue  Losung  der  Drfferential- 
gleiehung  (I)  zwei  Systeme  von  Kettenlinien 

(26) 


Aus  (22)  folgt,  da6  die  Konstante  a  selbst  im  Fall  einer  diskontinuierlichen 
Losung  entlang  der  ganzen  Kurve  denselben  Wert  behalten  muB.  Sehen  wir 
daher  von  dera  trivialen  Fall  a  =  0  ab,  so  konnen  nach  §  48,  c),  Zusatz  I, 
keine  diskontinuierliehen  Losungen  auftreten;  denn 


)  ==  y 

und  dies  ist  im  Fall  cc^\=0  entlang  jeder  Extremalen  von  Null  verschieden 

Konst  antenbesttmmung  *)  :  Nehmen  wir  an,  daB  x{  <C^2,  so  muB  cc>0  sein, 


*)  Die  Gerade .  y  + 1  =  0  ist  keine  Extremale  r  da  sie  der  zweiten  der 
Differentialgleichungen  (18)  nicht  geniigt. 

2)  Nach  WEEERSTHASS,  Vorlesunyen  1879;  vgl.  anch  APPELL,  Iratte  de  Meea- 
nigue,  It  p  191. 
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damit  ^<V    Da  die  Kurve  durch  die  beiden  Punkte  P1  und  P2   gehen  soil,. 
so  mussen  die  folgenden  G-leicliuiigeii  erfullt  sein 

±  « 


=    , 

Ferner  mufi  die  Kurve  die  vorgeschriebene  Lange  haben;  das  gibt  die  weitere 
Gleichung 


Aus  diesen  funf  Grleiclmngen  haben  wir  die  Unbekannten  a,  |S,  1,^,  i2   zu  be- 
stimmen     Fukrt  man  statt  ^  und  tz  die  beiden  Grofiea 


2  £i 

ein,  so  leitet  man  leicht  aus  den  obigen  Gleicbungen  die  folgenden  ab 

v, 


Daraus  folgt 

Thfi=+^p^-  (28) 

Da  aach  Voraussetzung 


so  hat  jede  der  beiden  in  (28)  enthaltenen  Gleichungen  eine  Losung  p    Ferner 
folgt  aus  (27)  ___ 


also 


Da  ^>1,  so  hat  diese  transzendente  Gleichung  eine  positive  Wurzel  v,  wie 
sich  aus  der  Diskussion  der  dureh  die  Funktion  Shi/  —  Jcv  von  v  dargestellten 
Kurve  ergibt. 

Nachdem  ^  und  v  bestimmt  sind  ,  ergeben  sich  die  Werte  von  a,  p,  Z,  ^  ,  t% 
unmittelbar 

Jedes  der  beiden  Systeme  von  Kettenlimen  (26)  enthatt  also  eine  Ketten- 
Unie,  ivelche  den  Anfangsbedingungen  genugt.  a) 

e)  Existenztlieoreme  fiir  isoparimetrisclie  Extremalen: 
Aus  dem  Satz  von  §  27  ;  a)  folgt  unmittelbar:  Durcli  einen 
Punkt  AQ(a0,  60)  im  Innern  des  Bereiches  91  lafit  sich  m  einer  vor- 
geschriebenen  Richturig  ^0  eine  und  nur  eine  Extremale  der  Klasse  Gr 
mit  einem  Torgeschriebenen  Wert  >10  der  isoperimetrisclien  Kon- 
stanten  k  konstruieren,  vorausgesetzt  daB 

_  -Si  (OQ,  &0;  cos  7u  sin  n  5  ^o)  4=  0  .  (29) 

^  Hierzu  weiter  die  Ubungsaufgalen  Nr.  1  —  9.,  18  —  22  am  Ende  dieses  Kapitels. 
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Diese  Extremale,  die  wir  schreiben 

X=*x(t),  y  =  y(£)}  ($ty 

laBt  sich  dann  wieder  auf  em  ganz  bestimmtes  Maximalinteryall 

fortsetzen. 

1st  t  =  tQ   der  Parameter  des  Punktes  AQ,  und  smd  T1;  T2  zwei 
der  Ungleichung 

^3    <  -^1  <  ^0  "^  ^2  <  ^2 

gentigende  Werte;  so  laBt  sich  eine  positive  GrroBe  d  angeben  derart, 
daB  die  folgenden  Satze  gelten: 
1.  1st 


so  laBt  sicL.  auch  durch.  den  Punkt  %Q,  yQ  in  der  Richtung  00  erne 
Extremale  mit  dem  Wert  I  der  isoperimetrischen  Konstanten  kon- 
struieren.  Bedeutet  insbesondere  t  die  BogenTange,  so  konnen  wir 
diese  Extremale  unter  Benntzung  der  in  §  27  ,  b)  definierten  Funt- 
tionen  3£7  D  sehreiben: 

x~X(t  —  t^  XQ,  yQ}  8Q,  A),         y  -  ®(t  -  tQ*  XQ,  y0,  00;  A),      (31) 

wobei  wir  im  gegenwartigen  Fall  noeh  1  mit  unter  die  Argumente 
anfnelxmen  mfissen.  Dazn  kommfc  dann  noch  fur  den  Tangenten- 
winkel  6  in  Punkt  t  die  Grleichung 

6 
2.  Fiir 


geht  die  Extremale  (31)  in  die  Extremale  (30)  uber. 
3.  In  dem  Bereich 


(32) 
sind  die  Funktionen 

X,Xt,Xtt;     D,9WD«;     ®,  @, 

als  Funktionen  der  Variabeln  ty  XQ,  yQ,  6Q}  1  YOU  der  Klasse  G'. 
4.  In  dem  Bereich  (32)  ist 

JW9,xMS)«  rs  +  o  (33) 

und 

£*8'?v  +  0.  (34) 

^  V 
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Endliah  liegt  die  Extreraale  (31)  fur  jedes  den  Ungleichungen 
(32)  geniigende  Wertsystem  von  t,  o?0,  y0,  00?  I  ganz  im  Innern  des 
Bereiehes  SI. 

Zum  Beweis  dieser  Behauptungen  scforeibe  man  die  Differential- 
gleichung  (I)  unter  Einfiihrung  des  Tangentenwinkels  6  in  der  den 
Grleidmngen  (43)  von  §  27  entspreehenden  Normalform  und  betraehte  A 
als  vierte,  der  DifferentialgleieKung 

^  __0 
lit  ~ 

geniigende  unbekannte  Funktion,     Auf  das  so  erweiterte  System  von 
Differentialgleichungen  wende  man  dann  die  Satee  yon  §  24  an. 

Gibt  man  in  (31)  einer  der  GroBen  #0,  y07  00  einen  festen 
numerischen  Wert  und  betracktet  die  tibngen  beiden  als  Integrations- 
konstanten?  so  erhalt  man  das  bereits  unter  b)  erwahnte  ;;allgemeine 
Integral^  der  Differentialgleichmg  (I),  znnaclist  in  einer  Normalform, 
von  der  man  dann  wie  in  §  277  c)  zur  allgemeinsten  Form  iiber- 
gehen  kann 

§  60.     Bie  zweite  und  Tierte  notwendige  Bedlngnng. 
Wir  nehmen  jetzt  an,  wir  Iiatten  eine  Extremale 


gefunden,  welclie  der  Differentialgleichung  (I)  mit  einem  bestirnmten 
Wert  A0  der  isoperimetriselien  Konstanten  geniigt,  von  P^  nach  P2 
futrt  und  dem  Integral  K  den  vorgeschnebenen  Wert  I  erteilt. 
Welter  setzea  wir  voraus,  die  Knrve  @0  sei  von  der  Klasse  Gr"  und 
liege  ganz  im  Innern  des  Bereiches  £Fl;  und  endlick  verscharfen  wir 
die  in  §  59,  a)  tiber  die  Funktion  V  gemachte  Annalime  dahin;  daB 
sie  entlang  der  Extremalen  ®0  in  beinem  noch  so  kleinen  Teilinter- 
vall  von  [^J  identiscli  verscliwinden  soil. 

a)  Das  Analogon  der  Legendre'sclieii  Bedingung: 

Zur  Aufstellung  weiterer  notwendiger  Bedingangen  wenden  wir 

uns    nunmehr    zunachst    zur    Untersuchung    der    zweiten    Variation. 

Wir    betrachten    irgendeine     emparametrige     Scbar    von    zulassigen 

Yariationen  (3);  fur  dieselbe  mufi  dann  nach.  (14) 

<52/5  0  (35) 

seiu,  Bei  der  Bildung  von  S*J  haben  wir  zu  beachten,  dafi  im  gegen- 
wartigen  Fall  der  Integrand  nichi  nur  die  schon  beim  Problem  okae 
Nebenbedingungen  (§  28)  auftretende  quadratische  Form  in  $x,  8y, 
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•dsc',  8y'  enthalt,   sondern  nach  §  8,  b)   auBerdem  noch    eine   lineare 
Form  der  zweiten  Variationen,  namlich 

FS'x  + 


weil  wir  es  liier  nicht  rait  Variationen  von  dem  einfaehsten  Typus 
(17)  von  §  26  zu  tun  haben,  sondern  mit  solchen  YOU  dem  allge- 
meineren  Typus  (3) 

Diese  zweiten  Variationen  lassen  sich  nun  aber  eliminieren,1) 
wenn  man  die  Ungleichung  (35)  mit  der  aus  der  Differentiation  der 
Gleichung:  K  =  I  nach  s  folgenden  Grleichung:  d*K=  0  in  der  Weise 
kombiniert;  dafi  man  die  letztere  mit  der  Konstanten  A0  multipliziert 
zur  ersteren  addiert: 

d*J+^d*K^Q.  (36) 

Die  Grlieder,  \relche  zweite  Variationen  der  unbekannten  Funktionen 
enthalten,  vereinigen  sici.  nunmehr  zu  dem  Integral 

(37) 

wobei  in  der  Funktion  H  die  Konstante  A  =  /10  zu  setzen  ist. 

Wendet  man  auf  dieses  Integral  die  Lagrange'sche  partielle 
Integration  an  und  beacntet  einerseits,  daB  die  Extremale  @0  den 
Differentialgleichungen  (18)  mit  dem  Wert  A0  der  isoperimetriscben 
Konstanten  genugt,  andererseits,  dafi  die  Funktionen  $2x,  d*y  in  ^ 
und  4  verschwinden,  wie  sich  durch  zweimalige  Differentiation  der 
in  £  identischen  Gleichungen 


ergibt,  so  erkennt  man,  daB  das  Integral  (37)  gleich  Null  ist;  und 
daB  sich  daher  die  Ungleichung  (36)  auf 

LVxf  +...  +  Hyry,(dyJ]  dt^O  (38) 

reduziert  Diese  Ungleichung  muB  bestehen  fur  jedes  Funktionen- 
paar  8x,  Sy,  welches  aus  emer  einparametrigen  Schar  von  zulassigen 
Variationen  durch  den  d-ProzeB  ableitbar  ist.  Die  Qesamtheit  dieser 
Funktionenpaare  ist  aber  nach  deni  WeierstraB'schen  Lemma  von 
§  59,  a)  identisch  mit  der  Gesamtheit  derjenigen  Funktionenpaare 

J)  Ygl.  eine  Merauf  beziigliche  Bemerkung  von  SWIPT,  Bulletin  of  the 
American  Mathematical  Society,  Bd,  XIV  (1908),  p.  373 
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§x,  Sy,  welche  in  [^4]  von  der  Klasse  Df  sind,  in  ^  und  t2  ver~ 
sehwinden  und  iiberdies  der  Gleiehung  SK  =  0  genugen,  Ftir  alia 
diese  Funktionenpaare  muB  daher  die  Ungleichung  (38)  gelten. 

Auf  das  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (38)  kann  man  jetzfc 
die  WeierstraB'scne  Transformation  von  §  28,  a)  anwenden  und 
gleichzeitig  anf  SK  die  Transformation  (18  a)  von  §  26,  so  daB  in 
beiden  Integralen  dx  und  Sy  nur  mehr  in  der  Verbindnng 

y'dx  —  v'Sy  «=  sw 

yorkommen.  Wendet  man  dementsprechend  das  WeierstraB'ache 
Lemma  in  der  zweiten  am  Ende  von  §  59,  a)  gegebenen  Form  an, 
so  erhalt  man  den  folgenden  Satz:1) 

Fur  ein  Minimum  des  Integrals  J  mit  der  Neberibedinyung  K  =-  I 
ist  wtiter  notwendig,  da/3  das  Integral 

^  0  (39) 

fur  alle  FunJctionen  w  von  der  Klasse  Dr,  welclie  in  t±  und  ts  ver- 
schwinden,  und  fur  welcJie 

(13) 

Dabei  sind  die  Funktionen  J?17  H%  aus  der  Funktion  H  ***  F  +  2QGr 
genau  so  abgeleitet  wie  in  §  28 ,  a)  die  Funktionen  Fly  F2  aus  der 
Funktion  J?7;  die  Funktion  V  ist  durcli  (9)  definiert,  und  die  Funk- 
tionen H1}£z,V  sind  far  die  Extremale  @0  berechnet. 

Hieraus  folgt  nun  leicht  der  Satz: 

Die  zweite  notwendige  Bedingung  fur  ein  Minimum  des  Integrals  J 
mit  der  Nebenbedingung  K  =  I  ist,  daft 

a,  5  o  (n> 

entlang  der  Extremalen  @0;  d.  h. 

S±  (p®,  y(f),  xf(t),  !f(t) ;  A0)  ^  0     in  [t±  ^ . 

Zum  Beweis  konnen  wir  genau  wie  in  §  9,  b)  und  §  28,  a) 
verfaitren,  nur  clafi  jetzt  no  oh  zu  zeigen  ist?  daB  wir  zu  jedem  yor- 

*)  WEIERSTKASS,  Vorlesungen  1879.  Man  kann  dieses  Eesultat  auch  ohne 
Benutzung  des  Weierstrafi'schen  Lemmas  ableiten,  indem  man  in  konsequ enter 
Weitexftilmmg  des  Hilbert'schen  Qedankengaugs  (p.  458,  Fufinote  a)),  die  zweite 
noiwendige  Bedingung  dafiii  entwickelt,  dafi  die  Funktion  J"(a,  s^)  fiir  s  =  0T 
f l  ^=  o  ein  Minimum  mit  der  Nebenbedmgung  _ST(«,  %)  =  I  besitzen  soil;  vgl.  Bo 
Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd  XV  (1909),  p. 
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geschriebenen  Teilmtervall  |>V']  YOU  [t^]  erne  Funktion  w  kon- 
struieren  konnen,  welcke  in  [T'T"]  von  der  Klasse  C'  ist,  in  tr'  und  *" 
verschwmdet,  okne  im  ganzen  Interval!  identisct  zu  verschwinden 
und  welche  der  Bedingung  (13)  genligt.  Dazu  wahle  man  zwei  be- 
liebige  Fnnktionen  u\,iv^  welche  den  ersten  beiden  der  drei  auf- 
gezahlten  Bedingnngen  genugen,  und  uberdies  w9  so,  da8 

t  4=  0? 

was  nach  der  im  Bingang  dieses  Paragraphen  iiber  die  Funktion  V 
gemachten  Voraussetzung  stets  nioglich  ist.  Dann  setze  man: 
w  =  w±  +  cw%  und  bestimme  die  Konstante  c  so,  da8  1  13)  erfullfc  isl 
Die  Bedingung  fll)  ist  das  Analog  w,  der  Legendre'sclien  Sedm- 
gung  fur  das  isoperimetriscte  Problem.  Wir  werden  dieselbe  in  der 
ganzen  weiteren  Entwicklung  in  der  starkeren  Form: 

#1  >  0,  (IP) 

entlang  @0,  voraussetzen.  Es  folgt  dann  nact  §  27;  c),  da6  sich  die 
Extremale  @?  tiber  das  Inter  vail  [t±-Q  hinaus  fortsetzen  lafit,  und  es 
gelten  fur  die  so  fortgesetzte  Extremale  ®*  die  Satze  von  §  59,  e). 
Insbesondere  folgt;  da8  die  Extremale  @0  aus  dem  allgemeinen  Integral 
(21)  der  Differentialgleichung  (I)  abgeleitet  werden  kann;  mdem  man 
den  GrroBen  a,  fl,  I  gewisse  spezielle  Werte  a  =  CCQ,  ft  =  j30,  A  =  1Q  gibt; 
so  daB  also 


x(f)  ==  f(t,  aQ,  J3Q,  ;i0),          y(t}  ~  g(t,  a0 

b)  Die  WeierstraB'scte  Bedingung; 

Um  spat  ere  Entwicklungen  nicht 
unterbrechen  zu  miissen,  schlieBen  wir 
gleich  hier  die  WeierstraB'sehe  Be- 
dingung an  Wir  wenden  dasselbe  Ver- 
fahren  wie  in  §  30,  a)  an,  wobei  jedoch 
emige  Modifikationen  notig  werden.  Unter  ^ 
Festhaltung  der  dortigen  Bezeichnung 
handelt  es  sick  darum,  eine  emparametrige  Schar  von  Vergleichskurven 


10T* 


aufzustellen,  welche  nicht  nur;  wie  dort,  die  Bedingungen 
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sondern  auch  die  isoperimekriscke  Bedinguny 

jr14+^»-j^ 

erfiillen.     Dazti  setzen  wir  die  Vergleichskurven  m  der  Form  an 


wo  £*?  ^  willkurliche  Funktionen  von  t  ron  der  Klasse  Gr  sind,  welche 
in  fa  verschwinden,  und  bestimmen  nun  £1?  £2;  53  als  Funktionen  YOU  e 
durch.  die  Gleichungen: 


Dies  ist  aber  nach  dem  Satz  iiber  implizite  Funktionen  stets  moglicL, 
wenn 


4=0, 
wobei 


'l 
Das  ist  stets  leiclit  zu  erreiehen;  man  wahle  z.  B    §!>%  so;  daB 

61  (0-0,        ^(4)-0,        1^  +  0, 

•was  nach.  der  im  Eingang  dieses  Paragraphen   tiber  die  Ftoiktion   V 
gemaohten  Annahme  stets  moglicb.  ist;  ferner 


ISTackdem  so  eme  alien  Anforderungen  genii  gen  de  Schar  yon  Ver- 
gleichsknrYen  liergestellt  ist,  muB  fiir  alle  ninreicKend  kleinen  posi- 
tiven  Werte  Ton  s  die  Ungleiclmng 


stattfinden?  welche  man  mifc  Rticksickt  auf  (41)  anch  sdireiben  kann: 


Die  weitere  Benandlnng  dieser  UngleicHnng  fdhrt  nun  ganz  wie  in 
§  30,  a)  zu  dem  folgenden  Resultat:  Es  bezeiclme 

y';  A).  ^    j 
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Daitn  gilt  der  Satz1): 

Die  merte  notivendige  Beclhigung  fur  em  starts  Minimum  des 
Integrals  J  mit  der  Nebenbedingung  K  =  I  lesteht  darin,  daft 

8(a>y;jP»2;.P,2;  V)>G  (IV) 

enticing*)  clem  ^xtremalenlogen  (£0. 

§  61.    Die  "WeierstraB'scIie  Theorie  der  konjugierten  Punkte  foeim 
isoperimetriselien  Problem. 

Die  bisherigen  Untersuehungen  haben  gezeigt,  daB;  soweit  es  sieh 
urn  die  Bedingungen  (I),  (II)  und  (IY)  handelt,  das  vorgelegte  iso- 
perimetnsclie  Problem  Equivalent  ist  mit  dem  Problem,  das  Integral 


oline  Nebenbedingung  zu  einem  Minimum  zu  machen 

Man  hat  lange  geglanbt,  daB  beide  Probleme  aberhaupt  'aquivalent 
seien;  dies  ist  jedoch  falscli^  wie  zuerst  LUNBSTROMS)  gefunden  bat. 
Die  weitere  Untersuchung  der  zweiten  Variation  zeigt  namlich,  daB 
auch  beim  isoperimetriselien  Problem  ein  konjugierter  Pnnkt  P' 
existiert,  (iber  welchen  hmaus  ein  Extremum  nicbt  mehr  stattfinden 
kann;  dieser  Punkt  fallt  aber  im  aUgemeinen  nicht  mit  dem  konju- 
gierten  Punkt  fiir  das  Integral  (43)  ohne  N"ebenbedingung;  den  wir  mit 
P(  bezeichnen  wollen?  zusammen,  vielmehr  ist  im  allgememen  P7>»P'? 
wie  dies  auch  a  pnori  nicht  anders  zu  erwarten  ist.  Denn  beim 
Problem  ohne  Nebenbedingung  muB  die  Ungleichung  (39)  fiir  alle 
Punktionen  w  der  Klasse  D'  erfullt  sein;  welche  in  ^  und  t2  ver- 
schwinden;  beim  isoperimetrischen  Problem  dagegen  nur  fur  diejenigen; 
welche  auBerdem  noch  ^er  Bedingung  (13)  geniigen;  daraus  folgt 
schon;  daB  sicher  P{^  P[  sein  muB. 

Sei  der  dritten  notwendigen  ^Bedingung  Jibrt  also  die  Agu-ivalenz 
der  beiden  Probleme  auf. 

a)  Definition  der  konjugierten  Punkte; 

Wir  wenden  zunachst  auf  das  Integral  (39)  die  Jacobi'sche  Trans- 
formation yon  §  10,  b)  an.  Ist  [^rj  irgend  ein  TeilinteryaE  yon 

*)  Nacli  WBIEESTRASS,   Vorlesimgen  1879 

2)  In  demselben  Sinn  wie  in  §  30,  a). 

3)  Vgl.  ^Distinction  des  maxima  et  des  minima  dans  un  probleme  isojpert- 
metnque",  Nova  acta  reg.  soc.  sc.  Upsaliensis,  Ser.  3,  Bd.  Til  (1869);  vgl 
auch  A.  MATER,  Mathematische  Annalen,  Bd  TFTT  (1878),  p.  54. 
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wahlen  wir  die  Funktion  w  identiscii  gleicli  Null  auBerhalb 
ck  Null  in  ^  und  ^  und  yon  der  Klasse  C"  in  for,],  so 
ionnen  wir  hiernacli  die  zweite  Variation  sehreiben 


(44) 
•wobei 


Da  wir  aber  nur  solche  Funktionen  w  betrachten,  welche  der  Grlei- 
ehung  (13)  geniigen;  so  konnen  wir  m  den  Ausdruck  fur  S2J  dadurch 
eine  willkurliehe  Konstante  einfuhren,  daB  wir  clas  mit  einer  Kon- 
stanten  4u  multiplizierte  Integral 


0 

*i 

linzuaddieren.     Wir  erbalten  so: 


-f  4u  V]dt.  (45) 

*L 

Wxr  versuchen  nun  znnachat,  ahnlich  wie  in  §  10,  b),  die  zweite 
Variation  durch  passende  Wahl  der  GrroBen  tv  r2,  yu  und  der  Funktion 
w  gleicli  Null  zu  machen.  Dazu  betracliten  wii  die  Differentialgleichung 

?F(w)+^F=0.  (46) 

Das  allgememe  Integral  derselben  lafit  sick  mitfcels  eines  dem 
Jacobi'schen  Verfalrren  yon  §  12?b)  und  §  29,  a)  analogen  Verfahrens 
leicht  angeben.  Denn  setzen  wir  in  die  Differentialgleichung 


mit  unbestimmtein  I  fur  #,  y  das  allgememe  Integral  (21)  ein,  diffe- 
rentiieren  nach.  «,  ft,  I  tuad  setzen  schliefilich  a  ==  a0,  ft  ^  ^  \  =  ^ 
so  ergibt  sicb.  das  folgende  Eesnltat: 
Bezeiclinen  wir 


gf?  -  fa,,,     «  ==  « 

*s  (O-17/i 

so  ist 

j  ©)  -  0,  !!»(*,  (ft)  =  0,  gr(«.4  (i))  +  F  -  0.      (47) 
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Die  ersten  beiden  dieser  Grleiehungen  werden  genau  so  erhalten  wie 
die  analogen  Resultate  in  §  29,  a).  Bei  Ableitung  der  dritten  Glei- 
chung  hat  man  sich  zu  erinnem,  daB  die  GroBe  I  nicht  nur  implizite 
in  den  Funktionen  f,  g  vorkommt,  sondern  auch  explizite  als  Faktor 
von  G  m  S^^F+lG-.  Die  Ausfiihrung  der  Differentiation  nach  1 
^rgibt  daher  zun'achst  die  Grleichung 


woraus  dann  das  obige  Kesultat  auf  Grrund  der  nach  Grleichung  (23) 
von  §  26  giiltigen  Relation 

Q*-Tt<**-v'v 

folgt. 

Aus  den  Gleichungen  (47)  ergibt  sich,  daB  die  Funktion 

w  «  c,  ^(f)  +  c2&2(t)  +  ii&s(t}  (48) 

der  Differentialgleichuag  (46)  geniigt?  und  da  sie  zwei  willkiirliche 
Konstanten  e±,  c2  enthalt,  so  ist  sie  zugleicn  das  allgemeine  Integral. 
Dasselbe  kann  nur  dann  in  einem  Interval!  [^^J  identisch.  ver- 
schwinden,  wenn  q  =  0,  c2  =  07  ft  =  0.  Denn  ware  w  z==  0;  so  wtirde 
zunachst  aus  (46)  folgen,  daB  /i  =  0  sein  muB;  da  V  ^  0  vorausgesetzt 
ist;  weiter  wtirde  dann  cx  =  0?  c%  =  0  folgen;  da  ft^t)  und  &s(f)  zwei 
nach  §  29,  a)  linear  unabhangige  Integrale  der  Differentialgleichung 
W(w)  =  0  sind. 

Sollte  es  nun  moglieh  sein;  die  Konstanten  <?1?£2,  jt  und  einen  der 
Ungleichung 

\  <t[  ^  t2 

gemigenden  Wert  t[  so  zu  bestimmen,  daB  gleichzeitig 

0, 


f 


Vwdt  =  cJV^dt  +  c^JV^dt  +  tiv&gdt  «  0, 

*  %  #1 

so  konnte  man  die  zweite  Variation  durch  erne  alien  Bedingnngen 
gentigende  Funktion  w  gleich  Null  machen^  indem  man  w  in  [^] 
gleich  dem  Integral  (48)  mit  diesen  speziellen  Werten  von  ciy  c2,  p 
setzt?  dagegen  identisch  gleich  Null  in  p^J.  Daraus  wurde  dann, 
wie  wir  wenigstens  als  wahrseheinlich  erwarten  durfen,  folgen;  daB 
A  J<0. 

Bolza,  Variationsrechining  31 
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Wir  konnen  somit  den  folgenden  Satz1)  aussprecheii  : 
Soil  d2J">  0  sein  fur  alle  zuldssigen,  in  [^^]  nicht  identisch  ver- 
schivindenden  Funktionen  w,  so  mufi 


Indem    wir   mit    t(   die   zunachst2)    auf  ^   folgende  Wurzel   der 
Gleich^g 


bezeicknen,  konnen  wir  die  Bedingung  (49)  aucli  sctreiben 

i*<t[. 

Der  dem  Werfc  t[  auf  der  Extremalen  (££  entsprechende  Punkt  P^ 
t  wieder  der  zu  P^  Jconjugierte  Punkt 

Eine  leichte  Modifikation  der  oMgen  Schlufiweise  fiihrt  zu  dem 
folgenden;  wenigstens  sclieinbar  allgemeineren  Resultat:  Wenn 


fiir  zwei  den  Ungleiclrangen 

^  ^  t'  <  t"  ^  t2 

genugende  Werte  t',t",  so  kann  man  d*J=*  0  machen  durch  eine  zn- 
lassige  Funktion  w. 

b)  Eigensdiaften  der  Funktion  D(t,t^\ 

Fur  die  weitere  Entwicklung  haben  wir  den  folgenden  Hilfssatz3) 
uber  die  Funktion  D(t,t^  notig: 

Die  Funktion  D(t,  ^)  wecliselt  im  Punkt  t(  ihr  Zeiclien,  aufier 
wenn  t[  zugleich  konjugierter  Punld  (im  weiteren  Sinn)  fur  das  Integral 
(43)  ohne  Nebenledingung  ist, 

Zum  Beweis  bringen  wir  zunachst  D(t,  t^)  auf  eine  fur  die  Dis- 
kussion  bequemere  Form.  Wir  fiikren  dazu  die  beiden  folgenden 
Funktionen  em: 


*)  Satz  und  Beweis  nach  WEIERSTRASS,  Vorlesungen  1872. 

2)  Ygl   die  Bemerkung  am  Ende  von  Absatz  b) 

3)  Deiselbe  rukrt  von  WEIERSTKASS  her,  siehe  die  Dissertationen  von 
Berlin  1887,  und  HORMANN,  Gottingen  1887;  einen  Beweis  hat  zuerst  KNESER  ge- 
geben,  Mathematische  Annalen,  Bd.  LY  (1902),  p  86. 
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t-  -  0^(0  +  G'2#2(0  -  »,(<)  ==  V(t,  fj, 
wobei  die  beiden  Konstanten  G'1;  C'2  der  Gleichung 
0i«i  ft)  +  <W*i)  -  *8ft)  =  0 

genugen.      Die    beiden    Funktionen   H,  v    genfigen    den    Differential- 
gleichuBgen 


y 

und  den  Anfangsbedingungen 

«ft)-0,         rft)-0.  (51) 

Mit   Hilfe   von  elemental  en  Deterniinantensatzen   laBt   sich    dann    die 
Punktion  D(t,  ^)  folgendermafien  durch  u  und  v  ausdriicken: 

(52) 


wo  t 


m 


//* 
Vudt  =  m(LL).         n  =*  /  Vvdt  ==  n(t  O 
v  ?   i';  ^  v  ?   iy 

Aus  (50)  folgt 

r£ 

fi&  £ 

Integriert  man   diese   (jleichung  und   bestiinmt   die.  Integrationskon- 
stanten  aus  (51)?  so  kommt 

H^  (tiv'  —  vu')  =  —  m.  (53) 

Differentiiert  man  andererseits  (52)  nacb.  t?  so  folgt  aus  der  Defi- 
nition der  Funktionen  m  und  n,  daB 

und  daher  2 

jDw'— JD'w«-g.--  (54) 

Wir  scnlieBen  hieraus  zanaehst,,  daB  die  Funktion  Dft^)  in 
keinem  no  en  so  kleinen  Teilintervall  Yon  [^^  identisch  verschwinden 
kann;  denn  sonst  mtiBte  dasselbe  mit  Df  und  daher  auch  mit  m  der 
Fall  sein,  was  mit  der  im  Eingang  von  §  60  tiber  die  Funktion  V 
gemacbten  Annabme  im  Widersprucb  stebt. 

Weiter  folgt  aber  aus  (54);  daB 

d  D  JH* 


und  dies  zeigt,  da  H±  >  0,  daB  der  Quotient  D/u  sein  Zeichen  wechselt, 
wenn  t  durch   den  Wert  t[  hindurcbgeht;   dasselbe  tut  also  auch  die 

31* 
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Funktion  D}  wenn  w(^)  4s  0,  und  das  ist  eben  der  oben  ausgesprochene 
Satz,  da  ja  die  Grleicliung  u(f) « 0  die  konjugierten  Punkte  (im 
weiteren  Sinn)  fur  das  Integral  (43)  ohne  Nebenbedingung  bestimmt. 

Da  u  in  t±  nach  (50)  und  §  11,  a)  nur  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet, 
w  und  D  dagegen  von  hoherer1)  Ordnung,   so  folgt  durch  Integration  von  (55), 


Diese  Gleiehung  zeigt,  in  Ubereinstimmung  mit  den  Bemerkungen  im  Bingang 
dieses  Paragraphen  ,  daB  D=4=0  fur  *1<*<C*i;  ^enn  ^i  *st  nac^  Definition  die 
zunaehst  ant  t  folgende  Wurzel  der  Gleiehung  u(t)  =  Q.  Kornbiniert  man  dieses 
Resultat  rait  dem  folgenden,  leicht  zn  beweisenden  Satz  liber  stetige  Funktionen: 
,,Ist  die  Funktion  f(x)  stetig  in  \_ab~]  ,  positiv  in  a,  aber  nicht  in  alien 
Punkten  von  [«&],  so  gibt  es  in  [a&]  einen  Pankt  c,  so  dafi 

f  (x)  >  0  fur  a  ^  x  <  c,          f(c)  ==  0", 


so  folgt:   Wenn  die  Funktion  D(£,  tt)  iiberkatipt  im  Intervall  *!<*<*?    ver- 
scliwindet,   so  besitzt  sie  stets  auch  einen  zunachst  auf  \  folgenden  Nnllpnnkt. 

c)  Naclweis  der  Notwendigkeit  der  Bedingnag:  Pa^P't: 

Die  in  Absatz  aj  bewiesenen  Resultate  raaclien  es  wahrschem- 
licit/)  daB  das  Extreinum  jenseits  des  konjugierten  Punktes  P[  nictt 
mehr  bestehen  kann,  und  in  der  Tat  laBt  sick  durcb.  eine  Modifikation 
der  von  WeierstraB8)  fiir  den  analogen  Zweck  beim  Problem  ohne 
Nebenbedingung  angewandten  Mettode  beweisen/)  daB  roan  die  zweite 
Variation  und  dalier  auch  A  J  negatiy  machen  kann,  wenn  P[  -<  P2. 
Dazu  schreiben  wir  den  Ausdruck  (45)  fiir  die  zweite  Variation 
in  der  Form 


x)  Sind  die  Funktionen  JS^,  J5T2,  V  regular,  und  verschwindet  V  in  tt  von 
der  Ordnung  ^(^0),  so  verschwindet  m  in  t{  von  der  Ordnnng  fc  +  2,  Z)  von 
der  Ordnung  2&-J-4:* 

2)  ^1-  die  Bemerkungen  bei  der  analogen  Biskussion  anf  p  62,  insbesondere 
fnflnote  x)- 

8)  Vgl.  p  82,  Fufinote  2). 

4)  Der  Beweis  ist  zuerst  von  KNESER  gegeben  worden  in  der  auf  p  478, 
Fufinote  *)  zitierten  Arbeit  Naeh.  den  Mitfceilungen,  die  HOWE  und  HORMAJSTIT  in 
ihren  ebendort  erwahnten  Dissertationen  machen,  scbeint  es,  daB  WEIEBSTRA.SS  im 
Besitz  eines  aknlichen  Beweis  es  war;  docli  ist  mir  nicht  bekannt^  ob  er  den- 
selben  in  Yorlesungen  vorgetragen  hat.  Einen  wesentlich  hiervon  verschiedenen, 
ebenfalls  von  KNBSEB  herriihrenden  Beweis  werden  wir  in  §  62  geben. 
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wobei  ft  eine  willtiirliclie  positive  Konstante  bedeutet,  wahrend 


Bs   seien  jetzt  u,  v  diejenigen  partikularen  Integrate  der  Differential- 
gleiehungen  V&-0,         *(S)-F, 

welche  den  Anfangsbedingungen 


genugen.     Dann  folgt  aus   dem  Embettungssatz  x)  YOU  §  24,  bj,  d,a6 


L[u(f)  —  u(t)1  =  0,         Llvff)  —  v(f)]  -=  0, 

A-O  1=0 

und  zwar  gleiehmaftig  in  Besiehung  auf  das  Intervatt  p 
Setzen  wir  daher  entsprechend 

% 
w  =  J  Vii  d<  ,         n 


me  — 
so  folgt,  da6  auch 

LD(t,ti  =  D(t,td,  (56) 

A^O 

ebenfalls  gleichmafliy  in  [^  y. 
Angenoramen  es  sei  jetzt 

t(  <  t, 

und  zunachst 


Dann  wechselt^  wie  wir  unter  b)  gezeigt  kaben,  die  Funktion 
in  t[  ibr  Zeichen;  wir  konnen  daher  zwei  der  Ungleichnng 


gemigende  Werte  i^  ^  von  tf  angeben^  fur  welcte  D(^  ^)  entgegen- 
gesetzte   Zeicken   hat.     Und   nunmehr   konnen   wir    wegen  (56)    die 

x)  Man  schreibe  die  Bifferentialgleichiong  W(u)  =  0  in  der  Normalform  (20) 
von  §  23  mit  u,  u',  "k  als  nnbekannten  Funktionen  und  jnit  der  Zusatzdifferential- 
gleichung  dk/dt  =  0  Dann  gibt  es  nach.  §  24,  b)  eine  positive  Grofie  t?,  so  daft 
die  Funktion  u(f)  in  dem  Bereicn  tt  ^t^*2,  \k\  ^d  eine  stetige  Funktion  von 
t  und  "k  ist,  welche  fiir  Jc  =  0  in.u(f)  ubergelit;  daraus  folgt  dann  die  Behauptung 
nach  dem  Satz  uber  gleichmafiige  Stetigkeit,  vgl  A  II  6  und  A  III  3.  Dasselbe 
gilt  fur  die  Funktion  & 
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GroBe  £  so  klein  wahlen,  daB  aucli  D(t,  t±)  in  ts  und  £4  entgegen- 
gesetzte  Zeichen  hat;  daher  muB  D(£7  ^)  in  einem  zwischen  £s  und  t± 
gelegenen  Punkt  \  yerschwinden.  Wenn  aber  D(t{,  t±)  «=  0?  so  konnen 
wir  zwei  Konstante  c1;  c2,  nicht  beide  gleich  Null,  so  bestimmen,  daB 


Wahlen  wir  jetzt 

w  =  c^u  +  c%v  in  [t^}  , 
w  =  0  in  [^  y 

und  geben  der  Konstanten  ^  den  Wert  —  cs?  so  hat  w  alle  in  dem 
Satz  von  §  60,  a)  verlangten  Eigensehaffcen  und  genugt  uberdies  der 
Differentialgleichung 


Diese  Funktion  w  macht  aber  <J3J"  negativ,  da  fur  sie 


Es  bleibt  jetzt  noch  der  Ausnahmefall;1)  u(t't)  =*  0  zu  unter- 
suchen.  Derselbe  kann  nur  dann  eintreten;  wenn  gleichzeitig  w(^)  =  0 
und  v(ti)**=Q,  wie  sofort  aus  (54)  und  (53)  folgt,  wenn  man  be- 
achtet,  daB  Jff1^0  in  [^L  U11(i  ^a^  w  un-^  u'  ^acb.  §  11,  a)  nicht 
gleichzeitig  verschwinden  kdnnen. 

In  diesem  Fall  konnen  wir  nun  zunachst  S2J  =  0  machen  durch 
die  zulassige  Funktion 

w  ==  u  in  [^^],         w  =  0  in  \t(t^\, 

wie  aus  der  Form  (44)  der  zweiten  Variation  folgt,  wobei  man  sich 
der  Definition,  der  Funktion  m  zu  erinnern  hat. 

Dartiber  hinaus  lafit  sich  dann  aber  raittels  einei  Modifikation 
des  yon  ScHWARZ  fiir  den  Beweis  der  Notwendigkeit  der  Jacob  i'schen 
Bedingung  beini  Problem  ohne  Ifebenbedingung  benutzten  Methode 
(§  143  b))  beweisen,  daB  man  §*J  auch  negativ  machen  kann. 

Man  zeigt  n'amlich  leicht,  daB  man  stets  eine  Funktion  o>  yon  t 
bilden  kann,  welche  in  [^4]  von  der  Klasse  G"  ist  und  den  Be- 
dingungen  ^ 


a)  Vgl.  wegen  dieses  Ausnahmefalles  BOLZA,  Mathematische  Annalen, 
Bd.  LVII  (1903),  p.  44 
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geniigt.     Setzt  man  dann 

w  =  u  +  k&  in  p!^],        w  =  &a  in  pj%], 

unter  A*  eine  Konstante  yerstanden,  so  ist  die  so  definierte  Funktion  w 
stetig  in  jj^],  ihre  erste  Ableitung  erleidet  aber  einen  Sprung  an  der 
Stelle  t[]  ferner  yersehwindet  w  in  tt  und  £2  und  geniigt  der  Be- 
dingung  (13). 

Wir  konnen  daher  anf  die  zweite  Variation  in  der  ursprtingliclien 
Form  (39)  die  Jacobfsche  Transformation  in  der  modifizierten  Form 
yon  §  10,  c)  anwenden  und  erhalten  genau  wie  in  §  14,  b) 

2 


J*Ja> 


Da   der  Koeffizient  von  Jc  yon  Null  yerscMeden  ist,   so  folgt  hieraus 

in  der  Tat,  dafi  wir  62J~  durcK  passende  Wakl  yon  A-  negatiy  maclien 

konnen 

Somit  ist  bewiesen,  da8  ohne  Ausnahme  der  Satz  gilt: 

Fur  tin  Extremum  des  Integrals  J  mil  der  Nebenbedinyung  K=^l 

ist  weiterMu  noticendig,  da$ 


oder  anders  ausgedrucM, 


Beispiel  II  (Siehe  p.  465) 

Aus  der  GrleichuBg  (23)  folgt,  dafi  im  Fall  eines  Maximwms  A,  negativ 
Ton  den  beiden  in  Bezielmng  auf  die  Gerade  P1  P2  synLmetiischen  Kreis- 
bogen,  welclie  den  Anfangsbedingungen  gentlgen,  kann  also  nur  derjenige  ober- 
laalb  der  ic-Achse  em  Maximum  liefern.  Fur  denselben  diirfen  wir 


als  Parameter  einfuhren  und  erhalten  so  aus  (25)  for  den  Bogen  @0   die  ana- 
lytisehe  Darstellung 

x  =  a0  — 10  cos t,         y  =  £0  —  ^ 
Hieraus  folgt 

frj  (/}  =  —  il0  cos  *,        a-a(*)« 
Perner 

JT     x'y"  — 


was  sich  nach.  (24)  for  die  Extremale  @0   auf  — 1/10  reduziert.     Eine  leichte 
Rechnung  ergibt  dann  fdr  JDC*,^)  den  Ausdruck: 

D  (t,  t±)  =  4  Z|  sin  tr  (sin  v  —  t  cos  T),  (57) 
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wobei 


Den  beiden  Faktoren  von  D(tf,  ^)  entsprechend  erhalten  wir  zwei  Beihen  von 
konjrtgierten  Punkten  im  weiteren  Sinn,  einerseits  v^vvt,  andererseits  die  Wur- 
zeln  der  Gleichung 

tgr  =  r, 

deren  zunachst  auf  T  =  0  folgende  Wurzel  im  dritten  Quadranten  liegt 

Der  m  P^  im  engeien  Sinn  konjugterte  PwiLt  wird  also  gehefert  durch  den 

Wert 

ti=*ti  -\-2n 

Ein  Kreisbogen,  welclier  uber  einen  vollen  Kxeisumfang  lunausgeht,  kann 
also  keine  Losnng  fur  das  isoperimetnsciie  Problem  liefern 

Andererseits  1st,  wie  wir  bereits  auf  p  234  gesehen  haben,  fur  das  Problem^ 
das  Integral 


ohne  Hebenbedingungen  zu  einem  Extremum  zu  macnen,  der  zu  ^  konjugierte 
Wert 

ti  =  ^  +  rf, 

so  daB  also  in  der  Tat.  t[^>t^  in  Ubereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Theorie. 
Da  ferner: 

u(t)  =  —  %arn(t  —  tj, 

so  tritt  Mer  gerade  der  oben  erwahnte  Ausnahmefall  ein,  daB  u  (t£)  =  0 
Beispiel  XXI  (Sielie  p  466) 
Da  Her 


so  1st  for  ein  Minimum  notwendig,  daft  y-{~1^>Q.  Da  nach  unseren  Fest- 
setzungen  dieKonstante  a>0,  so  erfullt  von  den  beiden  den  Anfangsbedingungen 
geniigenden  Kettenlmien  (27)  nur  die  nach  unten  Jconvecce  die  Bedingung  (II), 
d.  h.  also  die  Kettenlinie 


Fur  dieselbe  erhalt  man 

^  (t)  =  a0 
—  y'x" 


Hieraus  folgt 
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worans  sich  fur  D(tf,  tj  das  folgende  Besulfcat1)  ergibt: 

D(t,  *!«  «  a§[2  -  2Ch(*  -  tj  +  (*  —  fOsk(<  —  *i)]» 

oder  wenn  "wir 

t  —  fj  =  2r 

setzeB  , 

D(t9  tj)  =  —  4aj  ShtrShir  —  irChir). 

Die  Funktion  Siir  ist  positiv  fur  positive  Werte  von  r,  und  die  Funktion 


ist  negativ  for  alle  positiven  "Werte  von  r,  da 

U       und      cp'  (T) 


jEs  existiert  also  kern  zu  PA  lonjugwrter  Piinkt,  und  die  Bedingung  (DJ)  ist  stets 
erfullt.  2) 

d)  Hinlangliclikeit  der  Bedingung:  P2  -<  P(  fur  ein  permanentea 
Zeicten  von  S2J:B) 

Soil  (J2  J  >  0  sein  far  alle  niclit  identisch.  yerscliwijidenden  zu- 
lassigen  Funktionen  w,  so  ist,  wie  wn*  in  §  60^  a  )  imd  §  61,  a)  gesehen 
liaben,  notwendig,  daB  H^Q  in  [^]  nnd  P2  -<;  P[.  Es  soil  jetzt 
die  Umkehrnng  dazu  bewiesen  werden: 

Wenn  fur  dm  Extremaleribogen  @0  die  leiden  Bedingungen 
ff>0     in      t,t.l 


50    i&   <5*2J">0  /wr  a?fe  wic/rf  identisch  verschwindendm 
zulassigen  Funktionen  w. 

Es  sei  tf0  irgend  em  der  TJngleichung4) 

t\  <  tG  <  t; 

gentigender  Wert  von  t.    Zu  demselben  gehoren  dann  vier  Funktionen 
U  =  u(t,  *0),  V  —  «(«,  ^0J,  *w  «  m(*>  ^o).  »  =*  wft  *o); 

welche  der  Stelle  ^0  in  derselben  Weise  zugeordnet  sind  wie  nnter  b) 

die  Funktionen  w(#,O  nsw.  der  Stelle  ^. 

Sind  dann  p,  $  irgend  zwei  Funktionen  Ton  t,  welehe  im  Interyall 

\t^]  von  der  Klasse  G'  sind,  und  setzt  man 


a)  Zuerst  von  A.  MAYER  gegeben,    Mathematisclie  Annalen,    Bd.  XIIE 

(1878),  p.  67. 

2)  Hierzu  weiter  die  Ubungsaufgaben  Nr  12—17^1  am  Ende  dieses  Kapitels. 

3)  Von  dem  Inhalt  dieses  Absatzes  iat  nur  das  am  Schlufi  gegebene  Lemma 
fiir  die  spateren  Entwicklungen  erfordexlich  nnd  auch  dieses  erst  in  §  64 

4)  Vgl   wegen  der  Bezeichnnng  §  59,  e). 
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so  gilt  die  folgende  Relation1): 


+  qrri) 
,  (DO) 

+  ^[JBJdJtf  +  2«)  (p*'  +  jfO  +  (pw  +  a»;j]. 

Man  venfiziert  dieselbe  leiclit;  indem  man  einerseits  die  Werte 
von  co  und  o>'  einsetzt  nnd  ausmultipliziert  und  dann  die  dabei  auf~ 
tretenden  Produkte  H%u,H%i}  mittels  der  Differentialgleicliung  (50) 
eliminiert,  andererseifcs  die  Differentiation  nach  t  ausfiilirt  und  von 
der  Relation  (53)  Grebrauch  macht. 

Wir  wollen  zun'aclist  annehmen^  ^0  lieBe  sicla  so  walilen;  da6 

D(t,Q  +  Q  fur  4  ^^4-  (59) 

1st  dann  w  irgend  eine  in  [t^J  nicht  identiseh.  verschwindende  zu- 
lassige2)  w-Funktion,  so  bestimmen  wir  die  beiden  Funktionen  p,  % 
aus  den  beiden  Gleichnngen  t 

pu  +  g?v  =  w,        pm  +  qn  ==J  Vwdt,  (60) 


deren  Determinate  nach  (59)  in  [^#2]  von  Null  versoHeden  ist?  da 
ja  der  Gleichung  (52)  entsprecliend  die  Relation 

D(t,  4)  -  m(t,  tQ)v(t}  *0)  ^  n(t,  gwft  ^ 

gilt.  Hieraus  und  aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  w  folgt,  daB 
die  so  defmierten  Funktionen  p,  q  im  tntervall  [^4]  von  der  Klasse  Dr 
sind  und  in  ^  und  £2  verscliwinden,  oline  identiseh  in  jj^tfj  zu  ver- 
sckwinden.  Perner  folgt  aus  (60)  durct  Differentiation 

jp'w  +  fl>«0.  (61) 

Smd  nun  die  Funktionen  p  und  q  zunaetst  von  der  Elasse  C'  m 
[^^]7  so  gilt  fur  sie  die  Relation  (58)  ?  durch  deren  Integration  wir 
erhalten8) 

+  q'vfdt. 

Wegen  der  Voraussetzung  (IF)  kann  die  rechte  Seite  nur  da23B  gleioh 
Null  sein?  wenn  p'u  +•  q'v  sO  in  [^^J,  was  wegen  (61)  und  (59) 

l)  Vgl  A.  MAYEB,  MathematiscHe  Annalen,  Bd.  XIII  (1878).  p.  53,  und 
BOMA,  Tiansactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  Ill 
(1902)  p  309. 

3)  Vgl  §  60,  a). 

3)  Dies  ist  das  Analogon  der  Jacobi'scheu  Formel  (11)  von  §  10. 
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mit   den  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Funktionen  p  und  g  un- 
vereinbar  ist;  es  ist  also  In  diesem  Fall  <J2e7>  0. 

Dasselbe  Resultat   bleibt   aber   auch   bestehen,   wenn   die  Funk- 

tionen p,  q   von   der  Klasse  D'   sind,  wie   man   in  bekannter  Weise 

durch  Zerlegen   des  Intervalles  {A#2]  in  Teilintervalle  und  nachherige 

Integration  zeigt,  wobei  man  zu  beachten  hat;  da6  die  Funktionen  %>,  q 

selbst  stetig  bleiben,  auch  wo  ihre  Ableitungen  TInstetigkeiten  erleiden. 

Hiermit  ist  das  folgende  vorlaufige  Resultat  gewonnen: 

Ist  die  Bedingung  (II7)  erffillt,  und  laBt  sich  f0  so  wahlen,  da8 

+  0  fur  ttt, 


so  ist  <J2  J  >  0  fur  alle  nicht  identisch  yerschwindenden  zulassigen 
Funktionen  w. 

Um  nun  von  hier  aus  zu  dem  im  Eingang  dieses  Paragraphen 
ausgesprochenen  Satze  zu  gelangen,  bemerken  wir  zunaehst^  dafi  aus 
der  Vergleichung  des  eben  erhalfcenen  Eesultates  mit  dem  unter  a) 
bewiesenen  folgt?  daB  fur  die  Fnnktion  D(t,t^)  das  folgende  ;  dem 
Sturm'schen  Satz  von  §  11,  c)  analoge  Lemma  gilt: 

Wenn  D(Mo)4=0  infe«,  (59) 

so  muft  D(t",  t")  4=  0  sein  fur  je  zwd  der  Ungleichung  :  tt  ^  t'  <  i"  <J  t2 
genUgende  Werte  tf,  trt. 

Hieraus  folgt  nun  weiter:  Wenn  #a<^,  so  laBt  sich  stets  #0  so 
wanlen,  daB  die  Bedingung  (59)  erfiillt  ist.1)  Denn  da  unsere  Voraus- 
setzung  gleickbedeutend  ist  mit 

Dft  t^  +  0  ftir  tt<t^t^  (HT) 

so  ist  insbesondere  D(4,  -0  +  0.  Daher  konnen  wir  wegen  der 
Stetigkeit  der  Funktion  D  in  Beziehung  auf  ikre  beiden  Argtunente 
eine  positive  GroBe  d  angeben  derart;  daB 

D(«V)  +  °  ftr:  l^^^il^^  \t"-t2\^d.  (62) 
Daher  ist:  D(t,  0  4=  0  fur  t^+d^t^t^+d.  Daraus  folgt  aber 
nach  dem  obigen  Lemma,  daB 

<2f)=t=0     ftir  t+d^t<t^+dt 


^wahrend  aus  (62)  folgt,  daB 

t%  +  d,  f)  +  0    far  ^  -  d  <:  t^  ti  +  d. 


Us  ist  also 

&    4=  °   far    — 


womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist?  da:  D(t, 

J)  Beweis  nack  C.  JORDAN,  Cows  d'  Analyse,  Bd.  HI,  "Nr.  393. 
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Nunmehr  folgt  aber  aus  dem  oben  erlialtenen  vorl'aufigen  Resultat 
der  im  Eingang  dieses  Absatzes  formulierte  Satz. 

Wir  fugen  hier  noch  ein  weiteres  Lemma  uber  die  Funktion 
D(i}  to)  an?  das  wir  spater  gebrauchen  werden.  Wahlen  wir  namllch  t^ 
im  Intervall  ^  —  d  <  £0<  f1?  so  folgt  aus  der  bewiesenen  Ungleichung: 
-0(^2  +  ^)  4s  0  ft*r  ti~-  d<^t<^t%  nach  dem  obigen  Lemma1): 

Bind  die  Bedingungen  (IF)  und  (IIP)  erfullt,  so  Idfit  sich  erne 
positive  Crrofte  d  angeben  derart,  daft 

D(^0)  +  0    fur     t^t^t,, 
sobald  ^  —  d  <  f  0  <  ^  . 

e)  Das  Mayer'sche  Eeziprozitatsgesetz  ffir  isoperimetrisclie 
Probieme  : 

Scbton  EuLEE2)  hat  bemertt;  daB  das  Problem:  das  Integral  JT 
zu  einem  Extremum  zu  maehen,  wahrend  das  Integral  K  einen  vor- 
gesckriebenen  Wert  hat,  und  das  dazu  ,fre2iyyroke  Problem"  i  das- 
Integral  K  zu  einem  Extremum  zu  maehen,  wahxend  das  Integral  J 
einen  vorgeschriebenen  Wert  hat,  zu  derselben  Gesamth&it  von  Extre- 
wialen  ftihren. 

Denn  beziehen  sich  durchweg  die  iiberstrichenen  GroBen  auf  da# 
zweite  Problem;  so  haben  wir 

3-G+~lF~l(F+l  G), 
also  wenn  wir 

I  ==  --     setzen,  (63) 


woraus   folgt,    daB   die   Differentialgleichungen   der   beiden   Probieme 
durch  die  Substitution  >l  =  —  ineinander  iibergehen. 

A.  MAYEE^)  hat  diese  Bemerkung  von  Euler  dahin  erweitert^, 
daB  die  beiden  genannten  Probieme  auch  in  Beziehung  auf  die  ubrigen. 
notwendigen  Bedingungen  eines  Extremums  aquivalent  sind. 

Wir  nehmen  dabei  an?  die  Endpunkte  seien  bei  beiden  Problernen 
dieselben,  und  die  vorgeschriebenen  Integralwerte  seien  in  beiden 

J)  Far  den  FaU,  daB  die  Funktion  D(*,*0)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
<  =  *!,  ^o5^^!  regular  1st  und  F^)^0?  gibt  KNESER  einen  von.  der  Betrachtung 
der  zweiten  Yariation  unabhangigen  Beweis  dieses  Lemmas,  Lelvrbuch  §§31  und  42. 

2)  Vgl.  Methodus  ^nveniend^  etc  ,  Kap.  Y,  Art   37. 

s)  Mathematische  Annalen,  Bd.  XIII  (1878),  p.  60;  vgl  auch 
Lehrbuch,  p   181  und  136. 
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Problemen  so  gewahlt,  daB  ein  und  dieselbe  Extremale  @0  die  Anfangs- 
bedingungen  fur  beide  Probleme  befnedigt.  ITberdies  moge  die  zu- 
gehorige  GrroBe  A0  endlich  und  von  Null  verschieden  sein.  Dann 
folgt  die  behauptete  Aquivalenz  zunachst  fur  die  Sedmgungen  von 
Weierstrafi  und  Legendre  unmittelbar,  da  nach  (63) 


(     y;  a?,  y;  5,  i/;  Z0   =  ^     (^;  y;  a?',  y';  x'9  y 

Nur  ist  dabei  zu  beachten;  da8  emem  Minimum  des  ersten  Problems 
ein  Minimum  oder  Maximum  des  zweiten  entspricht?  je  nacbdem  Z0 
positiv  oder  negativ  ist. 

Aber  auch  die  Jconjugierten,  Puvikte  sind  ~bei  Leiden  Prdblemen 
dieselben.  Denn  nach  dem  uber  die  Beziehung  zwischen  den  Differen- 
tialgleioliungen  der  beiden  Probleme  Gesagten  ist 

f  (t,  a,  ft  I)  -  f(t,  «i  ft  4  )  ,         g  (t,  a,  ft  A)  =  g  (t,  a,  ft  i)  . 
Daraus  folgt 

*i  (0  -  *i  (0  ,      ^  (0  =  ^  OD  ,      ^  (0  =  -  aj«s  (0  - 

Ferner  ist: 

F  =  27,         also,  da  entlang  @0:         T 

F  =  -A0F. 
Numnehr  folgt  aus  (49) 


womit  unsere  Bebauptung  bewiesen  ist. 

Der  Satz  wird  naeh.  Mayer  das  He0ipro0itatsgeset0  fur  isoperi- 
metrische  Probleme  genannt.1) 

§  62.    Die  Kneser'sclie  Theorie  der  koigTigierteii  Pnnkte  beim 
isoperimetrisclien  Problem. 

Die  Kneser;sche  Theorie  der  konjugierten  Punkte  gett  —  ahn- 
licb.  wie  die  analoge  Theorie  von  §  29?  b)  —  yon  der  Betrachtung  der 
Ertremalenschar  durch  den  Punkt  P1  aus.  Daraus  ergibt  sich  dann 
eine  doppelte  geometrische  Deutung  des  konjugierten  Punktes,  welche 
zu  einer  tJbertragung  des  Enveloppensatzes  von  §  44,  c)  auf  isoperi- 
metrische  Probleme  und  mit  dessen  Hilfe  zu  einem  neuen  Beweis  fur 
die  Notwendigkeit  der  Bedingung  (III)  fiihrt. 

x)  Hierzu  die  Ubungsaufgabe  Nr.  10  am  Ende  dieses  ELapitels. 
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a)  Die  Doppelscliar  von  Extremaleu  durcli  den  Punkt  Pt: 
Dureli   den  Punkt  Pi    geht  eine  doppelt  unendliche  Schar  von 

Extremalen     Nach  den  Ergebnissen  von  §  597  e)  konnea  wir  dieselbe 

in  der  Norrnalform  *)  schreiben: 

a?  —  3E*  -  fn  aijft,*;  A)  =  9>&*>  *)> 


Der  Kuryenparameter  t  hat  dabei  die  Bedeutung  der  Bogenlange;  von 
den  beiden  Sckarparametern  %,  i  1st  5c  der  Tangentenwinkel  der  be- 
treffenden  Estremalen  im  Punkt  P1?  wahrend  I  wie  bister  die  iso- 
perimetriselie  Eonstante  bedentet  Auf  alien  Eurven  der  Doppelschar 
entspricht  der  Punkt  Pt  demselben  konstanten  Wert  ^«*l>  so  daB 
also?  identisch  in  #3  Z: 


worans  durcli  Differentiation  folgt 

?,&,*,  X)  -  0,         ^ft,«,l)  -  0, 

l     ' 


Ferner  folgt  aus  der  geometnselien  Bedeutung  der  GroBen  t  und  x 

9t(t,  >x,l)  =  cos  *,         *!>&,  x,  A)  -  sin  ».  (66) 

Die  einem  bestimmten  Wertsystem  x,  I  entsprechende  Extremale 
der  Doppelschar  (64)  bezeiclinen  wir  mit  @x2. 

Die  Extremale  @0  1st  in  der  Doppelscliar  (64)  enthalten,  und 
zwar  moge  dies  eintreten  far  x  ==  %0;  I  =  JLOJ,  so  daB  also;  wenn  auci. 
auf  der  Extremalen  @0  die  Bogenlange  nut  passendem  Anfangspunkt 
als  Parameter  gewahlt  wird; 


Aus  den  in  §  59,  e)  unter  3)  und  4)  aufgezaklten  Eigenschaften 
der  Funktionen  3£,  g)  folgen  schliefilicb  noeh  die  entsprecbenden  Eigen- 
sehaften  der  Funktionen  y,  tp. 

Wir  fuhren,  "ahnlick  wie  in  §27,  d),  die  permanente  Bezeiclinung  ein 

>i:)> 

^),  (67) 


_ 

x)  Von  der  Normalform  (64)  der  Doppelschar  kaim  man  durch  eine  Trans- 
formation von  der  Form 


zu  deren  allgemeinster  Darstellung  u"bergelien,  wobei  die  Funktionen  ^,51, 
ahnliclien  Bescnranktrngen  KU  tmterwetfcn  sind  wie  auf  p.  220. 
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die  wir   dann  aueli  auf  die  partiellen  Ableitungen  dieser  Funktionen, 
sowie  auf  die  Funktionen  HlyII2?  V  ausdehnen. 
Setzen  wir 

u  =  yrf,  -  iptCf,,         u  =  <??^;  -  tf,9>;,  (68) 

so  folgt  ganz  wie  in  §  61;a)?  daB  diese  beiden  Funktionen  den  Diffe- 
rentialgleielmngen 


*.-£(*,£)-* 

genugen;  und  aus  (65)  und  (66)  folgt;  daB 


Fur  %  =  xQ7  i  =  J10  gehen  die  Differentialgleictfungen  (69)  in  die  Diffe- 
rentialgleiclitingen  (50)  fiber,  und  durch  Vergleiclmng  YOU  (70)  nnd 
(51)  folgt  dann,  daB 

u  (t,  XQ}  A0)  =*9it(f),  u  (#,  »0,  A0)  *=v(t),  (11) 

voransgeset2;t?  daB  die  in  §  61,b)  nur  bis  auf  ein  additives  konstantes 
Vielfacb.es  von  u(f)  bestimmte  Funktion  v  passend  norniiert  wird;  Q  ist 
eine  von  Null  verscMedene  Konstante. 

b)  Die  Kongruenz  von  raumlielien  Extremalen  dnrcli  den  PunktPj: 

Wir  betrachten  jetzt  das  Integral  K,  genommen  entlang  der  Ex- 

trenaalen  &xl  vom  Punkt  Pi(t^)  bis   zu  einem  variabeln  Punkt  P(t) 

und  bezeiehnen  den  Wert  desselben  als  Funktion  von  t,  K,  I  mit  %(t,  K,  A): 


Und  numnehr  erricliten  wir  naeb  dera  Vorgang  von  WEIERSTEASS1} 
iin  Punkt  P  eine  Normale  zur  x,  t/-Ebene;  die  nacn  GroBe  und  Rieh- 
tung  gleich  dem  Integralwert  #(<>»,  A)  ist,  indem  wir  eine  bestimmte 
Hichtung  der  Normalen  als  positiv  festlegen.  Fiihren  wir  diese  Kon- 
struktion  fur  jeden  Punkt  von  (SxZ  aus;  so  erhalten  wir  eine  der 
ebenen  Extrernalen  @xA  zugeordnete  raumliche2)  Extremale  @^  welebe 

^   Vorksungen  1879. 

2)  Die  Bezeidmung  ist  insofera  gereclitfertigt,  als  diese  Kaumkurye  Ex- 
tremale fiir  das  folgende  Yariationsproblem  ist,  welches  in  gewissem  Sinn  mit 
dem  gegebenen  isoperimetrischen  Problem  aq^uivalent  ist:  Unter  alien  jRaumlcurven,. 
wdche  die  tetden  Pnnkte  jc  =  xlf  y^y^  ^==0  und  x=~xt,  2/  =  y2,  ^  =  2  ver- 
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auf  ein   rauinliehes   reehtwinkliges    Koordmatensystem    bezogen    ana- 
lytisch  gegeben  ist  durch  die  Gleichungen 

x~q>(t,  x,  A),        y  =  ip(t,  K,  I},        z  -  %(t,  x,  A).  (73) 

Lassen  wir  %  tmd  i  variieren,  so  stellen  die  Grleichungen  (73) 
eine  der  Doppelschar  yon  ebenen  Extreinalen  (64)  zugeordnete   'Kon- 
von  raumlichen  Extremalen  dar;  welche  wegen 


samtlicli   vom  Punkt  P1   der  ^??/-Ebene  ausgehen.     Insbesondere  ent- 
spriclit  der  Extremalen  @0  eine  raumliche  Extremale  @^. 

Die  Punktionaldeterminan.te   der  Scliar  (73)  bezeichnen  wir  mit 


Es  gilt  dann  nach  KNESER  der  Satz2): 

D^  Funktionaldeterminante  der  Kongruenz  raumlicher  Extremalen 
durch  den  PunJct  P1?  lerechnet  fur  die  raumliche  Extremale  (S^;  unter- 
sctieidet  sicJi  von  der  Weierstrafi'sclien  Function  D(k,t^)  nur  urn  einen 
von  Null  rerscMedenen  konstanten  Fdktor: 

&(*,*»  l*)~CJ)(t,td,         G^O.  (74) 

Zum  Beweis  berechnen  wir  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion 
^.  Wendet  man  bei  der  BereehrLimg  von  %,  und  ^  die  Lagrange- 
scne  partielle  Integration  sowie  die  den  Fornaeln  (23)  von  §  26  ent- 
spreehenden  Relationen  an,  so  erhalt  man;  der  Formel  (18  a)  von 
§  26  entsprechend,  das  Resultat 


+         x  -Vvdt,  (75) 


wobei  man  noeh  yon  den  Grleichungen  (65)  Grebrauch.  zu  machen  hat. 


mid  der  Differentialgleichung  :  zr  =  G-(x,y,x\y')  genugen,  diejemge  zu  "be- 
stimmen,  welche  das  Integral  tn 


zu  einem  Minimum  macht    Ygl.  iibrigens  anck  §  647"b)  Ende, 

*)  Unter  einer  ^Kongruenz"  von  Haumkarven  versteht  man  allgemein  eia 
zweiparametriges  System  von  Raumkurven  ,  vgl  DAEBOUX,  Theorie  des  surfaces? 
Bd.  E  (1889),  p.  1  *)  Ygl.  Lehrluch,  §  42. 
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Setzt  man  diese  Werte  In  die  Determinante  A  ein;  so  folgt  naeh 
einfachen  Determinantensatzen 


(76) 

wobei  t 

t.  (77) 

Fur  K  =  %0,  2  =  A0  geht  aber  die  reehte  Seite  Ton  (76)  naeh  (71), 
abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  in  mv  —  nu  1iber7  womit  naeh 
(52)  unsere  Behauptung  bewiesen  1st. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Funktionaldetermmante  folgt, 
daB  der  Satz  (74  J,  sowie  die  welter  unten  folgenden  geometrisehen 
Anwendungen,  von  der  speziellen  Normalform,  in  welcher  wir  die 
Doppelschar  (64)  angenommen  haben,,  unabhangig  sind.1) 

Wir  bezeichnen  jetzt  den  dern  Wert  t  =»  t[  entsprecnenden  Punkt 
yon  @Q,  dessen  Projection  also  der  Punkt  P[  ist,  mit  Q[  und  nennen 
ihn  den  raumhchen  konjugierten  Punkt  Fur  denselben  ergibt  sieli 
nunmehr  ans  der  allgememen  Theorie  der  Kongruenzen  von  Raum- 
kurven  eine  einfache  geoinetrische  Deutung 

Ersetzt  man  in  (73)  %  und  >l  durch  Funktionen  eines  neuen 
Parameters  a:  y  _  -^  ^  _  ^ 

welche  fur  einen  gewissen  Wert  cc  =  CCQ  die  Werte  ^0?  20  annelimeii, 
so  geken  die  Gleichungen  (73)  in  eine  einparametrige,  in  der  Kon- 
gruenz  (73)  enthaltene  Kurvensekar  (;?Kurvenbuschel") 

x-g>(t,*,Z),         y^^(t,^,l},        *-zftx,I)  (78) 

tiber;  welcne  die  Kurve  ^  enthJalt,  oder  anders  ausgedriickt;  in  eine 
,?Flache  der  Eongrnenz  (73)%  welche  durch  die  Kurve  @^  Mndurchgeht 

Konstruiert  man  dann  in  einem  beliebigen  Punkt  Q  von  ©^ 
•die  Tangentialebene  an  die  Flache  (78),  so  wird  dieselbe  im  allgemeinen 
von  der  Wahl  der  Funktionen  5  (a),  l(a)  abhangen.  Dagegen  hat  der 
Punkt  Q[  die  Eigentumliehkeit,  daB  alle  Flachen  der  Kongruenz, 
welcfie  durch  @^  hindurcJigehen,  im  P-iwikt  Q[  dieselbe  Tangentialebene 
"besitzen  (oder  aber  samtlich  einen  singularen  Punkt  in  Q[  haben). 
Dies  ist  aber  die  defmierende  Eigenschaft2)  des  »Brennpun1rtesu  der 
Kongruenz  (73),  Das  ergibt  den  Satz: 

Der  rdumliche  konjugierte  Punkt  Q[  ist  ein  SrennpunM  der  J£on- 
gruenz  (73)  auf  der  raumlielien  Extremalm  @Q  und  0war  der  mndchst 
auf  Pt  folgende. 

l)  "^g1  P  490^  Fufinote  J).  2)  Vgl.  DARBOUX,  loc.  cit.,  p.  4. 

B  o  1  z  a  ,  Variaticmsreelmxmg  &2 
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Zum  Beweis  der  erwahnten  Eigentumlichkeit  des  Punktes  Q'± 
sehlieBt  man  folgendermaBen:  Es  mogen  zunachst  nicht  alle  Unter- 
deteiminanten  der  Determinante  dritter  Ordnung  A(^sc0;A0)  gleich 
Null  sein.  Dann  folgt  aus  der  Gleichung 

A&KoAJ-O,  (79) 

daB  sicli  drei  GroBen  a;  6,  e,  von  denen  6  und  c  nicht  beide  gleieh 
Null  smd,  so  bestimmen  lasseu,  daB  fur  t*=t[,  #  =  >*07  /I  =====  >10: 

°? 

0, 

*z*+  &%/+  cz^==o. 

Bildet  man  jetzt  for  die  Flache  (78)  und  den  Punkt  Q(  die  drei  in 
der  Flachentheorie  mit  A,  B,  C  bezeiehneten  Funktionaldeterminanten^ 
welehe  den  Richtungskosinus  der  Normalen  in  Q[  proportional  sind^ 
so  folgt  auf  Grrund  dieser  Kelationen,  daB  die  Verhaltnisse  der  drei 
GroBen  A?  J5?  C  von  der  Wahl  der  Funktionen  5,  \  unabhangig  sind. 
Smd  dagegen  alle  Unterdeterminanten  von  A  gleich.  Null;  so  sind 
die  drei  GroBen  A,B,C  gleich  Null,  wie  auch  die  Funktionen  ^1  ge- 
wanlt  sein  mogen,  d.  li  samtliche  Flachen  haben  in  Q[  einen  singu- 
laren  Punkt.  Wie  aus  den  Gleichungen  (75)  folgt^  tritt  dieser  Aus- 
natimefall  stets  und  nur  dann  ein;  wenn  gleiclizeitig 

«(O-o,      <0  =  o,      w(<o-o,     »«)-.o. 

In  der  allgemeinen  Tteone  der  Kongruenzen1)  wird  weiter  be- 
wie3en;  daB  die  Brennflache  der  Kongruenz;  d.  h.  der  geometrische 
Ort  sanatlicher  Brennpunkfce,  von  alien  Knrven  der  Kongruenz  in  den 
jeweiligen  Brennpunkten  "beruhrt  wird.  Daher  kann  der  Punkt  Q[  auch 
charakterisiert  werden  als  derjenige  PunJct,  in  wekhem  die  Kwrve  @Q 
zum  ersten  Mai  (wn  Pl  aus  gerechnet)  die  Brennflache  der  Kongrueng 
(73)  beruhrt,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist;  daB  die  Brennflache  ganz, 
oder  zum  Teil  auch  in  Kurven  oder  Pankte  degeneneren  kann. 

JBetsptel  II  (Siehe  pp.  465,  483): 

Aus  der  in  §  61  ,  c)  gebrauchten  Form  des  allgemeinen  Integrals  der 
DifferentialgleichTing  (I)  ergibt  sich  die  Doppelschar  von  Kreisen  dutch  dea 
Punkt  P1  in  der  Form 

X  —  OSj  =  —  l(CO&t  —  COS*1)  , 


wobei  t1  als  variabler  Parameter  211  betrachten  ist     Die  Lange  des  Kreisbogena 
t\  I  vom  Punkt  P1  01)  bis  zu  emem  variabeln  Punkt  P(i)  hat  den  Wert 


Vgl.  DARBOUX,  loc-  cit  ,  p   6. 
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Die  Kongruenz  raumlicher  Extremalen   ist   also   hier   ein   doppelt  unendliches 
System  von  Schrauberihnien  mit  der  Neigung  45  °. 

Fuhren  mr  statt  t  und  tl  die  fur  unsere  Zwecke  bequemeren  GrSfien 


ein,  so  erhalten  wir  die  KongrueBz  in  der  Form 


(80) 


wobei  mimnehr  auf  alien  Kreisen  der  Doppelschar  der  Punkt  PI  demselben 
Wert  T=0  entspricht,  wahrend  v.  dieselbe  Bedeuteig  hat  wie  in  der  Normal- 
form  (64),  siene  Fig.  108. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich.  in 
Tiber  einstimmung  mit  (57)  und  (74) 

A(r,  x,  I)  =  812sinr(simr  —  TCOST)      (81) 

Jede  der  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichnng 
A  =  0  liefert  einen  konjugierten  Pnnkt  inx 
weiteren  Sinn;  und  jedem  derselben  entspricht 
eine  Schale  der  Brennflache,  die  aber  auch  de- 
generieren  kann. 

Letzteres  tritt  nun  gleieh  bei  dem  kon- 
jugierten  Punkt  im  engeren  Sinn  ein,  fur 
welchen  r  ===  it\  die  zugeTio'rige  Schale  der 
Brennflache  degeneriert  in  die  Gerade 

x  =  x^          y*** 
welcne  von  alien  Eurven  der  Kongruenz  (80)  geschnitten  -wird. 

WIT  wollen  nock  den  nachsten  konjugierten  Punkt  betrachten,  welcher  der 
im  dritten  Quadranten  gelegenen  Wurzel1) 


der  Grleiehung 


_257°27'12// 
r"~360°00'00"*2;zr 


entspricht.    Hier  wird  die  Brennflache  gegeben  durch  die  Gleichungen 
x  —  x=  — 


—  yi  =  —  2^.  sin(y  +  %)siny  , 


(82) 


mit  H,  1  als  Frachenparametern;  daraus  ergibt  sich  durch  Elimination  von  v,  und 

(x  —  ^i)2-)-  (y  —  2/x)s ^^2=  o . 


')  Nach  EEDMAOT,  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik,  Bd  XYTTT 
(1878),  p.  372. 

32* 
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Die  znyehorige  Schale  der  Brennflache  ist  also  em  senkrechter  KreisJcegel  mit  der 
Geraden  x  =  x^^y^=y^  als  Aefose  Man  verifiziert  leicht,  dafi  jede  Kurve  der 
Kongruenz  (80)  in  der  Tat  diesen  Xegel  in  dem  fraglichen  raumlichen  kon- 
jtigierten  Punkt  beriihrt. 

c)  Das  ausgezeiclmete  ExtremalenMscliel  durcb.  den  Punkt  Pl: 

Wir    machen    fiir    die    folgende    Diskussion    die    beschrankende 

AnnaJime,  daB  ,  ,  , 


Dann  laBt  sick  nacli  dem  Satz  fiber  implizite  Funktionen  die  Gleichung 

Af<,  x,  A)  -  0 

in  der  Uingebung  der  Stelle  ^,  x0,  ^0  eindeutig  nach  j^  auflosen.  Die 
Losung  sei:  £=*jp(x,  A),  so  daB  also,  identisch  in  %,  A, 

A  (*'(»,  A};  *,  A)  -  0  (84) 

and  tiberdies  ^  ^  ^  ^  (g&) 

-  --  Wir  greifen  jetzt  aus  der  doppelt  unendlichen  Extremalenscliar 
(64)  em  Btischel  heraus,  welches  die  Extremale  ©0  enfchalt,  d.  h.  wir 
ersetzen  %,  A  durch  zwei  Funktionen  eines  Parameters  a:  K  ==  £(«), 
1  «—«  I  (a),  welche  fiir  einen  bestimmten  Wert  cc0  der  Bedmgung 
%Q^=%(CCQ),  A0==i(a0)  geniigen.  Die  Funktionen  x(ci),  %(cc)  sollen 
tiberdies  in  der  Umgebung  von  #0  von  der  Klasse  C'  sein  und  die 
Ableitungen  %'(a0),  A'(a0)  soEen  nicht  beide  gleich  Null  sein.  Auf 
jeder  Kurve  des  so  erhaltenen  Extremalenbiiscliels 

x  =  y(t,  Z,  A);         y  =  q(t,  K,  I)  (86) 

markieren  wir  den  durch  den  Parameterwert 


definierten  konjugierten  Punkt.     Der  geometrische  Ort  ^  dieser  kon- 
jugierten  Punkte  ist  dann  die  durch  die  Gleichungen 


,       =      a,         y  = 

dargestellte  Kurve  Wir  stellen  uns  jetzt  mit  KNESER  die  Aufgabe? 
das  Extremalenbtischel  so  auszuwahlen,  daB  jede  Kurve  des  Biischels 
in  ihrem  konjugierten  Punkt  t  =  t(cc)  die  Kurve  g  beruhrt^  oder; 
anders  ausgedriickt,  so;  daB  der  geometrische  Ort  der  konjugierten 
Punkte  der  Biischelkurven  zugleich  die  Enveloppe  des  Btischels  ist. 
Dazu  ist  notwendig  und  hmreichend,  daB  es  eine  Funktion  Q 
von  cc  gibt,  so  daB,  identisch  in.  a, 

y'(a)  =,  ?  |>J,  (87) 
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wobei  die  Klammer  [  ]  andeutet,  da8  die  Argumente  t,  x,  1  dureli  \  K,  I 
zu  ersetzen  sind.     Ausgesehrieben  lauten  diese  Gleidmngen 


Daraus  folgt  dureli  Elimination  Ton  p  in  der  Bezeicknung  (68) 

[u]dx  +  [v]di  =  0.  (88) 

Gleichzeitig  besteht  aber  mit  Eueksicht  auf  (83)  und  (76)  die  Gleiehung 

[m][u]-M[u]  =  0.  (89) 

Es  sind  nun  zwei  Falle  zu  unterscheiden: 
Fall  I:  Es  ist  gleiclizeitig 

[m]dx+  [n]^A  =  0  (90) 

Fall  II:  Es  ist 

[m]dx  + 
und  daher 


Aus  einem  weiter  unteu  ersiclitliclieii  Grund  lassen  wir  den 
Fall  II  beiseite. 

Fiir  die  Behandlung  des  Falles  I  bemerken  wir,  daB  mindestens 
eine  der  beiden  Funktionen  m?  *\  fiir  t  =  t^  %  =  %0?  >l==^0  von  Null 
verschieden  ist,  wie  nach  (53  a)  und  (74)  aus  der  Annahme  (83) 
folgt.  Daher  konnen  wir  die  Differentialgleieliiing  (90)  mit  der  An- 
fangsbedingung  %  =  «0,  A  =  >L0  integrieren?  und  die  Losung  ist  ein- 
deutig.  Aus  (89)  folgt,  da6  dann  die  Differentialgleichung  (88)  Ton 
selbst  miterfiillt  ist.  TJnd  nunmehr  folgt  riickwarts,  daB  wir  Q  so 
bestimmen  konnen,  daB  die  Grleichungen  (87)  erfullt  sind.  Freilich 
kann  es  yorkommen,  daB  die  so  bestmnnte  Funktion  p(«)  identisch 
versehwindet;  das  bedeutet  dann  eben,  daB  die  Kurve  %  in  einen 
Punkt  degeneriert. 

Wir  haben  also  den  folgenden,  yon  KNESEH  herruhrenden  Satz1) 
gewonnen: 

Unter  der  Voraussetgung  ,  da/3 


'kann  man  aus  der  DoppelscJiar  von  Extremalen  durch  den  Punld  P± 
ein   ausgeseichnetes  Suschel   herausgreifen  ,   welches   die   Extremale  (50 


Vgl.  Lehrlucli,  §  40 
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enfhalt,  und  dessen  Enveloppe  jede  Extremale  des  JBuschels  in  dem  m 
Pl  Jconjugierten  Punkt  temhrt.*) 

Fur  dieses  Buschel  bestekt  auBerdem  die  Differentialgleicliimg  (90). 

Man  kann  zu  demselben  Resultat  noch  auf  einem  zweiten  Weg  gelangen, 
der  zugleich.  uber  den  oben  ausgescblossenen  Fall  n  AufsekluB  gibt  Dazu  fubrt 
folgende  ans  der  allgememen  Theone  der  Kongruenzen  2)  bekannte  Fragestellung: 

G-reift  man  aus  clei  Kongruenz  (73)  em  beliebiges  Biischel  (78)  beraus,  so 
wird  dasselbe  im  allgemeinen  keine  Enveloppe  besitzen,  d  b  es  wird  keine 
Hurve  geben,  welcbe  von  samtlicben  Kurven  des  Buscbels  beriibrt  wird.  Man 
kann  slcb  aber  die  Aufgabe  stellen,  alle  %n  der  Kongruenz  enthaltenen  Buschel 
zu  best^mmen}  welche  eine  Enveloppe  "besitzen 

Man  wird  dann  anf  die  beiden  Gleiehimgen  (88)  nnd  (90)  als  notwendige 
und  binreichende  Bedingungen  gefuhrt,  aus  denen  sicb  dann  (89)  ergibt  Unter 
den  beiden  oben  gemacbten  einscbxankenden  Toraussetzungen  folgt  daraus,  daS 
es  ein  und  nur  ein  die  Kurve  ^  entbaltendes  BtiscJiel  gibt,  welcbes  eine  En- 
veloppe f?A  besitzt;  dieselbe  beriihrt  die  Eurven  des  Buscbels  in  ihren  Brenn- 
punkten  nnd  hegt  daner  auf  der  Brennflacbe. 

Projiziert  man  dieses  Buscbel  ramnlicber  Extremalen  mit  seiner  Enveloppe 
fj'  auf  die  a;,  ^-Ebene  ,  so  erbalt  man  das  oben  bestimmte  ausgezeicbnete  ebene 
Btscbel  mit  seiner  Enveloppe  g. 

Dagegen  fubrt  der  Fall  II  auf  em  Buscbel  laumlicber  Extremalen,  welcbes 
keine  Enveloppe  besitzt,  dessen  Kurven  aber  samtlieb  in  ibren  jeweiligen  Brenn- 
punkten  em  en  auf  der  %,y-  Ebene  senkrecbten  Zybnder  berunien.  Das  aus  der 
Projektion  eiaes  solchen  Buscbels  entstebende  ebene  Buscbel  nat  zwar  aucb 
noch  die  verlangten  Eigenscbaften  ,  genugt  aber  nicbt  mebr  der  fur  die  weitere 
Entwicklung  wesentlicben  Differentialgleicbung  (90). 

Beispiel  II  (Siebe  pp.  465,  483,  494): 

Aus  den  Gleicbungen  (80)  berech.net  man 


i%«2ir  —  2sinrcosir. 

Wir   bestunmen   zunacbst   die   zum   konjugierten  Punkt   im   engeren  Sum  ge- 
borige  Enveloppe  g.     Hier  ist  nacb  (81) 

t'  (%,  ^,)  =  7t  . 

Die  Differentialgleicbung  (90)  wird  also 
mit  der  Losung:  Jt  =  >L0. 


A)  Es  verdient  tibrlgens  bervorgeboben  zu  werden,  dafi  der  konjugierte 
Punkt  PI  nicbt  notwendig  der  zunacbst  auf  P1  folgende  Berubrungspunkt  von  (50 
mit  der  Enveloppe  zu  sein  braucnt;  vgl,  unten  Beispiel  II. 

2)  Vgl-  DARBOUX,  loc  cit. ,  p.  6,  und  die  Untersucbungen  von  BLISS  und 
HASON  uber  das  raumliche  Yariationsproblem  obne  Nebenbedingungen,  Trans- 
actions of  fhe  American  Mathematical  Society,  Bd  IX  (1908),  p  450. 
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Das  sum  Jconjugierten  Punkt  im  engeren  Sinn  gehorige  ausgezeichnete  HJxtre- 
maleribuschel  tet  also  das  Buschel  von  Kreisen  mit  dem  konstanten  Radius  |Z0 
durch  den  Punkt  Pt  . 

Die  Enveloppe  desselben  besteht  aus  dem  Kreis  mit  dem  Radius  2|A0|  mo. 
den  Punkt  Pt,  zusammen  mit  dem  als  degeneiierte  Kurve  zu  betrachtenden 
Punkt  Px  Aber  nur  der  lefcztere  Bestandteil  der  Enveloppe  komint  nach  der 
Definition  der  Kurve  f$  fur  uns  in  Betracht  Dies  geht  auch  deutlich  aus  der 
Betrachtung  des  zugehorigen  Buschels  von,  raumlichen  Extremalen  (Schrauben- 
linien)  hervor;  die  Enveloppe  %'  desselben  degeneriert  in  den  Punkt  Q[i 

0?  =  ^,          2/  =  #n          ^  =  —  2^03T, 

durch  welchen  samtliche  Kurven  des  Buschels  fur  -c  =  a  hmdurcngehen     Das 
zeigt  wieder,  dafi  die  Enveloppe  g  in  den  Punkt  Pl  (T  =  7t)  degeneriert. 

Interessanter  gestaltet  sich  die  Untersuchung  fur  den  zweiten  konjugierten 


(vgl  p.  495)     Hier  lautet  die  Differentialgleichung  (88) 

Zcosyd5%  —  siny^^,  =  0, 

deren  Integiation  bei  passender  Konstantenbestimmung  ergibt 

Z  —  ^e00*^^^. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  I  in  (80)  und  (82)  ein,  so  erb'alt  man  das  aus- 
gezeichnet©  Biiscliel  von  raumlichen  Extremalen  und  dessen  Enveloppe  %  '.  Daiaus 
ergeben  sicb  dann  durch  Projektion  auf  die  as,  y-Ebene,  d.  n.  duich  Unterdriiokung 
der  Gleichung  fur  ^,  das  auagezeicbnete  ebene  Extremalenbtischel,  sowie  dessen 
Enveloppe  %.  Fiir  letztere  ernalt  man  in  Polarkoordinaten  mit  dem  Punkt  J\ 
als  Pol  das  Resultat 


also  eine  loganthwische  Spirale,  welebe  die  radii  vectores  vom  Punkt  I\  aus 
unter  dem  konstanten  Winkel  y  scbneidet,  ein  Resultat,  das  sick  auch  a  priori 
aus  der  charakteristischen  Eigenschaffc  der  logarithinischen  Spirale  und  der 
geometrischen  Bedeutung  des  Winkels  v  (siehe  Fig  108)  hatte  erschlieBen  lassen. 
Diese  logarithiuische  Spirale  beruhit  in  dei  Tat  jeden  durch  den  Punkt  Pl 
gehenden  Kreis  des  ausgezeichneten  Buschels  in  dem  dem  Wert  t  =*  y  ent- 
sprechenden  konjugierten  Punkt  ,  freilich  auch  schon  vorher  in  dem  nicht  kon- 
jugierten Punkt  t  =  y  —  ft  . 

d)  Der  Enveloppeusatz  fiir  isoperimetrisclie  Probleme: 

Fiir  das  im  yorigen  Absatz  bestimmte  ansgezeiclinete  Extremalen- 

biischel  durch  den  Punkt  Pt  gilt  nun  ein  dem  Enveloppensatz  yon 

§  44,  c)  analoger  Satz. 

a)  N"ach  ENESER,  Konfagierte  Purikte  ~beim  isopenmetrischen  Problem, 
Jahresberichte  der  Schlesischen  G-esellschaft  fur  vaterlandische 
Kultur,  1906 
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Zum  Beweis  desselben  betrachten  wir  das  Integral  J?  genommen 
entlang  irgend  einer  Extremalen  ®^  der  Doppelsehar  (64)  voni  Punkt 
bis  zu  einem  variabeln  Punkt  P(t),  und  bezeichnen  dasselbe  mit 


U(t,  x,  i)  -jfft  x,  A)  at 
h 

Piir    die  partieEen  Ableitungen  der  Punktion    U  erhalten  wir;    ganz 
analog  den  Pormeln  (75), 


(91) 


wobei  "t9  die  fiir  die  Istremale  ffi^A  beredmete  Punktion  T  von  §26,  a) 
bedeutet. 

Addieren   wir    diese   Gleiclmngen   zu    den    mit   I  multiplizierten 
Gleichungen  (75)  and  erinnern  uns?  daB  die  Extremale  ^^  der 
rentialgleicliung 


geniigt,  so  erhalten  wir 


(92) 


Wir  betracliten  jetzt  insbesondere  die  beiden  Integrale  J"  und  K 
entlang  der  dem  Parameterwert  a  entsprechenden  Extremalen  ®  des 
unter  c)  bestimmten  ausgezeichneten  Extremalenbuscliels  vom  Punkt 
PJ&)  bis  zu  dem  dem  Wert  *«?(«)  entsprechenden  konjugierten 
Punkt  P'.  Die  so  definierten  Integral  werte,  d.  it.  also  in  unserer 
frtiheren  Bezeichnung  die  GrroBen 


sind  emdeutige  Punktionen  des  Parameters  a,  die  wir  mit  J(a)  be- 
ziehungsweise  K(a)  bezeichnen.  Wir  erhalten  dann  zunaehst  fiir  die 
Ableitung  von  K(cc) 
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also,  wenn  wir  von  (75)  Grebraueh  machen  nnd  uns  der  Definition  der 
die  Enveloppe  gf  darstellenden  Funkfcionen  x(a\  y(a)  erinnern, 

#'(«)  =  [<$*]*  +  [tf  ,]y'-  CM*'  +  Hi')- 

Nun  genugen  aber  die  Funktioaen  X(K),  I(K)  fur  das  ausgezeiehnete 
Extremaleabuschel  der  Differentialgleichung  (90),  also  1st 


Ganz  in  derselben  Weise  folgfc  aus  (92) 


imcl  hieraus  unter  Benutzung  von  (93),  da 


J"(«)  =  [^,]5'  +  [^]2/'.  (94) 

Wir  unterscheiden  jetzt,  wie  in  §  47?  zwei  Falle: 
Fall  I:  Die  Enveloppe  g  degenenert  mclit  in  einen  Punkt. 
Dann  konnen  wir  nacli  (87)  erne  nicht  identisch  versclrwmdende 
Fnnktion  Q(O)  bestimmea,  so  daB 


Wir  wollen  annehmen,  daB  ^>(^0)4=0^  daB  also  die  Enveloppe  §  im 
Punkte  P[  keinen  singularen  Punkt  besitzt.  Wir  durfen  dann  ohne 
Beschrankung  der  Allgememheit  voraussetzen,  daB  p(a0)>0,  d  h. 
daB  die  Enveloppe  und  die  Extremale  sicli  im  Punkt  P(  gleichsinnig 
berlthren;  da  wir  andernfalls  zuvor  den  positiven  Sinn  auf  der  Enve- 
loppe durch  die  Substitution  &  —  —  a  umkehren  konnten.  Nunmehr 
folgt  ganz  wie  in  §  44,  c) 

JF ( ri\  =   ~F1('r    7i   /71'  M'\  Jf  (rs\ 

u  (a)  —  r  (A,  y,  ju  ?  y  ),          j\.  (ccj 

Integrieren  wir  diese  Gleichung  von  aQ 
bis  zu  einem  hinreichend  naten  Wert  a, 
so  erhalten  wir  den  von  KNESER1)  her- 
rillirenden  Enveloppensatz  fur  isogeri- 
metrisclie  Probleme: 


,  y, 


(95) 


Flg  109> 


Die  zweite  dieser  Grleichungen  zeigt, 
daB    der   aus  dem  Bogen  P1  P3  von  (£ 

und  dem  Bogen  P3P(  von  ^  zusammengesetzte  Kurvenzug  erne  zu- 
lassige  Variation  cles  Extremalenbogens  P^P^  ist.     Dalier  folgt  jetzt 

x)  Vgl    KNESEK,  Lelwlucli,  §  40 
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aus  der  ersten  der  Grleichungen  (96)  ahnlicb  wie  in  §  47,  b),  daB 
der  Bogen  @0  kein  Extremum  raebr  liefern  kann,  wenn  sein  End- 
punkt  P2  mit  P[  zusammenfallt,  also  a  fortiori  aucli  nicht  melir, 
wenn  P[  -<;  Pg 

Hiermit  haben  wir  einen  gweiten  Beweis1)  fur  die,  Nohtendigkeit 
•der  Bedingung  p  ^p'  mj\ 

gewonnen,  allerdings  unter  der  bescbrankenden  Voraussetzung,  da8 
die  Bedingung  (90)  erftillt  ist,  und  daB  die  Enyeloppe  $  ™  Punkt  P[ 
keinen  singularen  Punkt  besitzt. 

Fall  II:  Die  Enveloppe  degeneriert  in  einen  Punkk>  der  notwendig 
mit  dem  konjugierten  Punkt  P[  auf  ®0  zusammenfallen  nmB.  In 
diesem.  Fall  gehen  samthche  Extremalen  des  ausgezeichneten  Biiscbels 
dureh  den  Punkt  P'v  und  es  ist 


also 


^  0. 


Wir  erhalten  also  in  diesem  Fall  den  Satz: 

Wenn  samtliclie  Extremalen  des  ausgezeichneten  SicscJiels  durch  den 
Punkt  P±  zugleich  aucli  durch  den  konjugierten  Punld  P[  gehen,  so  hat 
sowohl  das  Integral  J  als  das  Integral  K,  genommen  entlang  den  ver- 

schiedenen  Extremalen  des  ausgezeichneten 
Bilscliels  von  P1  nach  P[,  einen  Jconstanten 
Wert: 

Daraus  folgt  dann  wieder  wie  in 
§  47,  b),  dafi  auch  in  diesem  Fall  ein 
Extremum  fiber  den  konjugierten  Punkt 
hmaus  nictt  bestehen  kann. 

Ein  fast  triviales  Beispiel  hierzu  liefert 
unser  Beispiel  II  (p.  498).  Bei  dein  Biischel 
von  Kreisen  duxch  den  Punkt  P^  mit  dem 
konstanten  Eadius  |  i0  \  ist  far  den  Bogen.  JF^  P£, 
d  h»  fur  einen  yollen  Kreisuiafang,  sowohl 
die  Bogenl'ange  als  der  ITachemnhalt  kon- 
stant  Daraus  folgt  aber  sofort,  dafi  ein  uber  den  vollen  Kreisumfang  Mnaiis- 
gehender  Kreisbogen  Pl  AJSP1P^  kein  Maximum  liefern  kann.  Denn  der  aus  deni 
Kreis  P^  CDPl  mit  demselben  Eadius  und  dean  Kreisbogen  P±  P2  zusammen- 
gesetzte  Kurvenzug  ist  eine  zulassige  Variation  und  liefert  denselben  Wert  fur  J, 
der  aber  nach  §  59,  b)  sicher  kein  Maximum  sein  kann  wegen  der  Ecke  im  Punkt  JP^ 

x)  Ygl  KNESEK,  Lehrluch,  %  40. 
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§  63.    Der  WeierstraB*sch.e  Fundamentalsatz  ftir  isoperimetrisolie 

Probleme. 

Auch  beim  isoperimetrischen  Problem  beraht  der  Hmlanglichkeits- 
beweis  auf  emem  dein  WeierstraB'schen  Fundamentalsatz  fiber  die 
Darstellung  der  totalen  Variation  durch  die  8-Funktion  analogen  Sate. 
Zum  Beweis  desselben  haben  wir  zunachst  die  Tneorie  des  Feldinte- 
grals  und  der  Hamilton'schen  Formeln  yon  §  31  auf  isoperimetrische 
Probleme  zu  ubertragen,  wobei  wieder  die  schon  im  vorangehenden 
Paragraphen  hervortretende  Auffassung  des  isoperimetrischen  Problems 
als  eines  raumlichen  Problems  YOB  entscheidender  Bedeutung  sein  wird. 

a)  Die  Eamilton'sclieD.  Formeln  fiir  isoperimetriscle  Probleme: 

Es  sei  P0(£0)  ein  Punkt  auf  der  Fortsetzung  unseres  Extremalen- 
bogens  @0  fiber  den  Punkt  Pt  hinaus.  Dann  lassen  sicli  die  Entwick- 
Itingen  von  §  62,  a)  und  b)  ohne  weiteres  auch  fiir  den  Punkt  P0 
durcnfiihren.  Wir  erhalten  zunacnst  eine  Doppelscbar  von  ebenen 
Extremalen  durch  den  Punkt  P0?  die  wir  wieder  —  also  unter  Be- 
zeichnungswechsel  —  mit 

x~<p(t,K,ty,        y-*ft«,i)  (98) 

bezeichnea;  weiter  eine  Kongruenz  von  raumlichen  Extrenialen  durch 
den  Punkt  P0 

x*=y(t,  %,  A),        y  =  il>(t,  x,  A),        a  =  %(t,  K,  l\  (99) 

wobei  nunmehr  die  Funktion  #(£,«,  A)  den  Wert  des  Integrals  K  ent- 
lang  der  Extremalen  &yl  der  Doppelschar  (98)  vom  Punkt  P0  bis  zu 
•einem  variabeln  Punkt  P(f)  bedeutet. 

An  Stelle  der  Gleichungen  (64)  bis  (70),  (72)  bis  (77)  treten 
entsprechende  auf  die  Kongruenz  durch  den  Punkt  P0  bezfigliche 
Oleichungen,  die  wir  von  jenen  durch  Uberstreichen  unterscheiden 
wollen;  und  die  sich  von  ihnen  nur  durch  die  Substitution  von  ^0;^o;2/o 
.an  Stelle  von  t1)ccl)ylj  sowie  durch  die  veranderte  Bedeutung  der 
Funktionen  <p,  ty,  %  und  dementsprechend  der  Funktionen  9^  @,  <K,,  u>  u 
etc.  unterscheiden. 

Wir  nehmen  jetzt  an;  daJ3  die  Grleichungen  (99),  als  Transfor- 
mation zwischen  einem  t,  %y  I-Raum  und  einem  x,  y,  ^-Raum  aufgefaBt, 
^eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  einem  bestimmten  Bereich  €L 
des  #,  9c;  A-Raumes  und  dessen  Bild  oT  im  a;5y,^-Raum  definieren,  so 
daB  also  durch  jeden  Punkt  des  Bereiches  of  eine  und  nur  eine  raum- 
liche  Extremale  der  Kongruenz  (99)  hindurchgeht,  fiir  welche  das  zu- 
gehorige  Wertsystem  t,%yA,  dem  Bereich  (9C  angehort. 
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tJberdies  soil  vorausgesetzt  werden;  daB  die  Funktionen 


als  Funktionen  ihrer  drei  Argnmente  im  Bereich  0L  von  der  Klasse 
0'  sind;  ferner  da8  die  Projektion  of  des  Bereiches  of'  auf  die  x,y- 
Ebene  ganz  im  Bereich  SI  enthalteu  iet;  und  endlich,  daB 

X?1ft^l)>0     in     (SC  (100) 

und 

A  ft  M)  4=0     in     <9L  (101) 

Alle  diese  Annahnien  fassen  wir  in  die  Aussage  zusammen,  daB  der 
Bereich  of  ein  Feld  von  raumlichen  Extremalen  bildet. 

Die  zugehorigen  inversen  Funktionen  des  Feldes,  welclie  die  Auf- 
losung  der  G-leicliiingen  (99)  nacn  t,  x,  Z  darstellen,  bezeichnen  wir  mit 


so  daB  also,  identisch  in  x,y,z: 

y(l,l,l}^x,       ^(t,U)-y,       i(i,J,0  =  *          (102) 

und  gleiehzeitig,  identisch  in  ^%7A: 

t  (9,  fc  x)  =  *,         f(%  ^  %)  =  %;         I(y,  *,  %)  -  L          (103) 

Es  sei  jetzt  $3  (#s>  %?  #s)  irgend  ein  Punkt  von  of',  -^3(^37^3)  seme 
Projektion  anf  die  ^y-Ebene  Alsdann  geht  von  P0  nach  ^3  eine 
nnd  nur  eine  rauniliche  Feldextremale  @^  nach  der  Bedeutung  der 
Ordinate  %  ist  dann  die  Projektion  (S3  von  ©3  zngleich  die  einzige 
Extremale  der  Doppelschar  (98),  welche  durch  den  Punkt  P3  geht; 
nnd  fur  welche  das  Integral  K  den  Wert  ^3  besitzt: 

•2*08  ^  %; 
und  die  zu  @3  gehorige  isoperimetrische  Konstante  hat  den  Wert 

^s-K^^^)- 

Das  Integral  J";  genommen  entlang  @3  von  P0  bis  P3;  betrachtet 
als  Funktion  von  x%,  y$y  &%,  nennen  wir  das  zum  Feld  oT'  gehorige 
Feldintegral  und  bezeichnen  seinen  Wert  mit  W(%B,  y$,  ^8);  so  daB 
also  nach  der  Bedeutung  der  Funktion  U 


wenn  wir  der  Einfachheit  halber  den  Index  3  durchweg  unterdrucken. 
Wir  berechnen  jetzt  die  partxellen  Ableitungen  von  W\  zunachst  ist 

(104) 


§  63.    Der  WeierstraB'sche  Fundamentalsatz  505 

wenn  wir  durch  die  Klammer  (  )  andeuten,  da6  t,  u,  I  durch  t,  t,  I  ZTI 
ersetzen  smd. 

Multipliziert  man  jetzt  die  Gleichungen  (104)  der  Reihe  nack 
mit  tx,  tx,  lx  und  berucksichtigt  die  durch  Differentiation  der  Iden- 
titaten  (102)  sich  ergebenden  Gleichungen 


(&)!.-  0, 
so  erhalt  man 

^-(•^o 

und  ganz  analog 


sind  aber  die  rechten  Seiten  der  beiden  ersten  Gleichungen 
nach  der  Bedeutung  des  Zeichens  X  und  der  Klammer  gleich  den 
Funktionen  Hx,,  Hy,  mit  den  folgenden  Werten  ihrer  ftinf  Argumente 
X,  y,  xf,  y  ';  1: 


Die  ersten  beiden  sind  nach  (102)  identisch  gleich  x  und  y;  das 
dritte  und  vierte  durfen  wir  wegen  der  Homogeneitat  von  Hx>)  Hv, 
ersetzen  durch  die  Funktionen 

==.     (105) 

x    ^    ; 


Daher  erhalten  wir  schlieBlich  fur  die  partiellen  AUeitungen  des  Feld- 
integrals  die  folgenden.  Werte: 

dW         -rj    ,  A 


(106) 


_ 


Darin  bedeuten  die  Funktionen  p  ~=p(x,  y,  &},  q~=  q(x,  y}  z)  die  Rich- 
tungskosinus  der  positiven  Tangente  der  Extremalen  @3  im  Punkt  P3; 
und  l=*l(&,y,8)  ist  der  zur  Extrem,alen  @3  gehorige  Wert  ^8  der 
isoperimetrischen  Konstanten, 

Diese  Formeln  sind   das  Analogon  der  Hamilton3  schen  Formeln 
(148)  von  §  31  fur  das  isoperimetrische  Problem. 
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b)Die  Weierstrafi'sclteKonstruktioii  fiir  IsoperimetrisclieProWeine: 

Aus  den  Hamilton'sclien  Formeln  ergibt  sich.  nun  der  Weier- 
straB'selie  Fundamentalsatz  entweder  mittels  der  WeierstraB'schen 
Konstruktion  oder  mittels  des  Hilbert'sahen  Unabhangigkeitssatzes^ 
beide  in  geeigneter  Weise  modifiziert.  Wir  betrachten  zuerst  die 
erste  der  beiden  Methoden. 

Us  sei1)  ©Q  der  unserem  Extremalenbogen  @0  in  der  Kongruenz 
(99)  zugeordnete  ranmlicbe  Extremalenbogen: 


Derselbe   ffilirt    vom   Punkt    $i:    x  —  xi>  y  sss  y±?  %  ~  ^i(=  -S^i)   nac& 
dem  Punkt  Q2:  x  =  X2,  y  =  y$?  &  =  ^(==  Xo2) 

Wir  nehmen  an;  dieser  Bogen  ©^  sei  gatiz  im  Innern  des 
Feldes  of'  gelegen?  und  ziehen  nunmehr  in  der  ^  ^/-Ebene  irgendeine 
zulassige  Kurve  S  von  Pl  nacb.  P2 

2      als  zulassige  Kurve  gentigt  dieselbe  der 
isoperimetrischen  Bedingung  (1) 

Z»-l.  (107) 

Den  Wert  des  Integrals  j§T;  genommen 
von  P0   entlang  @*  bis  Pl  und   von  da 
m'  entlang  S  bis  zu  einem  variabeln  Punkt 

P3(Tr)  von  S,  bezeiclinen  wir  mit  i"(r),  so  daB  also 


9  (T)  -  Z01  +  JE18  -  ,S:01  +G(^,  y,  «',  yr}dr.  (108) 

7TX 

Dann  ordnen  wir  der  Kurve  S  die  Baumkurve 

ffi':  «?»-^(T)?         y^-yW,          ^»J»(T) 

zu.     Da 

*(*i)  =  -Sii-  ^u         ?(*i)  =  -BToi  +  ^u  ^  ^"01  +  ^12  -  %? 

so   futrt  die   Kurve  &',   ebenso  wie  (£^  vom   Punkt   Q1    naeh   dem 
Punkt  <?2. 

"Wir  fiiliren  jetzt  die  'besckrdnkende  Annohme  ein;  daB  auch  die 
der  Kurve  S  mgeordnete  Eaumkurve  S7  ^^^  ^  rdumlichen  Feld  of' 
gelegen  ist.  Fiir  die  Kurve  S  selbst  bedeutet  dies:  Durcli  jeden  Punkt 

*)  Mit  Bezeichu-angswechsel(f)  gegen  §  62,  b), 
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P3  von  (£  lafit  sick  von  P0  aus  eine  und  nur  eine  ebene  Extremale  @3 
zieken,  fur  welcke  __ 

^03  =  -^01 +  ^i3  (109) 

Man  pflegt  diese  Annakme  auck  dadurck  auszudrucken,  daB  man  sagt: 
Fur  die  Kurve  ©  soil  die  Weierstrafi'sche  Konstruktion  moglicli  sein. 
Jetzt  betrackten  wir  mit  WeierstraB  das  Integral  tTy  genomraen 
von  P0  entlang  der  Extremalen  @3  bis  zum  Punkt  P3  und  von  da 
entlang  S  bis  P2;  wir  bezeicknen  dasselbe  als  Fiznktion  von  t  mit 
5(r);  so  daB  also 

S(r)  =  J^3  +  J"32. 

Es  ist  dann  insbesondere 

$(rl)  ^  ^01  +  ^12;  ^(rs)  =  ^02  ^  ^01  +  ^199 

also 

J8-«--S-S  oder 


Nun  ist  aber  naeh  (109)  uad  nach.  der  Definition  der  Funktion  TF: 


Daker  kann  man  nack  (106)  den  Ansdruck  fur  die  Ableitung  8f  (i) 
nnmittelbar  kinsckreiben;  derselbe  vereinfackt  sick;  wenn  man  aus 
(108)  den  Wert  von  0'  einfiikrt: 

i'«  G(x,y,$',yr), 

und  man  erkalt  in  der  Bezeicknung  von  §60,  b)  den  Weierstrafi'sdien 
Fundamentalsatz  fur  isoperimetrische  Probleme*) 

> 
A  J-J  8(«,  y]P,  a;  x,  y';  I)dr.  (110) 

*i 
Dabei  ist 

5);  2 


a)  WEIEKSTEASS,  Vorlesungen  1879;  WeierstraB  benutzt  die  Kongruenz 
von  raTimlichen  Extremalen  durch  den  Punkt  P1,  vgl.  p.  259,  Fufinote  s).  Die 
hier  gegebene  Modifikation ,  bei  weicker  der  Punkt  P0  an  Stelle  von  Pj  tritty 
ruhrt  von  KNESEH,  her,  Lehrbueh,  §§  36  und  38. 
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oder  ohne  Bezugnahnie  auf  den  Raurn  ausgedriickt:  p,  q  smd  die 
Richtungskosinus  derjenigen  von  P0  nach  dem  Punkt  Ps(#;^)  der 
Kurve  S  futrenden  Extremalen,  fur  welche 


-£"03 


walirend  I  die  isopenmetrische  Eonstante  fiir  eben  diese  Extremale  @3 
bedeutet. 

c)  Der  Hilbert'sclie  Unabliaagigkeitssatz  fiir  isoperimetrisclie 
Probleme  : 

Andererseits  folgt  aus  den  Hamilton'schen  Formeln  (106)  un- 
mittelbar  das  Analogon  des  Hilbert'schen  Unabhaagigkeitssatzes.  1st 
namlicli  SA  irgendeme  gewohnliche  Raamkurve,  welche  ganz  im 
Feld  of"  gelegeu  ist  und  von  einem  Punkt  Qs(x99y^js^)  nach  einem 
Punkt  Q4  (x±,  2/4,^4)  fdhrt,  so  ist  der  Wert  des  raumhchen  Lmien- 
integrals 

,  25  tylsc  +  Hy,(x,  y,p,q;  l)dy  -  ldg\,    (111) 


entlang  der  Kurre  GT  von  Q3  nach  Q#  nur  wn  der  Lage 
der  beiden  EndpunJcte  Q$  und  Q±,  nicht  aber  von  der  sonstigen  Gestalt 
der  Eurve  ®r  abhangig.  Denn  es  ist 


,  y,  *)  ~W(x»  yt,  O  -W(x3,  ya,  ^8).          (112) 

Ist  die  Kurve  (£'  insbesondere  eme  Extremale  ©'  des  raumlichen 
Feldes^  dargestellt  durchdie  Gleichungen  (99),  so  ist  nach  (103)  nnd  (105) 


Da  femer  in  diesem  Fall 

ds  ^  %t(t,  x}  X)dt  ==  (j(t,  K,  tydt, 
so  geht  das  Integral  nach  einfacher  Reduktion  iiber  in 


Es  ist  also  entlang  einer  Extremalen  @A  des  raumlicJien  Feldes1) 

JS'-Ji,  (113) 

wenn  (§  die  Projektion  der  raumlichen  Extremalen  ©'  auf  die  a?,  ^/-Ebene 
bedeutet. 


Vgl.  dea  analogen  Satz  in  §  17,  b). 
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Nennt  man  die  Flacken 

W(&j  y,  z)  =  konst. 

die  Transversalenflachen  des  raumlicken  Feldes,  so  folgt  aus  (112), 
daB  das  Hilbert'sche  Integral  J*,  getwmmen  swischen  #wei  Punkten 
derselben  Transiersalenflache,  stets  gleicli  Null  ist. 

Aus  (113)  ergibt  sicli  nun  genau  wie  in.  §  17 ,  c)  ein  zweiter 
Beweis  des  WeierstraB'scken  Fundamentalsatzes.  Denn  da  die 
beiden  Kurven  (£'  und  @0'  in  oT  liegen  und  dieselben  Endpunkte 
kaben,  so  folgt 

^®0   ==    ^  =    J&  5 

und  daher 

AeT-cTg-Ji,,  (114) 

woraus  sich  sofort  die  Gleichung  (110)  ergibt 

§  64.    Hinreichende  Bedingungen  beim  isoperimetrisclieii  Problem. 

Die  Frage  der  hinreichenden  Bedingungen  liegt  beim  isoperi- 
metrischen  Problem  viel  weniger  einfach  als  bei  dem  Problem  ohne 
Nebenbedingungen.  Zwar  reicht  bei  mancken  Beispielen  der  Weier- 
strafi'scae  Fundamentalsatz  aus,  um  die  Existenz  eines  starken 
Extremums  zu  beweisen  Dagegen  gentigt  dieser  Satz  nicht;  um  all- 
gemein  zu  beweisen;  daB  die  den  Bedingungen  (F),  (II');  (IIF);  (IV) 
von  §  32,  b)  entsprectenden  Bedingungen  fiir  ein  starkes  Minimum 
Hnreicken;  er  gestattet  vielmenr  iiur  zu  zeigen;  daB7  falls  diese  Be- 
dingungen erfullt  sind;  A  J"  >  0  fur  alle  diejemgen  Yergleichskurven 
in  emer  gewissen  Umgebung  des  Bogens  @0,,  fiir  welche  die  Wei  er- 
st raB'sche  Konstruktion  moglich  ist.  Das  ist  aber  eine  nicht  in  der 
Natur  der  ursprunglichen  Aufgabe  gelegene?  kunstlicne  Besclir'ankung 
der  Vergleichskurven. 

Die  hieraach  notige  Erganzung  der  WeierstraB'scken  Tkeorie 
ist  vor  kurzem  von  LiNDEBERa1)  gegeben  worden  mit  Hilfe  eines 
Satzes  iiber  Extrema  okne  Nebenbedingungen,  welcker  zusammen 
mit  dem  WeierstraB'scken  Fundamentalsatz  zu  dem  SchluBresultat 
fiikrt,  daB  auck  im  Fall  des  isoperimetriscken  Problems  die  oben  ge- 
nannten  vier  Bedingungen  fiir  ein  starkes  Extremum  kmreickend  sind. 


*)  In  einer  demnacHst  in  den  MatKematiscken  Annalen  ersclieiiienden 
Arbeit  ,,Uber  etmge  Fiagen  der  Vanationsreclmung" ,  deren  Maiiuskript  mir 
Herr  LINDEBERG-  gutigst  zur  Verfugung  gestellt  hat 

B  o  1  z  a ,  Variationsrechnung  3  B 
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a)  Erledignng  der  beiden  Beispiele: 

Unsere  beiden  Beispiele  II  und  XXI  gehoren  gerade  zu  den- 
jenigen,  bei  welcken  der  WeierstraB'sche  Satz  ausreicht,  Tim  die 
Existenz  ernes  starken  Extremums  (und  zwar  sogar  ernes  absoluten) 
nachzuweisen. 

Beispiel  II  (Siehe  pp    465,  483,  494,  498) 

Wir  betrachten  neben  dem  Kreisbogen  @0  erne  beliebige  von  Px  nach  Pa 
fuhrende  gewohnliche  Kurve  C  von  der  vorgescbriebenen  Lange  2  I  Wir  nehmen 

dann  auf  der  Fortsetznng  des  Kreis- 
bogens  @0  uber  P%  hinatis  einen  Punkt  P0 
an,  der  rnir  der  einen  Bedingung  unter- 
worfen  ist,  nicht  auf  (£  zu  liegen, 

1st  dann  Ps  irgend  ein  Punkt  von  G£T 
so  ist  P3  von  P0  verschieden,  und  die 
Summe  #3  der  Lange  des  Bogens  P^P^ 
Ton  @*  plus  der  Lange  des  Bogens  P1  P& 
von  (£  ist  sicher  grower  als  der  Ab  stand 

i  J?0P.  I 


Flg  n2          °  Daber  gent  nach   den  Eesultaten  der  in 

§  59,  c)   gegebenen  Konstantenbestimmnng   von  P0    nach  Ps    ein  und  nur  em 
Ereisbogen  @s>  dessen  Lange  gleich  der  eben  genannten  Bogensumme  #8  ist* 

X0  s  =  J5T0  j  +  -^i  s  =  ^  » 

und   welcher   iiberdies  weniger   als    einen   vollen  Kreiaumiang   betragt  und  in 
positivem  Sinne  durchlaufen  \vird. 

Oder  anders  ansgedriickt  •  Die  Kongruenz  von  raumlichen  Extremalen  durch 
den  Punkt  P0,  welche  nach  (80)  durch  die  Grleichungen 
x  —  x0  =  —  2!  I  cos  (c  +*)  sin  v, 
y  —  y0  =  —  2  ^  sin  (n  +  »)  sin  T, 


^dargestellt  wird,  bUdet,  wenn  die  Giofien  T,  *,  X  auf  den  Bereich 

0<T<7E,  0^%<27C,  ^<0 

beschrankt  werden,  ein  raumhches  Feld  cf  ,  welches  den  durch  die  Ungleichung 


definierten  Teil  des  Raumes  ausfullt,  und  die  der  Kurve  (£  zugeordnete  Ratim- 
kurve  (S'  liegt  ganz  in  diesem  Peld  $  . 

Daher  gilt  fur  die  Kurve  (£  der  WeierstraB'sche  Satz  (110)    Ferner  ist  in 
leichtverstandlicher  Bezeichnung 
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>ls  ist  negativ  und  cos  (08  —  03)  kann  mcht  entlang  der  ganzen  Kurve  (£  gleich  1 
sein,  wenn,  wie  wir  annehmen,  (£  von  @0  verschieden  ist  Dies  folgt,  wie  unter 
b)  allgemein  gezeigt  wird,  daraus,  daB  nach  (81)  entlang  der  ganzen  Kurve  (£ 

A  (TS  ,  tts ,  £s)  =  8  2|  sin  TS  (sin  T«  —  r,  cos  T»)  =4=  0 
da  ' 

0  <  *S  <  ^  1        ^3  <C  0- 

Aus  dem  WeierstraB'schen  Satz  folgt  daher,  daB 

A/<0 

Wir  erhalten  also  das  Resultat:  Der  I&ei&bogen  (S0  liefert  fur  den  fldclien- 
irihalt  J  evnen  grower  en  Wert  als  jede  cinder  e  geiuohriliche  Kurve  derselben  Ldnge, 
welche  von  P1  nach  P2  gezogen  icerden  kann. 

Durch  eine  Modifikation  der  vorangehenden  SehluBweise  beweist  man  auch 
den  Satz-  Unter  alien  gesMossenen  gewohnlicken  Kurven  von  gege~bener  Lange 
umsctiliefit  der  Kreis  den  grofiten  Fldchentnhalt  a) 

Beispiel   XXI  (Siehe  pp.  466,  484): 

Ist  irgend  eine  zulassige  Kurve  (S  gegeben,  0\ 
so  wahlen  wir  den  Punkt  P0  auf  der  Fortsetzung 
des  Kettenlinienbogens  @0  uber  Pl  hinaus  so,  da6 
fur  je den  Punkt  Ps  der  Kurve  (£•  ^ 


Dann  gilt  auch  hier  die  Ungleichung  (115). 
Es  lafit  sich  also  nach  den  Resultaten  der  Kon- 
stantenbestimmung  von  §  59,  d)  von  P0  nach 
jedem  Punkt  P8  der  Kurve  ©  eine  und  nur  eine  3Flg 

nach  unten  konvexe  Kettenlmie  (Ss  ziehen,  deren  Direktrix  rnit  der  ic-Achse  parallel 
ist,  und  fur  welche 

d    h    die  Weierstrafi'sche  Konstruktion    ist    auch   hier   stets   moglich  fur  die 
Kurve  (£ 

Fiir  die  Kongruenz  von  raumliehen  Bxtremalen  durch  den  Punkt  P0  findet 

man  aus  (26) 

x  —  #0  =  a  (t  —  x) , 

y  —  2/0=a(Cht—  Chit), 
^  =  a(Sh*—  Shx). 


l)  WEIERSTRASS,  Vorlesungen  1879;  vgl  auch  KNESER,  Lehrbuch,  §  37.  STEINEE 
gibt  in  der  Abhandlung  ,,Uber  Maxima  und  Mimma  fcee  den  Figuren  etc." 
(Werke,  Bel.  II,  p.  193)  einen  rein  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  (jedoch 
unter  der  Voraussetzung  der  Existenz  einer  Ldsung),  sowie  zahlreiche  interessante 
Modifikationen  des  speziellen  isoperimetiischen  Problems  Heuere  Beweise  ohne  Be- 
nutzung  der  Variationsrechnung  sind  gegeben  worden  von  HURWITZ,  Convptes  Retidits, 
Bd  CXXXII(1901),  p  401;  BERNSTEIN,  Mathematische  Annalen,  Bd  LX  (1905), 
p.  117  und  WITTINQ,  Archiv  der  Mathematik  (3),  Bd  XII  (1907),  p  288 

33* 
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Bei  Beschrankujig  auf  den  Bereick 


bildet  dieselbe  ein  raumliciies  Feld,  welches  den  dnrch  die  Ungleichungen  (116) 
and  x  ^>  xQ  definierten  Teil  des  Eaumes  ausfullt     Die  der  Kurve  (£  zugeordnete 
Eaumkurve  QT  Kegt  ganz  in  diesem  Feld 
Ferner  findet  man 


-  cos  (0,  -  0,)] 

Da 


und  da  kein  konjugierter  Punkt  vorhanden  1st,  so  scb.lie.Bt  man  wie  beina  vorigen 

Beispiel.  dafi 
y     1 


d.  h.  Bei  der  Kettenlime  (£0  liegi  der  Schwerpunkt  tiefer  als  bei  jedet  andern  gewohn- 
lichen  Kwve  von  derselben  Lunge,  zvelche  von  Pt  nacJi  P2  gezogen  iverden  Jcann  x) 

b)  Folgerungen  ans  dem  WeierstraB'  soften  Pundameiitalsatz: 

Wir  wollen  nun  zusehen,  wie  weit  sict  der  WeierstraB'sahe 
Fundamentalsatz  zur  Aufstellung  von  Mnreictenden  Bedmgungen  beim 
allgemeinen  isoperimetrischen  Problem  verwerten  laBt.  Wir  machen 
dabei  uber  den  Bogen  @0  die  analogen  Voraussetzungen  wie  in 
§  32,  b),  namlicK  : 

1.  Der  Bogen  @0  geniigt  der  Euler'scken  Differentialgleichung  (I) 
mit  einem  bestimmten  Wert  A0  der  isoperimetriscken  Konstante;   er 
fiihxt  ron  Pt  nach  P2  und  erteilt  dem  Integral  K  den  yorgeschnebenen 
Wert  I]   endlicb.  ist   er  von  der  Klasse  0',   besitzt  kerne  mekrfachen 
Punkte  und  liegt  ganz  im  Innern  des  Bereiches  91.  (P) 

2.  Es  ist 

E^x  (*),  y  (t)  ,  x'  (f),  If  (t)  ;  *0)  >  0  ftir  t,  ^  t^  t,  .          (IP) 

3.  Der  Bogen  @0  enthalt  den  zu  Pt  (im  Sinne  des  isoperimetri- 
schen Problems)  konjugierten  Punkt  Pi  nicnt: 


4.  Es  ist 

%(x(t),  y(0;  x'(t),  y'(t}*,  cose,  sin  6;  Z0)  >  0  (IV) 

fur  ti<?t<*ti  und  fiir  jede  Richtung  0,  die  von  der  Richtung  der 
positiven  Tangente  an  (£0  im  Punkt  t  verschieden  ist. 

Es  fragt  sieh?  ob  diese  Bedingungen  fiir  ein  Minimum  des  In- 
tegrals J  mit  der  Nebenbedmgung  K  =  I  hinreichend  sind. 

Zun'acnst  folgt  nacn  §  61,  d),  Ende;  aus  den  ersten  drei  Voraus- 

x)  WEIEBSTEA.SS,    Vorlesungen  1879;    vgl.   aucb.  KNESBK,    Lehrbuch,    p    142 
Hierzu  welter  die  Ubungsaufgaben  NT.  10,  11,  12,  15  am  Ende  dieses  Kapitels. 
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setzungen,  daB  wir  einen  Punkt  P0(t0)  auf  der  Fortsetzung  von  @0 
iiber  Px  hinaus  so  nahe  bei  Pi  wahlen  konnen,  daB 

+  0     fur     i*. 


Daraus  ergibt  sich  aber  mit  Riieksicht  auf1)  (74)  nach  dein  allgemeinen 
Satz  fiber  die  Existenz  ernes  Feldes  (§  22  ;  d));  daB  die  Kongruenz 
von  raumlichen  Extreinalen  (99)  durch  den  Punkt  P0  ein  raumliehes 
Feld  of'  liefert,  welah.es  den  dem  Bogen  @0  in  der  Kongruenz  (99) 
zugeordneten  raumlichen  Extremalenbogen  @^  in  seinem  Innern  enthalt. 
Weiter  zeigt  man;  ganz  ahnlieh  wie  m  §  32,  b),  mittels  der 
analog  wie  dort  zu  defimerenden  Hilfsfunktion  8l;  daB  sich  auf  Grund 
der  Voranssetzungen  (II7)  und  (IV)  eine  raumliche  Umgebung  (p7) 
von  @Q  angeben  laBt;  derart;  daB 

&(x,yi  p(x,y,*),  %(x,y,0),  cos^sm<95  I(rc,  y,^)>0     (117) 
im  Bereieh 


Wir  wahlen  p'  so  klein,  daB  die  Umgebung  (@')g/  zugleich  ganz 
im  Feld  oP'  gelegen  ist  ° 

Zieht  man  jetzt  von  Px  nach  J?2  irgendeme  der  isoperimetrischen 
Bedingung  K=l  geniigende  gewohnliche  Kurve  S;  deren  zugeordnete 
Raumkurve  ©'  gan#  in  der  Umgebung  (9')  von  (50'  verlauft,  so  gilt  fur  diese 
Kurve  (S  der  WeierstraB'sche  Satz  rilO)?  und  wegen  (117)  ist  dann 
AJ">0;  es  sei  denn,  daB  in  jedem  Punkt  P3  von  S  die  positive 
Tangente  an  £  mit  der  positiven  Tangente  der  oben  mit  @3  bezeich- 
neten  Extremalen  zusamnienfallt: 

cos03=j)3;  siii03  =  g3.  (118) 

Aber  auch  hier  laBt  sich  "ahnlich  wie  in  §  32,  b)  zeigen2),  daB 
dieser  Ausnahmefall  nur  eintreten  kann^  wenn  die  Kurve  &  mit  @0 
identisch  ist.  Denn  ersetzen  wir  in  den  Identitaten  (102)  die  Variabeln 
x,y,0  durch  die  die  Kurve  S'  definierenden  Funktionen  x,  y,  z  von 
r  und  differ entiieren  nach  t,  so  erhalten  wir 

dt  ,    ,—,dl 


-r-  \dt   .    ,—  .dt 

*»)  55  +  (^  T, 

dl    .    f     N  dl 


J)   Wegen   der  Bedeutung   der  uberstrichenen   GleichungsDummern    siehe 
§  63,  a),  Emgang  2)  Nach  KNESER,  Lehrbuch,  p.  134. 
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Durch  Uberstreichen  ist  dabei  angedeutet,  daB  tiberall  x}  y}  0  durcli 
x,  y,  z  zu  ersetzen  sind;  wahrend  die  Klammer  die  in  §  63,  a)  er- 
klarte  Bedeutung  hat. 

Angenommen,  es  bestanden  nun  in  jedem  Punkt  von  &  die  Glei- 
chungen  (118),  so  gabe  es  nacbi  (105)  eine  stets  positive  Funktion  m 
von  T,  derart,  daB 

£'~  01(93,         F'-»K^)- 

Dann  ware  aber  auch 

e'*~m(fa), 

da  einerseits:  &'  ~  Gr  (#,$/,# ',?/'),  andererseits:  %t*=  £r(9;#;9«^)> 
nnd  iiberdies  die  Funktion  G  positiv  homogen  von  der  Dimension  1 
in  ihren  beiden  letzten  Argumenten  ist. 

Setzt  man  diese  Werte  von  x',  y',  zf  in  (119)  ein,  so  erkalt  man 
ein  System  von  drei  homogenen  linearen  Gleichungen  in 

di___  d^  dT 

dr       m>         di'          dr> 

deren  Determinante  A  (t,  !;  I)  naeh.  (101)  fur  r:  ^  T  ^  T2  von  Null 
verschieden  ist,  da  die  Kurve  S'  ganz  irn  Felde  liegt  Es  mufi  also 

di  ^^/~v  dl       ^  /-tf\/\\ 

j~  =«  m,         j-  «=  0.         --  =  0  (120) 

dt          '         dt         7         civ  ^       } 

sein,  woraus  man  wie  in  §  32,  b)  schlieBt,  daB  die  Kurve  &  mit  @0 
irlentisch  sein  muB. 

Somit  liaben  wir  den  folgenden  Satz3)  bewiesen: 
Sind  fur  den  Bogen  @0  die  Bedingungen  (I7),  (II7);  (III7),  (IV)  erfuflt,  so 
liefert  derselbe  filr  das  Integral  J  einen  H&ineren  Wert  als  jede  andere 
2uldssige  Kurve  S,  deren  zugeordnete  Raumkurve  &  gam  in  einer  ge- 
wissen  Umgebung  (p')  des  dem  Sogen  @0  zugeordneten  raumlichen 
Bogens  @0'  gelegen  ist. 

Hiermit  ist  aber  noch  nicht  bewiesen,  daB  die  Bedingungen  (T) 
bis  (IV)  fiir  ein  Minimum  unserer  isoperiinetriselien  Aufgabe  in  dem 
urspriinglich  definierteh  Sinn  hinreichend  sind,  da  den  Vergleichs- 
kurven  hier  eine  nicht  m  der  Aufgabe  begrtindete  Bescbrankung  auf- 
erlegt  wird.2) 

J)  WEIERSTKASS,  Vorle&mgen  1882 ;  vgl.  auch  KNESER,  LehrbucJi,  §§  36  und  38. 

2)  Das  erhaltene  Resultat  ist  gleichbedeutend  mit  dem  folgenden  Aussprnch , 
Die  Raumkurve  &$  liefert  ein  starkes  Minimum  fur  das  auf  p.  491  FuBnote  2) 
formulierte  raumliche  Vanationsproblem,  welches  gewohnlich  als  aquivalent  mit 
dem  gegebenen  ebenen  isoperimetrischen  Problem  betrachtet  wird,  jedoch.  nicht  voll- 
kommen  equivalent  mit  demselhen  ist,  wie  sich  eben  gerade  an  dieser  Stelle  zeigt. 
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c)  Der  Lindeberg'sche  Satz: 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  im  Eingang  dieses  Paragraphen 
erwahnten  Satz,  mit  dessen  Hdfe  es  LESTDEBERG  gelungen  1st,  die 
eben  hervorgehobene  Liicke  auszufiillen.  Derselbe  bezielit  sich.  auf 
das  Estremum  des  Integrals 


olme  Nebewtedrngungen,  und  ist  auch  unabhangig  von  seiner  Anwen- 
dung  auf  das  isoperimetrische  Problem  von  Interesse.  Bei  der  Dar- 
stellung  desselben  miissen  wir  uns  jedoch  auf  einen  kurzen  Bericht 
beschranken  und  verweisen  fur  die  Detailausfiihrung  auf  die  oben 
zitierte  Arbeit  von  Lindeberg. 
Es  sei 


eine  von  P1  nach  P2  fuhrende  Kurve,  iiber  welche  wir  die  folgenden 
Voraussetzungen  macben: 

A)  Die  Kurve  S  ist  von  der  Klasse  0",  hat  keine  meh.rfacb.en 
Punkte  und  liegt  ganz  im  Innern  des  Bereich.es  SI. 

Bj  Es  gilt  fiir  sie  die  Legendre'sehe  Bedmgung  in  der  starkeren 
Form  (IF). 

C)  Es  gilt  fiir  sie  die  WeierstraB'sche  Bedingung  m  der 
starkeren  Form  (IY7)  von  §  32?  b). 

Wir  heben  ausclriicklicb.  hervor,  da6  die  Kurve  (£  zwar  eine  Ex- 
tremale  fiir  das  Integral  J  sein  kann,  aber  nicht  zu  sein  braucht. 

Wir  konnen  dann  die  Kurve  ©  stets  so  tiber  das  Intervall  [^^2] 
Mnaus  auf  ein  weiteres  Intervall  [2^^]  fortsetzen?  da6  die  Bedm- 
gungen  A);  B),  C)  auch  fiir  den  so  erweiterten  Bogen  £*  erfiillt  smd. 

Es  folgt  dann  zunachst  aus  den  beiden  ersten  Bedmgungen  auf 
Grund  der  Satze  von  §  21,  b)  und  §27,  a):  Ist  6  eine  hinreichend 
kleine  positive  GroBe,  so  kann  man  dureh  jeden  Punkt  P(f)  der 
Kurve  S*  eine  und  nur  eine  Extremale  des  Integrals  J  zielien,  welche 
mit  der  positiven  Tangente  der  Kurve  ©*  im  Punkt  P  den  konstanten 
Wmkel  6  bildet  Als  Parameter  moge  auf  der  Extremalen  die  Bogen- 
lange  s,  gemessen  vom  Punkt  P  aus?  gewahlt  werden. 

Mit  Hilfe  des  Satzes  von  §  22?  d)  zeigt  man  dann  weiter:  Es 
lassen  sick  zwei  positive  GrroBen  h,  7c  so  klein  w*ablen;  daB  die  so 
erhaltene  Extremalenschar  ein  den  Bogen  &  in  seinem  Innern  ent- 
haltendes  Feld  of  bildet,  weim  s  und  t  auf  den  Bereich 


beschrankt  vrerden. 
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1st  dana 

$:  x*~x(>i):       y*=y(r),       *i<!*^ra 

irgendeine  YOU  Pt  nach.  P2  ffihrende  gewohnliehe  Kurve.,  welche  ganz 
in  diesem  Feld  of  liegt,  so  gilt  die  Pormel 

JL  -  J^  ~f&dt  -f&dt.  (121) 

£  & 

Zum  Beweis  wende  man  auf  die  beiden  Kurven  (£  und  S  den 
Hilbert'seken  Unabhangigkeitssatz  yon  §  31,  c)  an: 

T*  7* 

^s"6*7® 

uad  addiere  links  J_  —  J!L ;  rechts  J^.  —  J^. ;  wobei  sicli  zugleich  die 

Bedeutung  der  in  der  Grleiclmng  (121)  gebrauchten  abktirzenden  Be- 
zeichnung  erklart. 

Werden  die  drei  das  Feld  oP  bestimmenden  GroBen  <3,  \  h  hin- 
reicliend  klein  gewaKLt,  so  laBt  sich.  von  jedem  Punkt  des  Feldes  o$ 
auf  die  KurTe  S*  eine  und  BUT  eine  Normale  fallea1).  Unter  dieser 
Voraussetznng  sei_  P  (T)  irgend  ein  Punkt  von  £  uncl  P  der  FuB- 
punkt  der  yon  P  aujf  die  Kurve  6*  gefallten  Normalen;  ftir  den 
Parameter  t  werde  die  Bogenlange  gewahlt.  Dann  bezeiclanen  wir 
mit  CD  (t)  den  Winkel  zwischen  der  RicMung  der  positiYen  Tangente 
an  ®  im  Punkt  P  und  der  Richtimg  der  positiven  Tangente  an  @ 
im  Punkt  P7  so  normiert;  daB 

—  x  <  co  (T)  <^  yt. 

1st  dann  s  eine  beliebig  Yorgegebene  positive  6rr6fie;  so  laBt 
sicL  zeigen,  daB  die  Menge  derjenigen  Punkte  t  des  Intervalls  [rxr2J, 

inwelchen  >«!>«',  (122) 

eine  abzaHbare  Menge  Yon  offenen  Intervallen  ist,  deren  Langen  stets 
eine  endlicLe  Summe  haben;  welche  wir  mit 

rfg  00 

bezeiclmen  wollen. 

Bei  dieser  Bezeictmungsweise  laBt  sich  nun  der  Lindeberg'sche 
Sate  folgendermaBen  formulieren: 

Genugt  die  Kurve  S  den  Sedingungen  A),  B),  0)  und  sind  s,  s  zwei 
letielig  vorgegebene  positive  Grofien,  so  Idftt  sicli  eine  TJmgebung  (p)  der 
Surve  S  bestimmen  derart,  dafi 

^i  >  ^  (123) 

J)  Vgl.  BLTSS,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society^ 
Bd.  Y  (1904),  p.  487. 
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filr  jede  von  Px  nacfiJP^  fuhrende,  gam  in  der  Umgebung  (Q\  gelegene 
gewbhnliche   Kurve   (£,  fur  welclie 

rfg  («')>«• 

Der  Beweis  beruht  darauf,  daB  das  erste  Integral  auf  der  rechten 
Seite  von  (121)  bei  fortgesetzter  Verkleinerung  der  GroBen  <5  und  Jc 
fur  alle  Kurven  £  von  der  angegebenen  Beschaffenlieit  infolge  der 
Voraussetzung  C)  oberhalb  einer  bestimmten  positiven  Grenze  bleibt, 
wahrend  gleichzeitig  durch.  Verkleiaerung  von  (3  der  absolute  Wert  des. 
zweiten  Integrals  unter  jede  Grenze  herabgedriickt  werden  kann. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  fur  das  Extremurn  okne  Keben- 
bedmgung  besteht  darin,  daB  derselbe  den  Anteil  feststellt,  welcben 
die  Bedingungen  von  Legendre  und  WeierstraB,  fur  sich  ge- 
nomrnen,  am  Zustandekommen  des  Extremums  itaben.  Dieser  Anteil 
ist  tiberrascliend  groB^  die  beiden  genannten  Bedingungen  verburgen 
in  der  Tat  das  Bestehen  der  Ungleichung  A  r/>  0,  filr  alle  benach- 
barten  Kurven  mit  Ausnahine  gerade  derjenigen,  welclie  sich;  wie  wir 
es  kurz  ausdrucken  konnen,  in  ihrer  Tangenteunclitung  am  engsten 
an  die  Curve  E  ansclilieBen.  Nur  um  auch  far  diese  letzteren  die 
Ungleichung  AJr>0  zu  erzwingen;  smd  die  Bedingungen  von  Euler 
und  Jacob!  erforderlick 

d)  Anwendung  des  Lindeberg'sclien  Satzes  auf  das  isoperiU 
metrisclie  Problem: 

Wir  nekmen  jetzt  an?  ftir  die  Kurve  @0  seien  die  unter  b)  auf- 
gezahlten  Bedingungen  (T),  (II7),  (IIIJ)?  (IV)  erfullt.  Dann  lafit  sich^ 
wie  unter  b)  gezeigt  worden  ist,  eine  positive  GroBe  $'  angeben^  so  daB: 
^S  >  ^o  ^r  Jec*e  VOB  ®o  verscluedene,  im  Sinn  des  isoperimetrischen 
Problems  zulassige  Kurve  S;  deren  zugeordnete  Raumkurve  S'  ganz 
in  der  Umgebung  p'  der  raumliclien  Extremalen  @Q  liegt. 

Lin  deb  erg  beweist  dann  weiter  den  folgenden  Hilfssatz: 
Ist  Q    eine   beliebig  vorgegebene   positive  GroBe?   so  lassen  sich 
drei  positive  GroBen  p0;  s,  s'  angeben?  derart;  daB  die  Eaumkurve  S' 
ganz  in  die  Umgebung  ((>')  von  ©'0  fallt  fur  jede  zulassige  Kurve  ®, 
welclie  ganz  in  der  Umgebung  (p0)  von  @0  liegt;  und  fiir  welclie 


wobei  bei  der  Definition  des  Symbols  d^  (e)  die  Extremale  ©0  an  die 
Stelle  der  Kurve  ffi  tritt 

Und  nunmelir  wird  folgendermaBen  weiter  geschlossen: 
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Fur  das  Integral 


srnd  die  Voraussetzungen  des  Lindeberg'schen  Satzes  erfullt,  wobei 
wieder  @0  an  die  Stelle  der  Kurve  £  tritt.  Daher  konnen  wir  eine 
positive  GrroBe  p  ^  £>0  bestimmen  derart,  daB 

Jt  +  l«3k>J^  +  l»K*  (124) 

ftr  jede  gewohnlicHe,  von  Pl  nact  P2  gezogene  Kurve  ©,  welche  ganz 
in  (^J(j0  verl*auft?  und  fiir  welcke 

rfg  (O  >  *• 


Wir    ziehen  jetzt    in    dieser  Umgebung  (p)^,  von    Pt   nach 
irgend  eine  im  Sma  des  isoperimetrischen  Problems  zulassige  Kurve 
Fiir  dieselbe  1st  entweder 


dann  liegt  naeh  dem  Hilfssatz  die  Raumkuive  ®'  in  ((/)®o;  un<^-  es 
ist  AJ">0  auf  Grand  des  WeierstraB;schen  Satzes 

Oder  aber  es  ist  ,    ,  , 

«5  V*  )  ->  f  5 

dann  ist  A«7>0  auf  Grand  des  Lmdeberg'sclien  Satzes;  da  hier 
insbesondere  -^  i-r 

-^-•^ffio' 

Wir  gelangen  also  zu  dem  SchlxiBresultat  J)  : 

TFeww  fw  rfew  Kurveiiboyen  ®0  &  Bedingwngen  (F),  (II),  (I1F), 
(IV)  erfultt  sind,  so  liefert  derselbe  ein  eigentliches  starjces  Minimum 
fiir  das  Integral  J  mit  der  Nebenledingung  l£=l 

*)  Der  entsprechende  Sat*  fur  das  x-  Problem,  cler  das  Analogon  des  auf 
p  126  erwahnten  Satzes  xiber  das  Problem  ohne  Nebeabedingungen  ist,  lautet 
folgendermafien: 

Es  sei  @0  :  y  «=  y  (x)  eine  Extremale  fur  das  Problem,  das  Integral 

^2 

J*=  fi(x,y,  y'}  dx 

«i 

^u  emem  Minimum  zu  maclien  in  Beziehung  auf  die  Gesamtheit  aller  iu  der 
Form  y~y(ti)  darstellbarea  Kurvea  der  Klasse  Cf,  welche  von  Pl  nach  P2 
fiihren,  in  einem  gewissen  Bereich  $\,  liegen  und  dem  Integral 
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§  65.   Einiges  iiber  jLsoperimetrische  Probleme  bei  variablen 

Endpunkten. 

In  diesem  Paragraphen  soil  noch  kurz  die  Modifikation  des  iso- 
perimetrisclien  Problems  besprochen  werden,  bei  welch  er  der  erste 
Endpunkt  auf  einer  gegebenen  Kurve  beweglich  ist,  wahrend  der 
zweite  fest  1st. 

a)  Die  Transversalitatsbedingung  bei  isoperimetrisclien  Problemen: 
Die  gegebene  Kurve  sei  durch  einen  Parameter  z  dargestellt. 
ft:  #  —  5(jc),     j/~j/(x). 

Wir  machen  uber  dieselbe  die  n'amlichen  Voraussetzungen  wie  in  §  36; 
auch  die  Gesamtheit  der  zulassigen  Kurven  ist  ebenso   definiert  wie 
dort;  uur  daB  dieselben  jetzt  noch  iiberdies  der  isoperimetrischen  Be- 
dingung  (1)  geniigen  miissen. 
Erne  Kurye 


"welche  in  Beziehung  auf  diese  Gesamtheit  von  zulassigen  Kurven  ein 
Minimum  fur  das  Integral  J  liefert,  rnufi  dann  zunachst  die  samt- 
lichen  notwendigen  Bedmgungen  fiir  ein  isoperimetrisch.es  Minimum 
bei  festen  Endpunkten  erfiillen;  sie  mufi  also  in  erster  Linie  eine 
Extremale  sein.  Der  zugehorige  Wert  der  isoperimetrischen  Kon- 


•einen  vorgeschnebenen  Wert  erteilen;  Z0  sei  der  zu  @0  gehorige  Wert  der  iso- 
perimetrischen Konstanten. 

Ferner  sei  ^ 


•entlang  @01   der  Bogen  @0   enthalte   den  zu  Pt   im  Sinn   des  isoperimetrisclien 
Problems  konjugierten  Pnnkt  nicht,  und  es  sei 

«[«,H*);*/(*)i^;lol>o 

fur 

#i<#<^>2i   <)<\p—y/(^)\<^ 

Dann   laBt  aich  eine  positive  GroBe  Q  bestimmen  derart,   daB  jede  von  (£0  ver- 
scMedene  zulassige  Kurve  (£,  far  welehe 


fiir  clas  Integral  J"  einen  groBeren  Wert  liefert  als  @0. 

Dabei  ist  die  Funktion  8  aus  der  Funktion  f+lQg  in  derselben  Weise 
abgeleitet,  wie  die  £-Funktion  auf  p.  110  aus  der  Fiinktion  f\  Tiber  die  Funktionen 
/  und  g  werden  dieselben  Yoraussetzungen  gemacht,  wie  uber  die  Funktion  f 
auf  p  14. 

Fur  diesen  Satz  hatte  LINDEBBRG  bereits  in  der  in  FuBnote  2)  auf  p  126 
zitierten  Arbeit  einen  ausfuhrlicnen  Beweis  gegeben,  der  sich  jedoch  wohl  nur 
43chwer  auf  den  Fall  der  Parameter  darstellung  ubertragen  laBt 
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stanten  sei  10.  Der  Punkt  der  Kurve  £,  von  welcbem  die  Extremale 
@0  ausgeht,  sei  Pa  und  eatspreclie  dem  Wert  K  —  XQ.  Wir  setzen  wie 
in  §  60  voraus,  daB  kein  noch  so  klemer  Bogen  von  @0  Extreinale 
fur  das  Integral  K  ist. 

Um  weitere  notwendige  Bedingungen  zu  erhalten?  hat  man  nun 
zunacbst  eine  einparametnge  Scliar  von  zulassigen  Vanationen 

x  ==  x  (t,  «),     y  =  y  (t,  s) 

zu  konstruieren,  welclie,  abgeseben  von  Stetigkeitsbedingungen?  die 
folgenden  Bedingungen  erfullt: 

(125) 

K—l.  (126) 

Eine  solche  Schar  von  zulassigen  Variationen  kann  man  leiclit  init 
Hilfe  der  m  §  60?b)  benutzten  Mettode  herstellen. 

Ftir  diese  Scliar  muB  nun:  SJ^=Q  sem^  wabrend  gleichzeitig 
aus  (126)  folgt:  S  J5T=  0,  Indem  man  beide  Gleichungen  kombiniert^ 
erbalt  man 


woraus   man   nach  Anwendung  der  Lagrange;schen  partiellen  Inte- 
gration wie  in  §  36;  aj  das  Resultat1)  scbheBt: 
,   Im  Punkt  Pl  mufi  die  Relation 

B*  (*>  y,  *',  y  3  ^o)  &  +  Hy>  (*,  y,  *'>  y;  ^)  y  I1 «  o          (127) 

erfulli  sein,  wobei  sick  die  Ableitungen  $',  yr  auf  die  JExtremale  @o;  da- 
gegen  x'}  $  auf  die  gegebene  Kurve  @  fiettiehen. 

Dies  ist  die  Transversalitatsbedtngung  beim  isoperimetrisclien 
Problem.  Sie  ist  identisch  mit  der  Transversalitatsbedingung  fiir  die 
Aufgabe,  das  Integral  (43)  mit  denselben  Endbedinguugen;  aber  ohne 
Nebenbedingung  zu  einem  Extremum  zu  macben  2) 

b)  Die  Breunpunktsbedingung: 

Wir  setzen  fur  die  Folge  die  Transversalitatsbedingung  (127) 
als  erfullt  voraus;  weiter  nehmen  wir  an;  da6  entlang  dem  Extremal  en - 
bogen  @0  die  Bedingung  (IP)  von  §  60,  a)  erfdllt  ist. 

Dann  lassen  sich  nach  KNESEES)  die  Entwicklungen  von  §  62 
folgendermafien  auf  den  gegenwartigen  Fall  ubertragen: 

*)  Ygl   hierzu  KNESEK,  Lehrbucli,  §  33. 

2)  Hierzu  die  Ulungsaufgaben  Nr.  3,  23—25  am  Ende  dieses  Kapitels 

s)  Lehrbueh,  §  39 
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Wir  stellen  uns  zunachst  die  Aufgabe,  dureh  einen  deto.  Punkt  P1 
benachbarten  Punkt  PB  der  Kurve  $1  erne  Extremale  @  mit  vor- 
gegebenem,  von  A0  nur  wenig  abweichendem  Wert  A  der  isoperi- 
metrischen  Konstanten  zu  konstruieren?  welche  in  P3  TOD  der  Kurve  $ 
transversal  geschmtten  wird.  1st  9  der  Tangentenwinkel  der  gesuchten 
Extremalen  @  im  Punkt  P3  und  %  der  Parameter  von  P3  auf  $7  so 
muB  die  Gleichung  bestehen 

H*'  (£(*)>  y( %); cos  0; sin  0;  *)  5'(x)  g) 

+  fi'  (J(x),  jf3ft,  cos  <9,  sin  0  i  ^%  -  0.  l       ; 


Man  zeigt  genau  wie  in  §  40,  daB  diese  Gleichung  stets  in  der  Um- 
gebung  der  Stelle  x  ==  XQ,  A  =  A0,  9  =  9l  (unter  9l  den  Tangenten- 
winkel von  Qc0  in  P1  verstanden),  eindeutig  nach  6  auflosbar  ist? 
wenn  die  beiden  Kurven  @0  und  $  sich  in  Pj  mcht  beriihren,  wie 
wir  in  der  Folge  voraussetzen  wollen. 

Die  Losung  der  Gleichung  (128)  sei:  #  =  #(%;A);  dann  wird  die 
gesuchte  Extremale  @  in  der  Bezeichnung  von  §  21,  b)  dureh  die 
Gleichungen  dargestellt 

-  ^;  %(x),  yfyjj  U(K)  A);  A)  =  <p(t,  x,  A),  (~\9Q\ 

wenn  unter  t  wieder  die  Bo*genlange  verstanden  wird. 

Dieselben  Gleichungen  stellen,  wenn  x,  A  als  variable  Parameter 
betrachtet  werden,  eine  doppeltunendliche  Schar  von  Extremalen  dar; 
welche  samtlich  von  der  Kurve  $  transversal  geschnitten  werden;  und 
zwar  tritt  dies  auf  alien  Extremalen  der  Doppelschar  fur  denselben 
Wert  2  =  ^  ein.  Die  Extremale  @0  erhalt  man  fiir  n  =  XQ,  A  =  A0. 

Aus  der  Definition  der  Funktionen  cp,  ijj  und  den  Eigenschaften 
der  Fuuktioneii  3£;  D  ergibt  sich;  daB?  identisch  in  x,  A, 

woraus  dureh  Differentiation  folgt  /ian\ 

~r  ^/  C^*^^J 

Aus  diesen  Relationen  folgt,  daB  wir  die  Trans versalitat  der 
Kurve  $  zur  Extremalen  @  in  der  Bezeichnung  (67)  auch  dureh 
folgende  Gleichung  ausdriicken  konnen: 

Kxf  (tt,  K,  A)  (py  (ti9  x,  A)  +  Ky,  (t^x,  A)  ^y  U1?  x,  A)  =  0.      (131) 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  %(t,n,  A)?  resp.  U(t,x,fy  die  Werte 
der  Integrale  K,  resp.  c/"?  genommen  entlang  der  Extremalen  @y2  der 
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Doppelschar  (129  j  yon  deren  Sclmittpunkt  t  =  ^  mit  der  Kurve  $ 
bis  zu  einem  variabeln  Punkt  P(f),  und  berechnen  die  partiellen  Ab- 
leitungen  der  Funktionen  %  und  U  Auf  Grand  der  Gleichungen  (1303) 
untersclieiden  sicii  die  Resultate;  die  man  erL.alt;  yon  den  friiliereii 
(75)  und  (91)  nur  dadurch,  dafi  in  den  Ausdracken  fur  #/;  U/  je  ein 
Zxisatzglied 

-(^x+^JiS     resp.     ~(^,9>,+  9;,*,)|* 
hinzutntt.     Dieses  Zusatzglied  fallt  aber  in  der  Kombmation 


infolge  der  Transrersalitatsbedingung  (131)  weg,  und  daher  bleiben- 
die  Formeln  (92)  auch  fur  den  Fall  einer  Doppelscliar  von  Extremalen, 
welcJie  von  der  Kwve  $  transversal  yeschnitten  werden,  bestehen. 

Andererseits  aber  liat  das  Auftreten  dieses  Zusatzgliedes  zur  Folge^ 
daB  der  Ausdruck  (76)  fur  die  Funktionaldetermmante  A  (£?  %;  >L)  im 
gegenwartigen  Fall  nur  dann  richtig  bleibt,  wenn  man  jetzt  unter  m 
die  Gr66e 


versteht. 

Mit  dieser  veranderteii  Bedeutung  der  Funktion  m   bleiben  nun 
die  Entwicklungen  Yon  §  62,  c)  und  d)  bestehen,  und  man  erhalt  das 

folgende  Resultat: 

Es  sei  t['  die  zunachst  auf  ^ 
folgeude  Wurzel  der  Gleiehung 


dann  nennen  wir  den  dem  Wert 
t*=t'i  entsprechenden  Punkt  P^ 
'%    der  Extremalen  (S0  den  Brenn- 
114:-  punlct  der  Kurve  &   auf  dieser 

^Extremalen. 

Unter  denselben  beschrankenden  Annalnnen  wie  in  §  62;  c)  kann 
man  dann  aus  der  Doppelschar  (129)  Yon  Extremalen  em  ausgeeewlwetes 
Bilschel  lierausgreifen,  dessen  Enveloppe  g  jede  Extremale  des  Biischels 
in  dem  auf  ihr  gelegenen  Brennpunkt  der  Kurve  ft  bertthrt 

Fur  dieses  ausgezeichnete  Buschel  gilt  dann  der  JSnveloppewsnte 
in  der  folgenden  Form 

(132) 
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Daraus  sehlieBt  man  dann  wieder  wie  in  §  62;  d),  daB  das  iso- 
perimetrische  Extremum  unter  den  vorliegenden  Anfangsbedingungen 
jedenfalls  nicht  uber  den  Brennpunkt  P"  hinaus  bestehen  kann: 

P,<P:.  (in) 

c)  Hinreiclieiide  Bedingungen: 

Der  aUgemeineHinl'angliehkeitsbeweis  f'tir  isoperimetrisclie  Problems 
mit  einera  vanabeln  Endpunkt  bietet  noch  ungeloste  Schwiengkeiten. 
Zwar  folgt  aus  dem  Bestehen  derFormeln  (92),  daB  aueh  die  Hamilton'- 
sclien  Formeln  (106)  mit  iliren  Folgerungen  fiir  jedes  von  der  Kon- 

gruenz         x  =  y(f9x,X)9     y  -1>(t,x,  X),    z  =  x(t,K,l)  (133) 

gebildete  raumliche  Feld  giiltig  bleiben. 

Aber  die  Kurve  ^  kann  nie  einem  solchen  Felde  angehoren; 
denn  da  die  Ftinktionen  ^;  $,  %  fiir  t  =  t±  identiscli  rerschwmden,  so 

ist 


Hierin  besteht  em  wesentlicher  Unteischied  zwischen  dem  isoperi- 
metrischen  Problem  und  dem  Problem  okne  Nebenbedingungen  (§  41), 
der  zur  Folge  hat,  daB  man  jetzt  aus  dem  Bestehen  der  Bedingungen 
(II')  und  (III')  nieht  mehr  ohne  weiteres  sctlieBen  kann,  daB  sicli 
der  Bogen  ©^  mit  einem  raumliclien  Feld  umgeben  1'aBt.  Vielmehr 
fiihrt  das  allgemeine  Existenztheorem  von  §  22,  d)  Her  nur  zu  einem 
uneigentliclien  raumliehen  Feld,  welches  gegen  den  Punkt  P1  zu  in 
eine  Spitze  auslauffc  und  daher  fiir  den  Hinlanglichkeitsbeweis  bei 
variablem  ersten  Endpunkt  nicht  zu  gebrauchen  ist 

Wenn  sich  dagegen  in  einem  speziellen  Fall  zeigen  laBt;  daB  ein 
den  Punkt  P^  enthaltendes  endliclies  Stuck  der  Kurve  ^  der  Be- 
grenzung  eines  den  Bogen  @Q  (abgesehen  von  seinem  Anfangspunkt  P±) 
umgebenden  raumliehen  Feldes  angehort,  so  laBt  sich  fiir  alle  Ver- 
gleicliskurven  S,  deren  zugeordnete  Raumkurven  S'  (abgesehen  von 
ihren  Anfangspunkten)  ganz  in  diesemFeld  verlaufen,  die  WeierstraB'- 
sche  Konstruktion  mit  ihren  Folgerungen  durchfuhren. 

Beisyiel  XXII  x)  (Ygl  Beispiel  II,  pp  465,  483  und  Aufgabe  Nr.37  auf  p  151.) 
Von  dem  e^nen  Schenkel  eines  gegebenen  Winkels  nach  einem  auf  dem  andern 

Schenftel  gegebenen  PunJct  P2   eine  den  Winkelraum  nicht  verlassende  Kurve  von 

geyebener  Lange  I  zu  ziehen,  welche  mit  den  beiden  Schenkeln  eine  moghchst  grofte 

Flache  einschlieftt. 

Dei    erste  Schenkel   werde  zur  positiven  .r-Achse  gewab.lt;    der  fragliche 

Winkelrauni   werde   erzeugt,    mdem    ein  vom  Koordinatenanfangspunkt  0  aua- 

l)  Vgl    dazu  KNESER,  Lehrbuch,  p  159. 
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geh.en.der  Halbstrahl   sick  von  der  positiven  x-A.ch.se  aus  in  positivem  Sinn  um 
den  zwischen  0  und  2jr  gelegenen  Winkel  a.  dreht. 
Wir  haben  wieder  das  Integral 


.mit  der  Nebenbedingung 


fo 

/v 


ztt  einem  Maximum  zu  machen. 

Daher  folgfc  aus  den  Eesultaten  von  §  59,  c)  und  §  61,  c)  zunachst,  daB  die 
gesuchte  Kurve  em  in  posvtweni  Smn  besclinebener  Kreisbogen  von  der  Lange  I 
sein  inuB,  welcher,  von  einem  Punkt  Pt  der  positiven  #~Achse  auageliend,  durch 
den  "Wmkelraum  cc  nacn  dem  Punkt  P2  fiihrt  x) 

Da  ferner  im  Punkt  -Pt  :  y[  =  0,  yl  =  0,  so  reduziert  sich  die  Trans- 
Tersalitatsbedingung  daiauf,  daB  der  Kreisbogen  im  Punkt  Px  auf  der  x-Aclise 
-senkrecht  stehen  mufi 

Wir  nehmen  an,  wir  hdtteo  einen  diesen  Bedingungen  geniigenden  Kreis- 
bogen @0  gefunden 

®n  *  OG  =  -/-0  —  ^0  cos^,        y  =*  —  /10  sin^. 

Die  Doppelschar  von  Bxtremalen  (129)  besteht  hier  aus  den  Kreisen 

x  =  %  —  Z  cos#,         y  =  —  it  sirUt  (13^) 

welche  samtlicb.  fur  i  =  0  die  #-Achse  senkrecht  schneiden.    Die  beiden  Grlei- 
chungen  (134)  zusammen  mit  der  Grleichung 

*  =  —  M  (135) 

definieren  die  Kongruenz  (133).    Daraus  erhalt  man 

A(^,  K,  ^)  =  >l(sm^  —  t  cost)  . 

Auf  alien  Kieisen  der  Doppelschar  (134)  wird  also  der  Brennpunkt  der  £c-Achse 
duich  denselben  Wert  0      ,      /, 


geliefert. 

Zur  Bestimnmng  des  in  (134)  enthaltenen  ausgezeichneten  Extremaleribuscbels 
erhalt  man  nach  (88)  die  Differ  entialgleichung 

cosy  dx  —  dl  =  0 

Daraus  folgt,  dafi  das  ausgezeichneteBuschel  aus  denjenigen  Kreisen  besteht,  welche 
ihre  Mittelpunkte  auf  der  ic-Achse  haben  und  die  im  Breunpunkt  J?"  an  den  Kreis 
@J  gezogene  Tangente  beruhren  Die  letztere  ist  also  die  Bnveloppe  gf  des 

Buschels,  ein  Halbstrahl,  welcher  mit  der  positiven  #-Achse  den  Winkel  y  —  — 
bildet  2 


l)  Abgesehen  von  etwaigen  unfreien  Lbsungen  (§  52),  welche  streckenweise 
rait  den  Schenkeln  des  Winkels  zusammenlaufen 
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TTerden  die  Yariabeln  t,  K,  I  auf  den  Bereich 

6T:  0<*<y,      —  <X>O<  +  00,     Jl<0 

beschrankt,  so  bildet  die  Kongruenz  (134),  (135)  em  raumliches  Feld,   welches 
den  durch  die  Ungleichungen 


defmierten  Teil  des  Raumes  ausfullt 

Zu  einem  gegebenen  Punkt  x,y,z  von  cf  '  erhalt  man  den  zugeho'rigen  Punkt 
von  Of,  indem  man  zun'aehst  die  Gleichung 

if 
sintf  —  —  t  =  0 

3 

nach  £  auf  lost;  da  die  Funktion  sin</i  von  -f-  1  bis  cosy  bestandig  abnimmt, 
wenn  t  von  0  bis  7  wachst,  so  hat  diese  G-leichnng  eine  und  nur  eine  L5sting 
t  zwischen  0  tind  y  Die  Werte  Ton  1  und  «  folgen  dann  aus  (134). 

Die  #-Achse  geh^rt  nicht  zu  diesem  Feld  cf  ,  wohl  aber  zu  dessen  Begxen* 
zung.  Daher  lafit  sich  die  Weierstrafi'sche  JZonstruktion  dnrchfdhren  und  zwar 
auf  folgende  Weise- 

Fall  I.  0  <  a  ^  «  . 

Sei  &  irgendeine  von  (£0  verschiedene  Yergleichskurve  ;  sie  moge  von  einem 
Punkt  PG  der  ^c-Achse  ausgehen.  Wir  setzen  zunachst  voraus,  dafi  sie  nicht  mit 


Fig.  ii5.  mg.  lie. 

einem  zur  ic-Achse  senkrechten  geraden  Segment  beginnt  (Fig  115)  1st  dann  Ps 
ein  Punkt  Ton  &  zwischen  Ps  und  P2,  so  ist  die  Lange  des  Bogens  Ps  Ps  sicher 
grofier  als  ys,  und  y3  >  0,  da  ja  die  Kurve  §  ganz  in  dem  Winkebaum  a  ver- 
laufen  soil.  Daher  liegt  der  Punkt  #8,  ys,  #s  in  cjJ3',  da  cosy  <  0;  wir  konnen 
also  nach  Ps  von  der  a;-Achse  aus  einen  und  nur  einen  Kreisbogen  P4P8  kon- 
struieren,  welcher  im  Punkt  P4  die  ic-Achse  senkrecht  schneidet,  in  positivem 
Sinn  beschrieben  ist,  dessen  Zentriwinkel  t6  zwischen  0  und  7  liegt,  und  dessen 
Lange  #3  gleich  der  Lange  desJ3ogens  PG  Ps  der  Kurve  ®  ist.  Die  Betrachtung 
der  Funktion:  S(r)  =  /4S  +  J"32  fiihrt  nun  zum  Weierstra^'schen  Funda- 
mentalsatz  und  mit  dessen  Hilfe  wie  in  §  64,  a)  zu  dem  Resultat-  AJ"<0 

Der  Beweis  ist  etwas  zu  modifizieren1),  wenn  die  Kurve  (£  mit  einem  zur 

l)  Vgl.  hierzu  &ESER,  Lehrbuch,  p   148. 
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#-Achse  senkrechten  geraden  Segment  Pfi  P6  beginnt  (Fig.  116)  Fur  einen  Punkt  Ps 
zwischen  P6  und  P2  gelten  dann  die  vorigen  Eesultate  Nahert  sich  der  Punkt 
Ps  dem  Punkt  P6,  so  n'ahert  sieh  der  Kreisbogen  P4P8  dem  geraden  Segment 
P6P6,  und  es  ist  __ 


L 

ft  =  rb  +  0 


Daraus  folgt,  daB 


-   ^56   +   ^ 

\  -  0)  - 


"32  ^ 

f  o)], 


und  daher 


woraus,  wie  oben,  folgt,  daB  AJ"<  0. 

Wir  erlialten   also  das  Besultat.    TFen^  eZer   TFwwbcZ  a  zwe%  Hechte  meht 

uberste^gt,  so  liefert  der  Kreisbogen  @0  das  absolute  Maximum  fur  den  Flachen- 

inhalt 

Fall  II:  7t<u<2K. 

Hier  ist  die  WeierstraB'sclie  Konstruktion  nicht  immer  moglich     Trotz- 

dem  lafit  sich  wenigstens  die  Existenz  ernes  starken  relativen  Maxwnums  nach- 

weiseii     JDazu  verbinden  wir  die  Leiden  Schenkel  des  Winkels  durch  zwei  mit 

S0  konzentrische  Kreis- 
bogen mit  den  Badien 
E  —  d  und  £  +  d,  wenn 
JR  =s  —  ^0  den  Radius  von 
(£0  und  d  eine  hlnreichend 
Heine  positive  GrbBe  be- 
deutet,  und  beschranken 
die  Vergleicnskurven  auf* 
den  zwischen  diesen  bei- 
den  konzentrischen  Kreis- 
bogen gelegenen  Teil  des 
Winkelraums  a,  Ist  Ps 
ein  Punkt  einer  solchen 
Vergleichskurve,  fur  wel- 
cnen  y%  >  0,  so  gelten 
dieselben  Betraehtungen 

wie  im  Fall  I    Ist  dagegen  ys  <  0,  so  sei  P0  der  Schnittpunkt  des  Vektors  CPS 

oder  dessen  Yerlangerung  mit  dem  Kreis  @J,  und  ^  die  Lange  des  Bogens  Pl  P0 

von  @J.    Dann  zeigt  man  leicht  (siehe  Pig.  117),  dafi 


Fig  117 


zs  ^  E  —  d  z^  ' 
und  hieraus  lafit  sicb  schliefien,  daB  man  d  so  klein  wahlen  kann,  daB  die  Un- 

gleiehtmg 

CoSr  <  ^  <  l 

** 

fiir  jeden  Punkt  Ps  jeder  ganz  zwischen  den  beiden  konzentnschen  Kreisbogen  ver- 
laufenden  Tergleichskurve  erfiillt  ist^  welche  nicht  mit  einem  zur  #-Achse  senk- 


§  65.   Der  Fall  variabler  Enclpunkte.  527 

recliten    Segment    beginnt      Daraus    folgt    dann    wieder    die    Moglichkeit    der 
WeierstraB'schen  Konstruktion  und  damit  die  Ungleichung  A/<  0  1). 

d)  Weitere  Literatnr  iiber  isoperimetrische  Problems: 

Schon  die  letzten  Entwicklungen  haben  gezeigt,  daB  die  Theorie  des  iso- 
perimetrischen Problems  noch  nicht  zu  einem  ahnlichen  AbschluB  gelangt  1st 
wie  die  Theorie  des  Extremums  ohne  Nebenbedmgungen.  Dies  gilt  aucli  von 
den  Fragen,  die  wir  fur  das  letztere  in  Kapitel  VI  bis  IX  im  einzelnen  durch- 
gefuhrt  haben.  Wir  beschranken  uns  daher  darauf,  die  wichtigsten  hierher 
gehorigen  neueren  Arbeiten  zusammenzustellen  : 

Yon  diskontinuierhchen  Losunyen  2)  bei  isoperimetrischen  Problemen  handelt 
CARATHEODORY  m  seiner  auf  p  367,  FuBnote  2)  zitierten  Dissertation  Insbesondere 
wird  der  Ansnahmefall  untersncht,  in  welchem  jede  Extreniale  des  Integrals  J 
zugleich  Extremale  fur  das  Integral  K  ist 

Fur  isoperimetrische  Probleme  mit  G-ebtetseinschrankuny  gilt  zunachst  der 
von  WEIERSTRASS  herruhrende  Satz,  daB  alle  frei  variierbaren  Bestandteile  der 
Minimtimskiirve  Extremalen  mit  denaselben  Wert  ^0  der  isoperimetrischen  Kon- 
stanten  sein  miissen.  Ferner  miissen,  wie  ebenfalls  WEIEESTEASS  s)  gezeigt  hat,  in 
den  tJbergangsptinkten  in  der  Bezeichnung  von  §  52,  b)  und  §  60,  b)  die  Be- 
dingungen 

8;jp8,  255^8,23,  *0)  =  °  i         ^(x^  2/4  5  JP4^4?  P^^  ^o)  =  ° 


erfullt  sein  Andeutungen  uber  die  Bedingung  entlang  der  Schranke  gibt 
HADAMARD,  ,,Sw  quelqties  questions  de  caleul  des  vanations",,  Ann  ales  de  1'ficole 
Normale  Superieure  (3),  Bd.  XXIV,  (1907),  p.  222. 

In  derselben  Arbeit  beschaffcigt  sich  HADAMABD  mit  der  Aufgabe  das 
HilbertfscTie  ^Ex^stenztJleorem  auf  isoperimetrische  Probleme  zu  ubertragen  Dabei 
ergeben  sich  eigentiimliche  Schwierigkeiten  ,  die  damit  zusammenhangen  ,  daB 
in  den  Bedingungen  von  Legendre  und  WeierstraB  die  isoperimetrische 
Konstante  1  auftritt  Hier  ist  schon  der  Satz  von  §  33  Tiber  die  Existenz  eines 
Minimums  im  Kleinen  nicht  mehr  richtig.  Bagegen  laBt  sich  der  Osgood'sche 
Satz  auf  das  isoperimetrische  Problem  tibertragen,  wie  HAHN4)  gezeigt  hat. 

An  weiteren  neueren  Arbeiten  erwahnen  wir  schlieBlich  noch  zwei  Gfdttmger 
Dissertationen  •  CAIRNS,  »Die  Anwenduny  der  Integralgleichungen  auf  drie  swevte 
Variation  5e*  isopenmetriscken  Problemen"  (1907),  und  CRATHOBNE,  ,}Das  raum- 
Uche  isopenmetrisctie  Problem"  (1907) 


*)  Hierzu  welter  die  Lbungsaufgaben  Nr.  11,  b)  und  26 — 35  am  Ende  dieses 
Kapitels 

2)  Vgl  §  59,  b),  Ende,  und  KNESER,  LeMuch  §§  45,  46 

3)  Vorlesungen  1879,  vgl.  auch  HANCOCK,  Lectures,   Art.  205  xmd  KNESER, 
Lehrbuch  §  47      Der  Beweis  folgt  leicht  nach   der  SchluBweise  von    §  60,  b); 
vgl.  dazu  Fig  84. 

4)  Vgl  p.  280,  Fufinote  4).  . 
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UbungsaTifgaben  zum  zehaten  KapiteL1) 


1.  Die  #,  4/-Ebene  sei  mit  Masse  (Bodenpreisen)  belegt  und  die  Dichtigkeit 
im  Punkt  x,  y  sei  p(x,  y);  in  dieser  Ebene  sei  eine  Kurve  ®  gegeben  und  auf 
ihr  zwei  Punkte  P1  ,  Pa  Unter  alien  Kurven  yon  gegebener  Lange,  welche  von 
Pt  nach.  P2  gezogen  werden  konnen,  diejenige  zn  bestimmen,  •welche  mit  dem 
Bogen  P2Pl  TOH  ^!  zusammeji  die  Flache  von  grofiter  Masse  (Gesamtpreis)  ein- 
schlieBt  (Problem  der  Dido). 

Los  ting:  Die  Extremalen  sind  dureh  die  Gleichung 


T 

charakterisiert. 

Andeutung:  Mache  vom  Green'schen  Satz  Gebrauch.          (LORD 


2.  Auf  einer  Flache  t$t  eine  Kiwve  &  gegeben  und  auf  ihr  sswei  Purikte  JPj 
und  P2.  Unter  alien  Kurven  von  gegebener  Lange  I,  welche  auf  der  Flache  von 
Pt  na>ch  Pz  gesogen  werden  "fconnen,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  mit  dem  Bogen 
PtP^  von  &  den  grdpten  Flachenraum  umschhefit  (§  59) 

Die  rechfrvraikligen  E^oordinaten  eines  Punktes  der  Flache  sei  en  durch  zwei 
Parameter  u,  v  ausgednickt;  die  Kurve  ^  aei  gegeben  durcli  die  Gleicnungen 

^;  U=*U(T;),         V==V(T); 

die  gesuchte  Kurre  werde  in  der  Form 

(£  I  U  s=»  U(t)  ,  V  =====  V  (t) 

angenommen.    Sind  dann  M.  und  JV"  zwei  Funktionen  von  u  und  tJ,  fur  welche 
so  hat  man  das  Integral 

(u,  v)v"]dt  + 
i  *  i  zu  ^ine^n  Maximum  zu  machen  mit  der  Nebenbedingung,  dajS 


Es    sollen    die    analogen   Stetigkeitsannahmen    gemacht   werden   wie   bei 
Beispiel  XVI 

*)  Die  zulassigen  Kurven  werden  uberall,  wo  nichts  besonderes  festgesetzt 
wird,  als  ,7gewohnlicheu  Kurven  angenommen. 
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L  6  sung:  Die  gesuehte  Kurve  ist  elii  geodatischer  Kreis^1)  d.  h    eine  Kurve 
konstanter  geodatischer  Kriimmung: 


Ferner  mufi  1  negativ  sein. 

Andeutungen:  ZurAbleitung  des  Ausdrucks  fur  J  wen  de  den  Green'schen 
Satz  an,  wobei  sich  auch  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  £  ergibt  Wende  die 
Euler'sche  Differentialgleichung  in  der  Weierstrafi'echen  Form  an  und  mache 
von  Gleichung  (40)  von  §  26  Grebrauch.  (MINDING,  DAKBOTIX) 

3.  Dieselbe  Aufgabe  mit  der  Modifikafcion,  daB  der  Punkt  Pt  nicht  gegeben, 
sondern  auf  ®  frei  beweglich  ist  (§  65,  a)). 

Dasselbe  Eesultat  mit  der  weiteren  Bedingung,  dafi  die  gesuehte  Kurve  im 
Punkt  Pl  die  Kurve  $  serikiecht  schneiden  muB. 

4.  Fxir  Rotationsfluehen  lafit  sich   die  Integration  der  Differentialgleichung 
der  geodatischen  Kreise  auf  Quadiaturen  zuruekfdliren.  (MINDING,  DAEBOUX) 

Andeutungen*  Das  Lmienelement  1'afit  sich  in  der  Form  schreiben 

Ist  dann:   tl>(u)  ***  C<p(u)du,   so  smd  die  geodatischen  Kreise  dargestellt  durch 
die  Gleichung  /> 

"-P+/-7T 
J  9  («) 


^P7^^^ 
Man  mache  yon  der  Enler'schen  Differentialgleichung  in  der  Form  (18)  Gebrauch. 

5.  GletchgewtcTitslage  eines  auf  einev  yegebenen  FldcJie  ohne  Retlnwig  auf- 
lugenden  schiceren  Fadens,  der  an  semen  leiden  Endgurikten  lefestigt  tst  (§  59,  b) 
nnd  d)). 

Die  positive  £-Achse  werde  vertikal  nach  oben  gew'ahlt;  dieFlache  sei  durch 
zwei  Parameter  IA,  v  dargestellt.  Dann  ist  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen  mit  der  Nebenbedingnng 


Losung:  Die  WeierstiaB'sche  Form  der  Euler'schen  Differ  entialgleichung 
fuhrt  zu  folgender  charakteristischen  Eigenschaft  2)  der  gesnchten  Kurve:  Man 
konstruiere  in  einem  Punkt  P  der  Kurve  den  Yektor  PM  nach  dem  Mittel- 
punkt  M  der  geodktischen  Kriimmung;  dann  liegt  der  Endpunkt  N  des  zu  PM 
entgegengesetzten  Yektors  PN  in  der  konstanten  Ebene 


in  der  Terminologie  von  DARBOUX. 

In  etwaa  anderer  Form  gegeben  von  LINDELOF-MOIGNO,  Lemons,  p   314. 
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6  Unter  alien  zwe^  gegebene  Punkte  Pt  und  Ps  verfandenden  Kurven,  wdche 
zusammen  mit  den  Ordtnaten  dieser  beiden  Punlte  und  der  %~Achse  eine  Flache 
von  gegebenem  Inhalt  begremen,  d^ejen^ge  zu  lestimmen,  wdche  durcli  Rotation 
urn  dte  x-Achse  die  Oberflache  kleinsten  Inlialtb  erzeugt  (§  59)  (ETJLER) 

Losung:  Es  werde  die  Bedingung:  2/^0  hinzugefiigt  1st  V2  >  1,  so  gehen 
die  JSxtremaku  aus  den  verkurzten  Zyklotden 

X  =  — 
durcli  die  Transformation 


liervor    1st  A2<1,  so  ersetze  man  t  durcli  it.   1st  12=  1,  so  erhalt  man  rationale 
Kurven  3*  Ordnung.    Aufierdem  sind  samtliche  Geraden  der  Ebene  Extremalen. 
Die  Moglichkeit  diskontinuierliclier  Losungen  zu  unter&uchen 

7  Die  Brachistochrone  bei  yegebener  Lange  zu  bestimmen.  Die  genauere 
Pormnherung  soil,  abgesehen  von  der  isoperirnetnschen  Bedingung,  dieselbe  sein 
wie  in  §  26,  b) 

L  6  sung:  Die  Extremalen  lassen  sich  scnreiben,  wenn  «3 


#  —  4^^  sin  ^  +  a2  sin  t  cos  t]  , 


Fur  die  Bogenlange  ergibt  sich 


1st  o:s<Z2,  so  ist  t  durck  t*  zu  ersetzen     Fiir  a2=Z2  werden  dxe  Extremalen 
algebraisch.  (£ULER,  Mechamca,  Bd  II,  Art. 


8  Unter  alien  Kurven,  welche  von  einem  Punkt  A  der  #~Achse  nach  einem 
Punkt  B  der  oberen  Halbebene  gezogen  werden  konnen,  und  welche  zusammen 
mit  der  Abszisse  AD  und  der  Ordinate  DB  einen  gegebenen  Flachenraum  ein- 
scblieJ3en,  diejenige  zu  bestimnien,  welche  zusammen  mit  ihrem  Spiegelbild  AB' 
an  der  #~Achse  den  Jdetnsten  Widerstand  erfahrt,  wenn  die  Kurve  B'AB  in 
ihrer  Ebene  in  einem  widerstehenden  Medium  in  der  Bichtung  der  negativen 
ic-Achse  bewegt  wird  (Siehe  Fig.  94;  Fall  eines  flachen  oder  eines  zylindriscben 
Scbiffes  mit  horizon  taler  Direktrix). 

Fui  den  Widerstand  findet  man  nach  der  Kewton'schen  Methode  von  p.  408 
das  Integral  , 
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Aus  denselben  G-rtinden  -wie  in  §  54  wird  man  die  Gefallbeschrankungen 


, 

nmzumgen. 

Die  Extremalen  sind  rationale  Kurven  4.  Ordnung  mit  drei  Spitzen: 


(136) 


(Eur,ER,  Sdentia  Navalis,  Art  531) 
9.    Den   Rotationskorper  Ikleinsten  Widerstandes  bei  gegebenem  Volumen  zu 

bestimmen    Die  genauere  Formulierung  soil,  abgesehen  yon  der  isopenmetrischen 

Bedingung,  dieselbe  sein  wie  in  §  54 

Die  Extremalen  sind  gegeben  dureh  die  G-leichungen 


wobei 


Soil  die  Extremale  die  rc-Achse  treffen,  so  muB  y  =  0  sein,  und  man  erhalt 
die  Kurve  (136)  mit  dem  Wert  |5==0. 

Halbiert  man  den  Rotationskorper  mittels  einer  Meridianebene,  so  erhalt 
man  den  Fall  eines  ScMffes,  dessen  znr  Langsrichtung  senkrechte  Schnitte  Halb- 
irreise  sind.  (EULER,  Sc^ent^a  Navalis,  Art.  690) 

10.  Die  reziproke  Aufgabe  zu  IBeispiel  II  (p.  465)  im  einzelnen  durchzn- 
fuhren  und  daran  das  Mayer'sche  Reziprozitatsgesetz  zu  verifizieren  (§  61,  e)). 

Andeutungen:  Wakle  den  Pnnkt  P^  zum  Koordinatenanfang  Die  Kon- 
stantenbestiramung,  und  damit  die  Weierstrafi'scne  Konstruktion,  fuhrt  auf 
die  Aufgabe,  erne  Zykloide  mit  gegebener  Basis  und  Spitze  zu  konstruieren, 
-welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  vgl.  p  208,  Fufinote  2). 

11*.  Mit  Hilfe  der  Fourier'  schen  Rethen  einen  direJcten  Beweis  fur  den  Sate 
2u  geben,  dafi  der  Kreis  writer  alien  geschlossenen  Kurven  von  gegebenem  TJmfang 
-den  grofiten  Flacheninhalt  einschUeflt  (§  64,  a)). 

Andeutungen.  Wahle  den  Bogen  s  als  unabhangige  Variable  zur  Dar- 
stellung  irgendeiner  geschlossenen  Kurve  von  der  Lange  I.  Entwickle  x  und  y 
in  Fourier'sche  B/eihen,  fortschreitend  nach  Kosinus  und  Sinus  der  Yielfachen 
von  2ot/Z,  und  berechne  daraus  den  Flacheninhalt.  Vergleiche  denselben  mit 
dem  Ausdruck  fur  den  Flacheninhalt  eines  Kreises  von  demselben  Umfang  Z,  den 
man  durch  Integration  der  Gleichung 


ds 
nach  s  zwibchen  den  Grenzen  0  und  I  erhalt.  (Hirawrrz) 
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12.  Die  Aufgaben  Nr  2  und  3  im  einzelnen  durchzufuhren  fur  den  Fall, 
wo  die  gegebene  FMche  eine  Kugel  und  die  gegebene  Kurve  ein  gr6fiter  Kreis 
derselben  ist  (§  59—65)  l) 

Ldsung:  Die  geodatischen  Kreise  sind  JKrezse  Ist  u  das  Komplement  der 
Breite  und  •?;  die  Lange,  so  lassen  sick  dieselben  bei  passender  Wahl  der  Eon- 
stanten  schreiben 

cos  y  cos  u  -J-  sin  y  sin  u  cos  (z?  —  |3)  =  cos  a:  . 

Ist  2V  der  Zentriwinkel  des  Kreisbogens  von  Pl  bis  zum  konjugierten,  resp. 
Brennpunktj  so  ist  t  durch  die  folgenden  Gleichujigeii  zu  bestimmen 

a)  wenn  P1  gegeben  ist 

sin  T  (r  cos  t  •  —  sin  r)  =  0  ; 

b)  wenn  Pj  auf  ^  beweglich  ist 


also  in  beiden  Fallen  dieselben  G-leichungen  wie  m  den  entsprecbenden  ebenen 
Problemen  (Beispiel  II  und  XXII). 

Die  M6glichkeit  der  WeierstraB'scnen  Konstmktion  zn  diakutieren 

13*.  Die  Aufgabe  Ur   5  fur  den  speziellen  Fall  der  Kugel  im  einzelnen 
durehzufdhren  (Sphawsche  KettenUnie)^) 

Andeutungen:  Die  Kugel  werde  dargestellt  dnrch  die  Gleiciiiingen 

%=  a  cosuco&v,        y  —  acoBusmv,        s^asmv. 
Dann  ist  die  spharische  Kettenlinie  dargestellt  durch  die  Gleichxmg 


Die  GroBen  #,  &-\-iy  durcb,  die  Funktionen.  a(£),  $>(f)  auszudrucken,  wenn 

dt=-~JL=:' 


Eingeliende  Diskussion  der  Eealitatsvernaltnisse  der  Wurzeln  yon  H($)  und 
entsprechende  FallunterBclieidiingen  bei  den  elliptischen  Funktionen  Diskussion 
der  Gestalt  des  Fadens.  Wann  mrd  derselbe  ganz  auf  der  oberen  Hemisphare 
aufliegen,  wann  zum  Teil  frei  herabhangen,  im  letzteren  Fall  Bestimnrung  der 
ubergangspunkte  Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  konjugierten  Punktes 
aufzustellen  iind  zu  diskutieren 


*)  Das  isoperimetiische  Problem  auf  der  Kugel  ist  neuerdings  von  BERNSTEIN 
olme  Benntzung  der  Tariationsrechnung  eingehend  behandelt  worden,  Ma  the - 
matische  Annalen  Bd.  LX  (1905),  p.  117, 

2)  Tgl.  GTJI>BRMANN,  Crelle's  Journal,  Bd.  XXXIII  (1846),  p,  189;  CUBBSCH, 
ibid.,  Bd.  LVII  (1860),  p  103;  BIEKMAUN,  Berliner  Dtssertat'ion ,  1866;  ScHLEaEL, 
Programm  des  Wilhelms- Gymnasiums,  Berlin  1884;  APPELL,  Bulletin  de 
la  Societ6  mathematiq[ue  de  France,  Bd.  XIII  (1885),  p.  65. 
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14  Fur  das  auf  p  5J8,  Fufinote  *),  formulierte  ^soperimetr^sche  Problem 
mit  x  als  unaWidngiger  Variabeln  die  Grleichimg  zur  Bestimmung  des  konjugierten 
Punktes  abzuleiten,  entweder  direkt  oder  aus  den  Eesultaten  von  §  61,  a)  nach 
§  25,  e). 

L  6  sung:  1st 

y  =  T(x,  or,  ft  r> 

das  allgemeine  Integral  der  Euler'schen  Differentialgleichung  und 


so  lautet  die  Gleichung 


0,  (137) 

J*YaNdx,       JYpNdXi       j 

wobei  die  dritte  Zeile  auch  durch 

Za(x),        Z^x), 
ersetzt  werden  kann,  wenn 

,o 

r, 

Dabei  sind  uberall  nach  Ausfrihrung  der  Differentiation  a,  |?,  jl  dureh  a0 ,  /30 ,  >L0 
zu  ersetzen,  und  N  ist  fur  @0  zu  berechnen.  (A.  MAYER) 

15*.  Das  Integral 


festen  JEndjpunkten  mit  der  Neberibedingung 

r* 


einem  Minimum  zu  machen* 
Losung:  Die  £}xtremalen  sind 

1.  y  SB  «  sin  (/:*,#  +  /?)  ,  wenn     i  <  0  ,  Q,  =  —  ji2)  , 

2.  2/  =  aic  +  /?i  wenn     Z  =  0, 

3.  2/  =  aSh^^+  (SCh^ir,     wenn    X>  0,  (>l  =  ft2). 

Im  ersten  Fall  lautet  die  Grleichung  zur  Bestimmung  des  konjugierten  Punktes 
u  (sin  u  —  u  cos  u)  =  (w2  —  sin2  u)  cos  (w  -|-  2  «)  , 


Sie  zeigt,  daB  stets  ein  konjugierter  Punkt  im  Intervall:  «<^<[2ac  existiert. 
In  den  beiden  andern  F'allen  existiert  kem  konjugierter  Punkt. 
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Konstantenbestimmung  :  Je  nachdein 


gibt  es  erne1)  Losung  vom  ersten  Typus,  fiir  welche;  0<fi(#2  —  x^^it,  oder 
eine  Losung  vom  zweiten  Typus,  oder  eine  vom  dritten 

Hiernach  die  WeierstraB1sche  Konstruktion  und  die  Frage  des  absoluten 
Extremums  xu  diskutieren  (LuNN_,  MILES) 

16'  Unter  alien  Kurven,  welche  zwei  gegebene  Punkte  P^P^  der  oberen 
Halbebene  (2/5°)  verbinden,  ganz  in  dieser  Halbebene  verlaufen  und  durck 
TJmdrenung  uni  die  ic-Achse  eine  Flaclie  von  gegebenem  InJialt  erzeugen,  diejenige 
zu  bestimmen,  fur  welcne  diese  Flaehe  zusammen  mit  den  beiden  durch  Rotation 
der  Ordinaten  von  P.L  und  P2  erzeugten  Kreisen  das  grofite  Volumen  einschlieBt 


Andentungen-  Erstes  Integral 


t  i 

|^  2  +  y  - 
Puhrt  man  statt  I  und  /3  zwei  neue  Konstanten  Q  und  y  em  durch  die  Gleicnungen 


iind    setzt:    7t  =  sin7,    x'=cosy,    so    lautet    das    allgememe   Integral   lit   der 
Legendre1sclien  Bezeichnung 


Die  Extremalen  werden  beschneben  durch  den  einen  Brennpunkt  einea  auf 
der  ic-Achse  rollenden  Kegelschnitts  (DELAUNAY).  Diskussion  der  Gestalt  der 
Extremalen  Spezielle,  reap  Grenzfalle.  Halbkreis  uber  der  #-Achs6,  Kettenlinie 
und  Gerade3)  parallel  der  as-Achse, 

Diskussion  der  konyugierten  Punkte  (HowE,  HOKMANN). 

Ecken  von  etrwaigen  d^skont^nmerl^cl^en  Losungen  miissen  auf  der  #-Aehse 
liegen,  und  diskontinuierliche  Losungen  miissen  sich  aus  Stucken  der  #-Achse 
(§  52)  und  aus  Kreisbogen  mit  dem  gleichen  Eadius,  cleren  Mittelpunkte  auf  der 
^c-Achse  liegen,  zusammensetzen  (TODHUNTER) 

Die  reziyroke  Auf  gale  ist  identisch  nait  der  Bestimmung  der  Gleichgewichts- 
lage  von  Seifenblasen,  welche  die  Bander  zweier  koaxialer  Kreisscheiben  ver- 
binden  (PLATEAU) 


J)  Eine  Ausnahme  tritt  ein  fur  y%  =  —  y^ 

2)  Tgl.  W,  HOWE,    Bertiner  Dissertation  1887  und  G.  HOEHANN,   G-ottinyer 
Dissertation  1887. 

3)  Ygl.  dazu  ALMANSI,  Annali  di  Matematica  (3),  Bd.  XII  (1905),  p   1. 
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17*  Unter  alien  Kurven  von  gegebener  Lange,  welch  e  zwei  gegebene  Punkte 
Px  und  P2  der  oberen  Halbebene  (y^>0)  vBrbinden,  und  ganz  m  dieser  Halb- 
-ebene  liegen,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  zusammen  mit  den  Ordinaten  von 
Pj^  und  P2  den  Rotationskorper  gropten  Volumens  erzeugt.  (EULEB) 

Losung-   Die  Bxtremalen    sind   elastische  Kurven,   charakterisiert  durch: 

—  _._  -JL.     Bezeichnet  ex  den  konstanten  Wert  von  Hx,,   so   sind  folgende  zwei 

Falle  zu  unterscneiden  : 
Fall  I: 


*)  —  F(%,  f)]  ,         y  =  2«9  cost,  (138) 

wobei 


Fall  II  a  +  1  >  0 

x  =  f  +  g  [j^(*,  i)  -  (l  -  Y)  ^(x,  *)]  ,  (139) 

y  =  9  A  («,  t)  , 
wobei 


Dazwischen  der  Fall  o:  +  ^  =  0,  in  welchem  die  elliptischen  Integrale  degenerieren. 
Die  Gestalt  der  Extremalen  za  diskutieren.  Die  Kongraenz  raumliclier 
Exfcremalen  durch  den  Punkt  Pl  aufzustellen  sowie  derenFunktionaldetermmante, 
wenigstens  fur  spezielle  Lagen  des  Punktes  Pj.  Womoglich  etwas  iiber  die 
Existenz  und  Lage  des  konjugierten  Punktes  anszusagen 

18.  Die  Euler'sche  Eegel  fur  den  Fall  abznleiten,  daB  das  Integral 


mit  der  Nebenbedingung 


zu  einem  Exfcremum  zu  machen  ist 

Andeutung:  Vgl.  p  458,  Fufinote  l)  und  Aufgabe  Nr  4=5  auf  p  153. 

(EULER) 

19.  Die  Euler'sche  Eegel  fur  den  Fall  abzuleiten,  daB  das  Integral 


mit  mehreren  isoperimetrischen  Bedingungen 


jiu  einem  Extremum  zu  machen  ist 
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Andeutung:  Vgl.  p.  458,  Fufinote  a),  und  Aufgabe  Nr  41  auf  p.  151. 

(SCHEEFFER) 

20.  Die  Aufgabe  Nr.  17  dahin  abzuandern,  dafi  nicht  nur  die  Lange  der 
Kurve,  sondern  aucti  der  Inhalt  der  zwischen  der  Kurve,  den  Ordinaten  von  Px 
und  P2  und  der  axAchse  eingeschlossenen  Fl'ache  vorgesckrieben  ist. 

L  bating:    Die   Extremalen    smd    elastische   Kurven    und    gehen    aus    den 
GleichungeB  (138),  resp    (139),  hervor,  indem  man  y  durch  y  -f-  p  "ti^d  a  clurch 
ersetzt. 


21*  Die  Gleichgewichtslage  eines  elast^schen,  an  semen  beiden  Enden  fest- 
gelclemmten  Drahtes  zu  best^mmen.:L} 

Andeutungen;  Man  hat  die  potentielle  Energie  des  Drahtes,  d,  h.  wenn  r 
den  KrummTingsradms  bedeutet,  —  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor  — 
das  Integral  { 


bei  gegebener  Lange  I  zn  einem  Minimum  zu  machen,  wahrend  die  Endpunkte- 
und  die  Taugentenrichtungen  in  denselben  gegeben  smd.  Die  zulassigen  Kurven- 
sind  von  der  Klasse  C//avorauszusetzen. 

Die  Aufgabe  gehort  zum  Typus  von  ISTr.  18,  laBt  sich  aber  anf  ein  Funk- 
tionenproblem  vom  einfachsten  Typus  mit  zwei  isoperimetrischen  Bedingungen> 
zurtickfuhren^  wenn  man  die  Bogenlange  s  als  unabhangige  und  den  Tangenten- 
winkel  6  als  abhangige  Variable  einfuhrt  Man  hat  dann  das  Integral 


mit  den  Webenbedingungen 

i  ' 

/cos  6ds^x%  —  #! ,         /sin  6  ds  =  yz  —  y4 

00 

und  den  Anfangsbedingungen .  6(0)  =  ^,  6(f)  —  6a  zu  einem  Minimum  zu  machen, 

Losung-  Die  ^Extremalen  in  der  re,  i/-Ebene  sind  elastwche  Kwven.    Eir* 

Bogen  der  elastischen  Kurve,  welcher  keinen  Wendepunkt  enthalt,  lieferfc  sfcets- 

ein  starkes  Minimum  (vgl.  Aufgabe  Nr.  23,  p.  147).  (EULER,  BORN) 

22.  Nach  der  Methode  von  Nr.  21  lS,Bt  sich  die  allgemeinere  Aufgabe  be- 
handeln,  das  Integral  2 

ff(r)ds 

0 

bei  gegebener  Lange  I  zu  einem  Extremum  zu  machen,  z.  B.  die  Aufgabe  Nr.  44 
von  p.  152  mit  der  Modifikation,  dafi  die  Lange  der  Kurve  vorgeschrieben  ist. 

^  Vgl.  die  Dissertation  von  M  BORN,  Gottingen  1906,  wo  zahlreiche  inter- 
essante  Modifikationen  der  Aufgabe  theoretisch  und  experimeixtell  untersucht 
werden,  besonders  auch  in  Beziehung  auf  die  Stabilitat. 
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alen  gelaen  aus  den  Ku 
x  =  a  (t  —  sin  t)  —  §  cos 


L  6  sung:  Die  Extremalen  gelaen  aus  den  Kurven 


y  =  a(l  —  cos  t)  +  ^  sin  — 
2 

durch  die  allgemeintste  rechtwmklige  Koordinatentransformation  hervor. 

(JELLET) 

23.  Unter   alien   Kurven,   welche    die  beiden  Geraden  x  =  sc^  und  a?  =  #a 
verbinden  und  zusammen  mit  den  beiden  Ordinaten   M1  Pl  ,  Jf3  P2   ihrer  End- 
punkte  und  dem  Stuck  M1  M%   der  aj-Achse  eine  Flaehe  von  gegebenem  Inhalt 
einschliefien  ,   diejenige  zu  bestimmen,  fur  welche  der  Sehwerpunkt  eben  dieser 
Flaehe  am  tiefsten  liegt,  unter  der  Voraussetzung,  da6  die  positive  ^/-Achse  ver- 
tikal  nach  oben  gerichtet  ist  (§  65,  a))  (BULER) 

Losung:  Eine  Jionzontale  Gerade.  Da  die  Euler'sche  Differentialgleichung 
degeneriert,  so  Ia6t  sich  der  allgemeine  Hinlanglichkeitsbeweis  nicht  anwenden. 
Man  berechne  daher  direkt  die  totalen  Variationen  A  J  und  A  JK  und  beweise 
d.araus,  da6  die  Gerade  (S0  ein  schwacnes  Minimum  liefert;  aucli  ein  starkes, 
wenn  man  sich  auf  Vergleichakurven  beschr'ankt,  fur  welche  Aic^O;  dagegen 
kein  starkes  bei  unbeschrankter  Yariation. 

24.  Die  Aufgabe  Nr.  40  auf  p  151  als  isoperimetnsclies  Problem  zu  losen 
(§  65,  a)). 

Losung:  Bei  Benutzung  von  rechtwinkligen  Koordinaten  ist 


Die  beiden  Endpunkte  sind  auf  der  cc-Achse  beweglich 

Die  Euler'sche  Differentiaigleichung  degeneriert  in  eine  endliehe  Gleichung 
(§6,  b)):  


Die  Anziehung  des  zugehdrigen  Rotationskorpers  verhalt  sich  zu  derjenigen  einer 
Kugel  von  gleichem  Yolumen  wie  y27  :  ]/25  . 

Man  versuche  einenHmlanglichkeitsbeweis,1)  wenigstens  fur  gewisse  Klassen 
von  Variationen,  ans  der  zweiten  Variation.  (GAUSS,  AIEY) 

Bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten  mit  der  positiven  a>Achse  als  Achse  ist 


& 

rtlr 
J 


lraine  coses'  dt,        K=~ 
Die  Losung  lautet:  r2=a2cos0 


x)  Einen  Hinlanglichkeitsbeweis   ohne  Benutzung   der  Vaiiationsreehnung 
gibt  SCHELLBACH,  Journal  fur  Mathematik,  Bd  XLI  (1851),  p.  34$. 
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25.  Mnen  homogenen  Eotattonslorper  von  gegebener  Masse  und  moglichst 
Tdeinem   TrdgJieitsmoment  in  JBeziehung   auf  e^ne   zur  HotationsacJise  senkreehte 
Achse  zu  Tconstruieren  (§  65,  a)) 

Losung:  Ein  abgeplattetes  Itotat^on$ell^JO$o^d  ,  dessen  Achsen  sich  verbal  ten 
wie  1  :  y^  Das  Tragheitsmoment  desselben  in  Beziehung  auf  einen  in  der 
Aquatorebene  gelegenen  Durchmessex  veihalt  sich  zum  Tragheitsmoment  einer 
gleich  grofien  Kugel  in  Beziehung  auf  einen  Durchmesser  wie  )/2  zu  4/3  Es 
gelten  ahnliche  Bemerknngen  wie  bei  den  vongen  beiden  Aufgaben.  (CAELL) 

26.  l)   Unter   alien  Kurven,    welche   von   der  Peripherie   eines   gegebenen 
Kreises  (0,  r^  nach  einem  gegebenen  Punkt  P2  gezogen  werden  konnen,  und  fur 
welche  das  Potential  des  Sektors  mit  dem  Scheitel  0  in  Bezng  auf  den  Pnnkt  0 
einen  vorgeschnetenen  Wert  hat,  diejenige  zu  bestimmen^  welche  fur  das  Poten- 
tial des  Bogens  in  Beziehung  auf  den  Punkt  0  den  Tdeinsten  Wert  liefert,  wenn 
fur   beide   das  Fewton'sehe  Anziehungsgesetz  zugrunde  gelegt  wird  und   die 
Dichtigkeit  als  konstant  vorausgesetzt  wird  (§  65) 

Losung:  Die  gesuchte  Kurve  ist  em  Kreis  durch  den  Punkt  0.    Die  Kon- 
gruenz  (133)  lafit  sich  in  Polarkoordinaten  schreiben 


cosy         ' 

^^[sinffl  —  p)  —  siny]T 
COSy 

Hiernach  lafit  sich  die  Frage  des  Brennpunktes  und  der  WeierstraB'schen  Kon- 
strnktion  erledigen 

27.  Piir  Beispiel  XXII  (p  466)  die  Konstantenbestimmung  im  einzelnen 
durchzufuhren. 

28   Fur  Beispiel  XXII  den  Enveloppensatz  von  §  65,  b)  zu  verifizieren 

(&NESER) 

29*.  J£s  se^  eine  Kwrve  &  gegeben  und  auf  ihr  ein  Punkt  Ps;  unter  alien 
jKurven  von  gegebener  Lange  I,  welche  von  Punkten  der  I£urve  ®  aus  nach  dem 
Punkt  P%  gezogen  werden  Jconnen,  d^eJemge  zu  "bestimmen,  welche  mit  der  JLurve  $ 
den  grofiten  Flachenraum,  e^nsMlefit  (§  65)2V 

Die  Kurve  ®  wird  in  der  Form:  y  =  f(x)  und  von  der  Klasse  D"  voraus- 
gesetzt.   Dann  lafit  sich  der  fragliche  Flacheninhalt  in  der  Form  daistellen 


J)  Unter  allgemeineren  Voraussetzungen  in  Beziehung  auf  das  Anziehungs- 
gesetz von  HATON  DE  LA  GOUPILH^RE  gegeben,  Association  Fran9aise,  189B, 
2^e  partie,  p.  164;  ubrigens  sind  die  dort  Tiber  die  Jacobi'sche  Bedingung  ge- 
gebenen Entwicklungen  nicht  richtig. 

2)  Vgl.  Aufgabe  8  auf  p.  446. 
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Losung:  Em  in  positivem  Sinn  durchlaufener  Kreisbogen,  welcher  in 
seinem  Anfangspunkt  Px  auf  ®  senkrecht  steht  Wird  auf  der  Kurve  ®  als 
Parameter  %  die  Bogenlange  gewahlt  und  die  positive  Richtung  so  gewahlt,  daB 
im  Punkt  P1  der  Kreisbogen  zur  Linken  der  positiven  Tangente  an  $  abgeht 
(0X  =  y,  so  lautet  die  Kongruenz  (133) 


y  =  y(v)  — 

**=  ~.l 

wobei 

X'(K)=*  cos  6", 

Darans  ergibt  sich  fur  die  Beatimmiing  des  Brennpunktes  die  Gleichung 


wenn  rx  den  Kriimmungsradms  der  Kurve  $  im  Punkt  P2  "bedeutet,  und 

qp  (t)  =  sin  t  —  £cos  t 

Die  Diskussion  dieser  G-leicliung  fuhrt  zu  folgendem  Besultat:  Nimmt  die 
Krtimmung  l/rt  von  ~j-  oo  bis  —  oo  bestandig  ab  ,  so  bewegt  sich  der  Brenn- 
punkt  P^  von  Pt  ausgehend  einmal  in  positivem  Sinn  una  die  ganze  Kreisperi- 
pherie,  woraus  sich  die  auf  p  446  gegebene  Erdmann'sche  Ungleichtuig  als 
notwendige  Bedmgung  des  Extremums  ergibt 

Die  M6glichkeit  der  Weierstrafi'schen  Konstruktion  ist  fur  jede  spezielle 
Kurve  &  einzeln  zu  diskutieren  ( 


30*.  Gcleichgewichtslage  ernes  schweren  Fadens,  dessen  erster  JSndpunkt  auf 
einer  gegebenen  Kurve  $  leweglicli  ist,  wahrend  der  zweite  gegeben  ^st  Insbesondere 
soil  dex  Biennpunkt  bestimmt  werden  (§  59,  d),  §  65,  §  39,  b)) 

Losung*  Die  gesuchte  Kuxve  ist  eine  Ketterilinie  (£0  mit  horizontaler 
Direktrix,  welche  die  gegebene  Kurve  senkrecht  schneidet  Die  Kongruenz  (133) 
l&fit  sich  schreiben:  x  =  .  ^  +  a(t^y^ 

y  =  y  (x)  -f  a(Cht  —  Chy), 


wobei  y  durch  die  G-leiehung 

5j'W  +  ^' 

als  Funktion  von  v.  definiert  ist. 
Es  bezeichne 

$$  =  2  —  2Ch(£  —  y)  +  (<—  y)Sh  (t  —  7) 

Ferner  sei  6:  der  Tangentenwinkel  und  1/f^  die  KrCimmung  der  Kurve  ®  im 
Punkt  P1  ,  der  positive  Sum  auf  dei  Kurve  St  werde  so  festgelegt,  daJB  sin  6^  >  0  ; 
endlich  sei  «0  der  Wert  der  Konstanten  cc  fur  die  Kettenlrnie  (^0.  Dann  lautet 
die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Brennpunktes  P^  dei  Kurve  ffi  auf  der  Ketten- 

,  a 

-  +  cos  0i  , 

l 
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Die  Diskussion  derselben  ergibt  das  folgende  Resultat-     Es  bezeiehne 


Wenn  dann.  l/rx  <  —  &0,  so  existiert  em  Brennpunkt,  und  zwar  bewegt 
sich  derselbe  vom  Punkt  P1  bis  +00,  wenn,  bei  festgehaltenem  Bl,  l/r4  von 
—  oo  bis  —  &0  wachst 

Wenn  dagegen  :  l/r1  >  —  &0  i  so  ©xistiert  kem  Brennpunkt  (KNESER) 

31.  Die  Aufgabe  Nr.  6  dahin  abgeandert,  daB  der  Punkt  P1  auf  der  x-Achse 
frei  "beweglich  ist,  wahrend  P2  ira  Innern  der  oberen  Halbebene  gegeben  1st  (§  65). 

Man  nehme  an,  daB  :  y  >  0  zwiscnen  P1  und  Ps 

L6sung.  Eine  Gerade  Die  Kongruenz  (133)  besteht  aus  Parabeln  Brenn- 
punkte  existleren  nicht.  Die  Weierstra^'sche  Konstruktion  1st  stets  moglieh, 
und  es  findet  ein  absolutes  Minimum  statt 


32.  JSvnen  Itotai^onskorper  von  gegebener  Oberftache  und  moglichst 
'Volume/ft  %u  konstrmeren1)  (§  65) 

Die  zulassigen  Kurveu  in  der  a?,  ^/-Ebene,  dureh  deren  Rotation  um  die 
.^c-Achse  die  Oberflache  des  Eotationskorpers  erzeugt  wird,  sollen  von  einem 
nicht  g-egebenen  Punkt  der  positives.  rc-Aclise  beginnen  und  durch  das  Innere 
der  oberen  Halbebene  (y>0)  nach  dem  Koordinatenanfang  fahren. 

Losung-  Em  in  positivem  Sinn  durchlaufener  Halbkreis;  der  Eotations- 
kdrper  ist  also  eine  Kugel  Ecken  konnen  im  Innern  der  oberen  Halbebene 
.nicht  auffcreten.  Die  Kongruenz  (133)  lautet 

x=*a  —  Zcostf,         y  =  —  ^sin*,         ^  =  12(1  —  cos*) 

Daraus:  ^/=23t;  der  Halbkreis  @0  enthalt  also  den  Brennpunkt  P"  nicht  Die 
Wei  er  s  trafi'sche  Konstruktion  ist  stets  moghch  mit  derselben  Fallunterscheidung 
*wie  in  Beispiel  S3H  Daher  absolutes  Maximum. 

33,  Die  zur  vorigen  Aufgabe  reziproke  Aufgabe.  Emen  Itotationskorper  von 
gegebenem  Volumen  und  kleinster  Oberflache  zu  konstruieren.  Daran  das  Mayer'sche 
Eeziprozitatsgesetz  zu  verifizieren  (§  61,  e),  §  65) 

Andeutungen:  In  der  Kongruenz  (133)  haben  x,y  dieselben  Werte  wie 
in  Nr.  32;  0  ist  durch  ^ 

z^  --    (2  -—  3  cos  t  +  cos  8  1) 

o 

zu  ersetzen.  Pie  WeierstraiB'sche  Konstruktion  ist  stets  moglieh  fur  Yer- 
gleichskurven,  entlang  welchen  ?^^?  jeder  Yergleichskurve,  fur  welche  J  in 
emer  endlichen  Anzahl  von  Segmenten  negativ  ist,  kann  man  eine  andere  zu- 
ordnen,  welche  einen  kleineren  Wert  fur  die  Oberflache  liefert,  und  fur  welche  ^>  0  . 

34*.  Den  Rotationskdrper  von  gegebener  Mendianlange  I  und  grofitem  Volumen 
zu  'konstruieren  (Aufgabe  Nr  17  so  modifiziert,  dafi  Pl  auf  der  ic-Achse  beweg- 
lich ist,  wahrend  P2  auf  der  a?-Achse  gegeben  ist  ) 

J)  Ygl  Aufgabe  39  auf  p  151 
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t 

Losung:  Die  gesuchte  Kurve   @0   wird  dargestellt  dureh  die  Gleienungen 
(138)  mit  den  Worteu 

(,  *  v 


Die  Bestimmung  der  konjugierten  Punkte  fuhrt  auf  die  Grleiekung 

sn  u  dn  u 

u  --  =  0, 
en  u 

•welche  zeigt,  dafi  der  Bogen  (£0  keznen  JconJug^erten  Punlt  enthalt     Die  Weier- 
strafi'sche  Konstruktion  fuhrt  auf  die  Gleichung' 


-        -. 
dn  u        2% 

Dieselbe  zeigt,  dafi  die  Wetersirafi'sche  Konstruktion  stets  ausfuhrbar  ist  mit 
denselben  FallunterscKeidungen  wie  in  Beispiel  XXII;  daher  liefertder  Bogen  @0 
das  absolute  Maximum  Das  Maxunalvolnmen  ist 


und  weicht  Tim  weniger  als  1  %  vori  ^em  "Volumen  ernes  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids  von  derselben  Meridianlange  ab,  dessen  Halbachsen  sick  wie  3  •  2  yer- 
lialten 

35*.  Andert  man  die  Aufgabe  Nr  21  dahin  ab,  dafi  der  eine  Endpwikt 
des  Drahtes  auf  der  y-Aehse  frei  "beweglich  sein  soil,  so  geht  die  Aufgabe  in  der 
-s,  0-Ebene  in  ein  isoperimetrisches  Problem  vom  einfachsten  Typus  mit  einem 
varia"beln  Endpunkt  ubei  (§  65). 

Hiernach  die  von  BORN,  loc.  cit.  §  8  erkaltenen  Resultate  25U  verifizieren  und 
ivo  moglich  weiter  zu  fukren. 


"B  o  1  z  a ,  YariationsreclmtLng.  8  5 


Blftes  Kapitel. 
Die  Euler-Lagraage'sclie  Multiplikatoren-Metliode.1) 

§  66.    Allgemeiner  TTberblick. 

Indem  wir  uns  nunmehr  allgememeren  Problemen  der  Variations- 
reclinung  zuwenden,  beinerken  wir  zunaclist,  dafi  die  in  §§  4  und  5 
fur  den  einfaehsten  Typus  von  Aufgaben  entwickelten  Mettoden  zur 
Ableitung  der  Euler'scten  Differentialgleichung  sich.  ohne  weiteres 
auf  Probleme  ubertragen  lassen,  bei  welchen  das  Integral,,  welches  211 
einem  Extremuni  zu  macken  ist;  holiere  Ableitungen  von  y 
also  yon  der  Form  ist 


y,y',...,yW)dx.  (1) 

Hier  findet  man  fur  die  Differentialgleiclmng  des  Problems2): 


Dasselbe  gilt  fiir  Aufgaben,  bei  denen  meiirere  nnbekannte  Funk- 
tionen  von  x  und  ilire  ersten  Ableitungen  unter  dem  Integral  vor- 
kominen,  wo  es  sich  also  urn  ein  Integral  von  der  Form 


(3) 

handelt.     Hier  erlialt  man  das  System  von  n  Differentialgleichungen8) 


Wesentlich  neue   Schwierigkeiten  treten   erst  bei  Problemen  mit 
Nebenledingungen  auf.     Der  wichtigste  Typus   derselben  wird   durch 

:)  "Wie  sclion  KNESER  betont  hat,  hat  EULER  so  wesentlichen  Anteil  an  der 
Bntdeclcung  dieser  Methode,  daB  es  nicht  gerechtfertigt  erscheint,  dieselbe  nach 
LAGKANOE  allein  zu  benennen,  wie  dies  gewohnlich  geaohieht  (siehe 
II  A,  p.  580). 

*)  Vgl.  die  tibungsaufgaben  ISTr   43—47  p.  152 

3)  Hierzu  die  Ubungsaufgdbe  Nr   2  am  Ende  von  Kap.  XIII. 
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das  sogenannte  »Lagrange}sehe  Problem"  reprasentiert,  bei  welckem  es 
sicli  darum  handelt,  ein  Integral  yon  der  Form  (3)  zu  emem  Extremum 
zn  machen,  waKrend  gleichzeitig  die  zulassigen  Funktionen  einer  An- 
zahl  yon  Nebenbedingungen  von  der  Fomi 

9?  &,  yi,  y^  *  •  >  y»,  yi,  &,  •    ,  y»)  -  o,  (5) 

/3  =  1;2?  -  -  -,  w,         (m<ri) 

unterworfen  sind;  dabei  konnen  die  Ableitungen  y(  auch  in  einigen 
oder  alien  Gleichungen  (5)  fehlen. 

Auf  diese  Aufgabe  l^Bt  sich.  der  allgemeinere  Fall  reduzieren,  in  welchem 
nnter  dem  Integral  J  auch  hohere  Ableitungen  der  unbekannten  Funktionen  vor- 
konomen,  -wahrend  die  zulassigen  Funktionen  auBer  Bedingungen  von  der  Form 
(5)  auch  noch  isoperimetrischen  Bedingungen  tmterworfen  sein  kdnnen. 

Kommen  von  der  Funktion  y%  die  Ableitungen  bis  zur  _pten  Ordnung  vox, 
lo  betrachte  man  die  Ableitungen 

77'    */'  4/CP— i) 

y*i  2/«.»       •»  2/i 

als  neue  unbekannte  Funktionen,  welche  den  Differentialgleichungen 


geniigen. 

Nachdem  so  die  Aufgabe  auf  den  Fall  reduziert  ist,  wo  nur  erste  Ablei- 
tungen der  unbekannten  Funktionen  vorkommen,  ersetzt  man  etwaige  isoperi- 
metrische  Bedingungen 


durch  Bedingungen  von  der  Form  (5),  indem  man  r  neue  Funktionen 


emfuhrfc,  welche  den  Differentialgleichungen 

^  —  ^(^y^--  -i  y* 

und  den  AnfaiigsbediiigTingeii 

*Q  K)^  °7 
unterworfen  sind.  ^  v  iy 

tJbrigens  ist  die  Aquivalenz  des  so  erhaltenen  Lagrange'sehen  Problems 
mit  dem  ursprunglich  gegebenen  nur  in  Beziehung  auf  das  absolute  Extremum 
eine  vollstandige;  beim  relativen  Extremum  dagegen  kann  es  vorkommen,  da6 
eine  Kurve,  welche  fur  das  gegebene  Problem  als  benachbart  anzusehen  ist, 
fur  das  entsprechende  Lagrange'sche  Problem  kerne  benachbarte  Kurve  ist,  wie 
wir  dies  beim  einfachsten  isoperimetrischen  Problem  gesehen  haben  (siehe  §  64, 
msbesondere  die  FuBnote  2)  p.  514;  vgl.  auch  p  91,  FuJBnote  *)  und  die  dort  ge- 
gebene Verweisung  auf  ZERMELO), 

35* 
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Fur    das    Lagrange'sche    Problem    Kaben    sclion    EULEE    und 
LAGRANGE  die  folgende  einfache  Regel  aufgestellt: 

Man  bilde  unter  Einfuhrung   yon  m  unbestimmten  Funktionen 

(den  sogenannten  },MultipUJtatoren")  die  Funktion^ 
und  verfahre  dann  so?  als  ob  man  das  Integral 


Nebenbedingungen  zu  einem  Exlremum  zu  macKen  hatte.     Dies 
fuhrt  auf  die  Differentialgleichungen 


welche,  zusammen  mit  den  Eelationen  (5)  und  geeigneten 
bedingungen;  im  aEgemeinen  die  n  unbekannten  Funktionen  y%  und 
die  Multiplikatoren  A#  bestimmen. 

Der  Beweis  dieser  ,}Multipli]catorenregel",  —  die  iibrigens  zunadist 
nur  ricLtig  igt;  soweit  es  sich  um  die  Aufstellung  der  Differential- 
gleiebingen  des  Problems  handelt,  und  dann  aucli  nur  nach.  Ausscliei- 
dung  eines  spater  zu  besprechenden  Ausnahmefalls  —  bildet  den  Gegen- 
stand  des  vorliegenden  Kapitels. 

Es  sind  dabei  drei  Falle  zu  unterscb.eiden;  je  nachdem  die  Be- 
dingungsgleicliungen  (5)  samtiidi  endlicke  Grleiclaungen  sind  (§  68), 
oder  samtlicli  Differentialgleichungen  (§§  69,  70),  oder  zum  Teil  end- 
licke?  zum  Teil  Differentialgleichungen  (§  71). 

Dem  Beweis  der  Multiplikatorenregel  fur  das  Variationsproblem 
schicken  wir  als  Vorbereitung  einen  Beweis  der  analogen  Eegel  fur 
gewohnliche  Extrema  mit  Nebenbedingungen  voraus  (§  67).  Den 
AbschluB  des  Eapitels  bildet  die  Reduktion.  der  Differentialgleicb.un.gen 
des  Problems  auf  em  kanoniscb.es  System  (§  72)  und  im  Anschlufi  daran 
eine  kurze  Darstellung  der  Hamilton-Jacobi'schen  Theone  (§  73). 

§  67.    Die  Lagrange'sclie  Multiplikatoren.-Meth.ode  far 
gewSlrnliclie  Extrema  mit  Nebenbedingnngen.  x) 

Es  liandelt  sich  um  folgende  Aufgabe:  Es  seien  m  +  1  Funktionen 
von  n  Variabeln  gegeben 


*)  Vgl.  EncyUopadie  II  A,  p.  85  (Voss),  und  die  dort  angefiikrfcen  Literatur- 
angaben,  denen  wir  noch  hinarafugen:  STOLZ,  Grundzuge,  Bd.I,p  2407 


54a  P4*"E.    —    CfllPfTRB    IV. 

On  aura,  d'aiileuip,  |j  £0,  sinon  Porigine  seraii  un  pom! 

singttlier  sur  la  surface  F  —  c,  hypothese  q«e  aons  eTciuons 
Le  plan  desj/^  ^tarni  tangent  a  la  surface  *  —  d3  on  aura, 
de  mdi»e?  pour  x  =  7*  =  9  =  o. 


=  o, 

£ 


mais 


Enfio  le  plan  des  zx  etaul  tangent  a  la  surface  V  — 
on  aura,  toojours  pour  a?  =  y  =  ^  =  o, 


_          ,  ,  < 

Cela  pose,  les  trois  systemes  ^tant  orthogonauxT  on  aura 

ideatlquement 

^F      *  6^F        > 


dy  dy         dz 


_ 


Preaoas  la  d&rlv6e  de  la  premiere  6<fuatiou:  par  rapport 
ay;  il  viendra 


*  dy 


*    ^     -  .        j  ,         ,          ,  ^F  dF  , 

A  1  origme  des  coordonnies.  ou  -7—>  -.—  ,  *-—  »  ~*    *  an- 

0  ?  d&  dy 

ni^lent,  cette  equation,  se  r^duit  4 


d&dy  doc        dz  d&dy 


* 
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Alsdann  konnen  wir  nach.    dem   Satz  uber  implizite  Funktionen 
(§  22,  e))  die  Grleichungen  (10)  in  der  Umgebung  der  Stelle: 

*!-(>,    Ji^Q,  ....,  hn~0 
eindeutig  nacb.  \,  ]%,  . .  .,  hm  auflosen: 

fc*~#«(JWi,  hm  +  2,  -    -,  hn).  (13) 

Die  Funktionen  %tt  verscliwinden  ftir  hm  +  i  ==07  fem  +  2  =  0,  •  •  -,  few  -=  0, 
sind  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  von  der  KLasse  0'  nnd  dater 
nacli  A  IV  6  in  der  Form 


darstellbar,  wobei  y^+r)  den  Wert  von  Bfc/ahn+r  fur  hm+1  —  0,  -  •  -, 
&„«=  0  bedeutet,  wahrend  die  6a,m  +  r  unendlich  kleine  Funktionen  von 


Denkt  man  sich  fur  die  GroBen  &a  die  Ausdriicke  (13)  in  die 
Funktion  ffa  +  h^  a2+  A2?  *  -  .,  an+  *J  eingefuhrt,  so  geht  dieselbe 
in  eine  Funktion  der  M,  —  m  unabhangigen  Variabeln  hm+I,  Am  +  2> 
.  .  .,  Jin  tiber,  und  diese  mu8  fur  hm+i  «  0,  ^m  +  2  «  0,  -  -,  7^=  0 
ein  Minimum  besitzen. 

Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  ernes  Minimums  ohne 
Nebenbedingungen  zuriickgeftilirt. 

Statt  dessen  ist  es  jedoch  eleganter;  nach  LAG-RANaE1)  die  Me- 
tJiode  der  uribestimmten  Multipli'katoren  anzuwenden:  Nach  dem  Satz 
uber  das  totale  Differential  lassen  sick  die  Grleiekungen  (9)  und  (10) 
aucb.  sckreiben: 


,  an)  +  |J  ^  0,  (15) 

-,  «,.)  +  IL)  -  Of  (16) 
(a  -1,2,  -..,  m). 

Dabei  sind   |^  |at  unendlich  kleine  Funktionen   von  Jily  \,  .  .,  hn. 

Multipliziert  man  jetzt  die  m  Grleicliungen  (16)  mit  vorlaufig  unbe- 
stimmten  53Multiplikatorena  A1?  A2?  .  .  .,  ^  und  addiert  sie  dann  zu 
(15)?  so  erhalt  man 

0,  (17) 


J)  LA<3-RAis[Q-E,  Oeuvres  Bd    TX,  p.  291 
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wobei  zur  Abkurzung  m 


gesetzt  1st,  und  die  ^  wieder  unendlicli  kleine  Funktionen  Ton  ~hv 
7*2?  .  .  .,  lin  bedeuten. 

Die  Ungleiclinng  (17)  muB  ebenfalls  fur  alle  den  Bedingungen 
(10)  und  ('10  a)  gentigenden  Werte  von  \,  Ji2,  *  .  .,  hn  besteten. 

Jetzt  bestimmen  wir  die  bisher  unbestimmt  gelassenen  GroBen 
A1?  >L2;  .  .  .,  ATO  aus  den  m  Grleichungen 


,  02,  •    -,  a»)  =  f    («i,  a3?  •  •  -,  O  +^a<p^(alf  «4,  •  •  v  «„)  =  0, 

OJ-1,2,-    -,  ml' 
was  nacli  (12)  stets  moglicli  1st.     Dann  geht  (17)  fiber  in 

"^hm+rF(m+r}  (en,  a,,  •  •  -,  a»)  +J?M.  ^  0. 

rr=l  *  =  I 

Driickt  man  hierin  die  GrroBen  \>  Ji2,  ...  limj  mittels  (13)  und  (14) 
durcn  hm+i9  Rm+a,  •  -  v  ^  aus,  so  erhalt  man 

SL  +  r  [F(m+r\ai,  a*,  -  *  -,  an)  +  U^r]5  0, 

r=l 

wo  nunmehr  die  GrroBen  &n-f  r  nnendlich  kleine  Funktionen  der  un- 
a,bliangigeii  Variabeln  Jim+if  -  -  .,  R»  sind,  und  diese  Ilngleicnung  muB  fiir 
alle  numerisch  hinreicKend  Heinen  Werte  dieser  GrroBen  besteiien.. 
Hieraus  folgt  aber  wie  in  der  Theorie  der  Bxtrema  ohne  Neben- 
bedrngungen,  daB 

F^+tfa,  a»  -.-,  aJ-0 

sein  muB  far  r  =  1,  2,  •  •  •,  n  —  m. 

Die  Voraussetzung;  daB  mindestens  eine  Determinante  mter  Ord- 
nung  der  Matrix  (11)  yon  Null  verscliieden  ist;  war  beim  Beweis 
wesentlich;  wir  wollen  den  Fall,  in  dem  sie  erfullt  1st,  den  3,Haupt- 
fall"  nennen.  In  dem  ?,Ausnahmefall";  wo  alle  Determinanten  mter 
Ordnung  der  Matrix  (11)  gleicb.  Null  sind;  folgt  aus  der  Theorie  der 
linearen  GHeichungen,  daB  sicb.  m  GrroBen  A1;  12;  .  .  .,  Am?  nicitt  alle 
null,  so  bestimmen  lassen,  daB 


fiir  i  =  1,  2,  .  .?  n.  Indem  man  nach  HILBERT  eine  Ghrofie  A0=  1 
fiir  den  Hauptfall,  A0  =  0  fur  den  Ausnahmefall  definiert,  kann  man 
beide  Falle  in  den  Satz  zusammenfassen: 
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Soil  die  Function 

u-f(xlyx^  •••,<) 

der  durch  die  m  Gleiclwngen  (8)  ver~knupften  Variabeln  xl9  x2?  .  .  t?  xn 
an  einer  inneren  Stelle  (#)  =  (a)  des  Sereiches  £L  ein  relatives  Mini- 
mum besitzen,  so  mu/3  es  m  +  1  Konstanten:  A0?  /L13  A2?  .  .  .,  Am;  mcht 
alle  gleich  Null,  geben,  derart  da/3  an  der  Stelle  (a)  gleiclimtig 

<Pa) 

-0,        »-l,2,-..,n.     (18) 


Man  verfahrt  also,  soweit  es  sicb.  um  die  erste  notwendige  Be- 
dmgiuig  t.andelt;  genau  so,  als  ob  man  die  Funktion 

F-W+2la<pa  (19) 

a 

ohne  Nebenbedingungen  zu  einem  Minimum  zu  machen  h'atte. 

Im  Hanptfall  hat  man  zur  Bestimmung  der  m  +  n  Unbekannten: 
%?  a2;  .  .  .,  an,  >11;  A2,  .  .  .,  Jlm  genau  m  ~\~  n  Grleickungen,  namlich  die 
Gleiehungen  (18)  und  (8). 

§  68.   Die  Multiplikatorenregel  fiir  den  Fall  endliclier 
B  edingungsgleicliungeii, 

Wir  betrachten  jetzt  zunachst  die  Aufgabe;  das  Integral  (3)  zu 
einem  Extremum  zu  maclien  m  dem  Fall;  wo  die  Nebenbedingungen 
(5)  samtlich  endliclie  Gleichungen  smd;  also  von  der  Form 

9fi(*>  2/i;  '  '  •»  yj  -  °;  0  ~  !;  2;    '  ',  *».  (20) 

Wir  setzen  voraus,  wir  fatten  eine  Kurve1)  der  Klasse  G"  ge- 
funden: 


welcte  dureli  die  beiden  gegebenen  Punkte 

-Pi  fe,  2/u;  2/21.  -  -  -,  fci) 
geht;  den  m  Gleicbungen 


&(*),  *  •  ',  yn(«))  -  0,          /»  =  1,  2?  -  •  -,  m;  (21) 

genugt  tind  das  Integral 


J)  Das  Wort  ^Kurve"  wird  hier  gleichbedeutend  mit  ,5Funktionensystemu 
gebrancht. 
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zu  einem  Minimum  macht  in  Beziebung  auf  die  Gresamtheit  aller  in 
einer  gewissen  engeren1)  Umgebung  ^s>  von  ©0  gelegenen;  durch  die 
beiden  Punkte  P1,  P2  gehenden  Kurven  der  Klasse  D'9  welche  eben- 
falls  den  m  Gleichungen  (20)  geniigen. 

Die  Funktionen  f  und  <p^  werden  yon  der  Klasse  G'n  yorans- 
gesetzt,  nnd  zwar  f  in  dem  Bereieb  %,  die  Funktionen  <p#  in  der 
Projektion2)  £11  yon  *&  in  den  (x,  yl9  .  .  .,  yJ-Ranm. 

Weiter  setzen  wir  yorans,  daB  mindestens  eine  Determinante 
mien  Grades  der  Matrix 


entlang  ©0  yon  Null  yerscMeden  ist3);  es  sei  z.  B. 
£<      <      •  •     <       l-C^) 

(22) 


Zur  Veremfachung  der  Sckreibweise  setzen  wir  ftir  die  folgenden 
Entwicklungen  fest;  daB  die  yerschiedenen  Indizes  ganz  bestimmte 
Zahlenreihen  dureilaufen  sollen,  und  zwar 

i,3,  k~*  1,  2,  -  •  -,  n, 
a,  P,  7  —  1,  2;  •  •  •;  m, 

r=*l,2,  •••,n  —  m, 

so  daB  also  z.  B.  J^  stets  eine  Summation  yon  1  bis  n  bedeuten  soil, 
i 

Ebenso  soil  z.  B.  die  Grleicitung  cp^  =  0  stets  das  System  yon  m  Glei- 
chungen  bezeickaen,  welches  man  hieraus  fiir  /3  =  1,  2,  -  ,m  erMLt. 

Ferner  werden  wir;  wo  kem  Mifiyerstandnis  zu  befurcMen  ist; 
Mufig  bloB  (a,  y,  /),  resp.  (x,  y,  y',  A);  fur  (a?,  yl9  .  .  .,  yn,  y{,  .  .  .,  y«), 
resp  (a?,  yx;  .  .  .,  j/w;  yi?  .  .  .,  y'n,  A1;  .  .  .,  Aj,  scbreiben. 

Bndlich  werden  wir;  wo  es  wiinsclienswert  ist,  die  Argumente 
anzugeben;  scbreiben 


a)  Herstellung  einer  Schar  von  zulassigen  Variationen: 

Dazu  wabien  wir  n  —  m  Funktionen  %4+r(it?)  der  Klase  C'  will- 

kurlicb.,  nur  der  Bedingung  unterworfen,   daB   sie  in  x±  und  x%  yer- 

scbwinden  sollen; 

0,  i?«+r(^)-0,  (23) 


^  Vgl    die  Definition  von  p.  91,  FuBnote  2),  die  sich  unmittelbar  auf  hohere 
Baume  ubertragt. 

*)  Vgl.  p   167          8)  Vgl    FuBnote  2)  auf  p    558 
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and  sezen  (24) 


Dann  lassen  sich.  auf  Qrund  unserer  Voraussetzungen,  insbesondere 
der  Voraussetznng  (22),  nach.  dem  erweiterten  Satz1)  tiber  implizite 
Punktiouen  (§  22  ;  e))  die  m  Gleichungen 

^,yl,..-,ym,Ym^,  ..,rj-o  (25) 

in  der  Umgebung  der  Punktmenge 

<2:       %^#^>3?       *  —  o,       y?^y?(x) 

emdeutig  nach  ^  ,  .  .  ,  ym  auf  losen.     Die  Losungen 

fy-  *>(*;*)> 
fur  die  somit  identisch  in  a;  und  e  die  w  Grleichungen  gelten 

VA7!^^-"'7^'*)""0'  '      (26) 

sind  dann  samt  den  Ableitungen  8r^a?;  cYp/cs,  t*Yp/dx$e*)  stetig 
in  dem  Bereich  x^x^x,,  £  \  ^  <*, 

wenn  ^  eine  hinreickend  kleme  positive  GroBe  ist,  und  es  ist 

r,(a>0)-ty(aO.  (27) 

IJberdies  geniigen  aber  die  Funktionen  Y^  den  Anfangsbedmgungen 

7fa,  B)  -  y^fe);  ^(^,  «)  -  Jf^(a»)  (23) 

identisch.  in   s     Derm  setzt  man  in  (25)  x  =  xi}  wakrend  s  beliebig 

bleibt,  so  erbalt  man  nact  (23) 


x)  Tor  Anwendung  des  Satzes  hat  rnan  zunachst  die  Kurve  @0  auf  ein 
^weiteres  Intervall  [Zt  Z2]  fortzusetzen,  so  dafi  auch  der  verlangerte  Bogen 
Ton  der  Klasse  C"  ist  und  ganz  im  Inneren  von  %  liegt  Dann  kana  man  eine 
Umgebung  (d)  dieses  verlangertea  Bogens  angeben,  -welche  ebenfalls  nocli  ganz 
1m  Inneren  von  ^>  liegt.  Man  setze  dann  auch  die  Funktionen  Vm+r(&)  a^f  das 
Intervall  [3^3^]  fort,  so  da6  sie  von  der  Klasse  C'  bleiben  und  bestimme  dann 
eine  positive  Grrofie  s0  aot  dafi-  Ifil7w4.r(*)  l<*  fur:  34<C#<^4>  I^K*o- 

Alsdann  ist  der  auf  p  167  mit  <3i  bezeichnete  Bereich  definiert  durch  die 
Ungleicnungen  : 


In  diesem  Bereich  €L  nnd  in  der  in  seinem  Inneren  gelegenen  Punktmenge  6 
haben  dann  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  ('25)  als  Funktionen  von  x^y^  .  ..,  ym 
die  in  dem  Satz  von  §  22,  e)  veiiangten  Eigenschaften  A)  bis  D). 

2)  Um  die  Existenz  nnd  Stetigkeit  der  letzteren  Ableitnngen  zu  beweisen, 
differentiiert  man  die  Identitaten  (26)  nach  s  und  lost  naoh  dYp/ds  auf.  Es 
zeigt  sich  dann,  daB  sogar  die  Ableitnngen  d*Yp/des  und  B^Yp/dxds*  existieren 
und  stetig  sind,  was  fur  die  Behandlung  der  zweiten  Variation  von  Wiehtigkeit  ist 
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und  diese  Gleichungen  werden  nach  (21)  befriedigt  durci.:  y** 
daraus  folgt  aber  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Losung,  daB: 


Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  die  aus  ikrer  Definition  folgenden 
Eigenschaften  der  Funktionen  Tm+r  hinzunimmt,  daB  die  Kurvenschar 

y.-r.O*,*),  x^x^x,  (29) 

eine  Schar  mldssiger  Variationen  der  Kurye  @0  darstellt:  Sie  Hat  die 
erforderlichen  Stetigkeitseigensehaften,  geniigt  den  m  Gleiehungen  (26), 
und  es  ist 

^C^0)-y.(a!),  (27a) 

Y{(x,  ,  a)  =  yf  (»0,  r,(^,  a)  =  yz(x,\  (28  a) 

Dttrch.  Differentiation  der  Gleidrangen.  (28)  nack  e  folgt  noch: 
Bezeiehnen  wir 


so  ist 

=  0- 


b)  Die  Lagrange'sdiea  Miiltiplikatoren: 

Fiir  diese  Schar  (29)  muB  nun  ini  Falle  eine  Extremunis 


sein.     Grleichzeitig   folgt   durch.  Differentiation  der  Grleichungen  (26) 
nach  s,  daB 

tf^  —  o 

ist.     Ausgeschrieben   lauten  diese   Grleichungen  unter  Benutzung  der 
Bezeichnung  (30) 


C38) 


wobei  die  Argumente  in  den  Ableitungen  der  Fnnktionen  f  und  g?^ 
sich  auf  die  Kurve  (S0  beziehen 

Wir  mnltiphzieren  jetzt  nach  dem  Yorgang  von  LAGRAKGE2)  die 
Gleichnngen  (33)  nut  yoiiaufig  nnbestimmten  stetigen  Funktionen  %>*(%), 

^  Man  kann  dasselbe  Eesultat  auch  direkt  beweisen,  indem  man  die  Identi- 
titaten  (26)  nach  s  differentiiert  und  dann  x  =  xl  setzt. 
s)  Oeuvres,  Bd  IX,  p  312;  Bd  X,  pp.  416,  420, 
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integrieren  zwiscben  den  Grenzen  x±  und  %  und  addieren  die  saint- 
lichen  so  erlaaltenen  Gleichungen  zu  (32).  Wir  erhalten  so  die  Glei- 
claung 


wenn  wir  zur  Abkurzung 


setzen. 

Sodann  wenden  wir  auf  das  Integral  (34)  die  Lagrange'sche 
partielle  Integration  an  und  erhalten,  da  samtliche  Funktionen  %(x) 
nacli  (23)  und  (31)  an  beiden  Grenzen  yerschwinden, 


und  nunmelir  bestimmen  wir,  immer  nack  LAGBANGE,   die   m  unbe- 
sfcimmten  Punktionen  A^  aus  den  m  Gleiclmngen 


Ausgeschrieben  lauten  dieselben 


Sie  bestimmen  also  wegen  der  Voraussetzung  (22)  die  Funktionen  ^ 
eindeutig  als  stetige  Funktionen  von  x  im  Intervall  [#!%]. 

Bei  dieser  speziellen  Wahl  der  Funktionen  ^  reduziert  sicli  die 
Gleiclmng  (35)  auf 


Da  aber  die  Funktionen  rim+r  ganz  beliebige  in  ^  und  #2  Terschwin- 
dende  Funktionen  der  Klasse  Gf  waren,  so  folgt  lueraus,  daB 

dF          d      dF 


sein  muB  fur  r  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  ~  m\  man  braucbt  nur  je  n  —  m  —  1 
der  Funktionen  ym+r  identiscli  gleich.  Null  zu  setzen  und  dann  das 
Fundamentallemma  der  Variationsreclinung  (§  5;  b))  anzuwenden. 

Hiermit  ist  aber  die  Multiplikatorenregel  in  der  Tat  fur  den  Fall 
endliaher  Bedingungen  bewiesen: 
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Us  mufi  im  Fall  ernes  Extremums  m  stdige  Funktionen  l*(x)  geben, 
welcJie  sMsammen  mit  den  Funktionen  yz(x)  den  n  Differentialffleichungen 

~0  (36) 


geniigen,  wobei:  F  =  f  + 

c)  Beisptel  III1)- 

Die  kurzeste  Lime  zu  bestimmen,  welche  auf  einer  in  der  Form 

<pfay,z)  =  Q  (37) 

gegebenm   Flache    zwisclien    zwei    auf    der   Flache   gegelenen  PunUen   gezogen 
werden  kann. 

WIT  nelimen  der  Symmetrie  und  der  grSBeren  AUgemeinlieit  lialber  die  zu- 
lassigen  Kurven  m  Parameterdarstellung  2)  an.     Dann  haben  WIT  das  Integral 


mit  der  ISTebenbedingung  (37)  zu  einem  Minimum  zu  machen 
Da  Mer 

F  =  yx 


so  lauten  die  Differentialgleichungen  der  gesuchten  Kurve 

d  x' 


Dieselben  lassen  sich  auch  schreiben 


wenn  man  den  Bogen  s  einfuhrt  und  I  =  p,  ~  setzt. 

u/t 

Diese  GleicLnngen  drucken  die  charakteristische  Eigenschaft  der  geoda- 
tischen  Linien  aus,  daB  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Hauptnormale  der  Kurve  mit 
der  Normalen  der  Flache  zusammenfallt.8) 

x)  Ygl  p.  5  und  Beispiel  XVI,  p.  209. 

2)  Dies  ist  auf  die  unter  a)  und  b)  dmchgefuhrten  Schlusse  ohne  Einflufi; 
nur  sind  die  erhaltenen  Differentialgleichungen  nickt  voneinander  unabnangig, 
vgl.  unten  §  70,  d) 

s)  Hierzu  die  Ubungsaufgabe  Nr.  1  am  Ende  von  Kap.  XIII 


554    Elites  Kapitel.    Die  Euler-Lagrange'sche  Multiphkatoren-Methode, 

dj  Beispiel  XXIII:  Das  Hamilton'selie  Prinzip:1) 

Es  sei  MI,  Jf2,  .  ;  Mn  ein  System  materieller  Punkte.  Die  Masse 
des  Punktes  Mv  sei  mv,  seine  Koordinaten  zur  Zeit  t  seien  #V7  yv,  #v*7 
die  Bedingungsgleiclmngen  des  Systems  seien 

ya  «  o,  a  =  1,  2,  . .  .;  w,  (38) 

wobei  die  Funktionen  y>a  yon  den  Koordinaten  der  Punkte  Mv  und 
der  Zeit  abbangen  Auf  die  Punkte  des  Systems  wirken  Krafte,  welche 
eine  I&aftefunktion  besitzen,  d.  H.  es  gibt  eine  Funktion  U  der  Koor- 
dinaten und  der  Zeit,  derart  daB 

wenn  Xv,  Yv,  Zy  die  Komponenten  der  auf  den  Punkt  Mv  wirkenden 
Kraft  bezeiclmen.  BndlicL.  werde  mit  T  die  lebendige  Kraft  des. 
Systems  bezeicknet,  also 


wobei  der  Akzent  Differentiation  nach.  der  Zeit  t  bedeutet. 

Unter  der  Wirkung  dieser  Erafte  wird  das  System  bei  gegebenen 
Anfangslagen  und  Anfangsgeschwindigkeiten  der  Punkte  Mv  eine  be- 
stunmte  Bewegung  ausfiiliren;  dargestellt  durch 


Dabei  moge  sich  das  System  zur  Zeit  t0  in  der  Lage  Aw  zur  Zeit  ^ 
in  der  Lage  A±  befinden. 

Wir  betracbtea  jetzt  die  Gesamtbeit  aEer  moglicken  Bewegungen 

«,-^(0.       y,-*y*tf),       zv-*v(t)> 

welche  mit  den  BediBgungen  (38)  des  Systems  yertraglich.  sind,  und 
bei  welcten  das  System  zur  Z&lt  t0  und  #ur  Zeit  tt  dieselben  Lagen  A^ 
resp.  A1?  einnimmt  wie  bei  der  wirJdicJien  IBewegung. 

Unter  all  diesen  zulassigen  Bewegungen  soil  diejenige  bestimmt 
warden,  bei  welcber  das  Hamilton'sche  Integral 


to 

den  Hemsten  Wert  annimmt. 

tJlber  die  Funktionen  ya)  U,  xv,  yv)  zv  werden  die  der  allgemeinen 
Theorie  entsprechenden  Stetigkeitsannabmen  gemackt. 

J)  Wegen  der  Literatur  vgl   EncyMopadie  IV  1  (Vofi),  Nr.  42. 
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Wir  haben  ein  Lagrange'scnes  Problem  mit  endlienen  Bedin- 
gungsgleichungen  und  festen  Endpunkten  vor  nns,  und  zwar  ein 
Funkti  on  en- Problem  (^-Problem) ;  kein  Kurvenproblem,  da  wir  es 
mit  einer  ganz  bestimmten  unabblngigen  Variabeln,  der  Zeit,  zu  tun 
naben.  Da  hier 


so  lanten  die  Differentialgleichungen  des  Problems 


Das  sind  aber,  wie  in  der  Mechanik  gezeigt  wird,1)  die  Drfferen- 
tialgleichungen  der  wirklichen  Bewegung  des  Systems  unter  der  Ein- 
wirkung  der  gegebenen  Kraffce. 

Die  wirldiclie  Bewegung  des  Systems  erfullt  also  die  erste  not- 
wendige  JBedingung  fur  ein  Minimum  des  Integrals 

+  U}dt 

in  Bewehung  auf  die  Gesamtheit  derjenigen  Bewegungen,  welche  den  Bedin- 
gungen  des  Systems  geniigen,  und  lei  welchen  das  System  zur  Zeit  tQ  und 
0ur  Zeit  ^  dieselben  Lagen  einnimmt,  wie  bei  der  wirJckcJien  Bewegung 
Lassen  sich  die  Bedingungen  (38)  in  der  Weise  allgemem  anf- 
16sen?  dafi  man  die  3n  Koordinaten  xvJ  yv)  %v  als  eindeutige  Pnnk- 
tionen  von  r  ===  3n  —  m  unabhangigen  GrroBen  gl;  &;-.-,,  qr  nnd  t 
ausdriickt,  so  lafit  sich  die  Aufgabe  anf  ein  Problem  ohne  Neben- 
bedingungen  zuruckfuhren,  Grehen  namlich  die  Fnnktionen  T  und  JJ 
durch  Eiofiihrung  der  ^allgemeinen  Koordinaten^  Qlyq2,  *  .  .,  qr  tiber  in 


&,  ...,q,,  0, 
so  ist  unsere  Aufgabe  aquivalent  mit  der  Aufgabe;  das  Integral 


1)  Ygl.  z   B.  APPELL,  2Va*te'  £?e  Mecanique  rationelle,  Bd.  II  (1896),  p.  322. 
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okne  Nebenbedingungen  zu  einem  Minimum  zu  macben,  woraas  sicb 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  Form 


„ _     o, 

ergeben. 

e)  Beispiel  XXIV:  Die  Jaeobi'sclie  Form  des  Prinzips  der 
kleinsten  Aktion:1) 

Es  sei  wie  im  vorigen  Beispiel  em  System  yon  n  materiellen 
Punkten  gegeben,  welche  m  Bedingungsgleicbungen  unterworfen  sind: 

und  auf  welche  gegebene  Krafte  wirken,  welcbe  eine  Kraftefunktion  U 
besitzen. 

Dartiber  binaus  machen  wir  jetzt  aber  die  weitere  Aanahme.,  daB 
sowohl  die  BedingungsgleicJmngen  als  die  Kraftefunktion  die  Zeit  t  nicht 
explizite  enfhalten.  Wir  benutzen  dieselbe  Bezeicbnung  wie  unter  d), 
insbesondere  sollen  AQ  und  A±  wieder  die  Anfangs-  und  Endlage  bei 
der  wirklichen  Bewegung  bezeichnen. 

Unter    einer    mit    den   Bedingungen    des   Systems   vertraglichen 

aw  yerstehen  wir  irgend  eine  Kurve 

im  3^-dimensionalen  Raum  der  Variabeln  rv,  yv,  0r)  dargestellt  durch 
einen  beliebigen  Parameter  v}  welche  den  Bedingungen  (38)  fur  be- 
liebige  Werte  von  r  gendgt.  Nunmehr  betrachten  wir  das  folgende 
Vanationsproblem : 

Unter  alien  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vertrdgliclien  Bahnen, 
welche  das  System  aus  der  Anfangslage  AQ  in  die  Endlage  Al  fuliren, 
dvejenige  zw  bestimmen,  welche  fur  das  ^Aktionsintegral" 


dm  Jclemsten  Wert  liefert 

Dabei  ist  li  eine  Konstante;  die  ftir  alle  zulassigen  Kurven  den.- 
selben  Wert  h.at?  und  die  Akzente  bedeuten  Differentiation  nach  t. 

Dies  ist  ein  Lagrarige'scnes  Problem  in  Parameterdarstellung 
mit  endlicbenlsfebenbedingungen  und  festen  Endpunkten.  Wir  scbreiben 
zur  Abkurzunsf  ^, 


a)  Vgl.  JACOBI,  Werke,  Suppl  p.  43 ;  auch  APPELL,  Traite  de  Mecanique,  Bd.  II, 
p.  426;  ferner  die  auf  p.  586,  Fuflnote  8),  angegebene  Literatur,  sowie  die  Ubungs- 
aufgaben  Nr.  9—14  zu  Kapitel  V. 
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Dann  1st 


also  lauten  die  Differentialgleicliungen  des  Problems 

v       XT    a^ 


und  zwei  analoge  Gleichungen  fur  yv9  #3  Diese  3n  Differential- 
gleicliungen  sind  aber  nacb.  §  70;  d)  nicnt  ronemander  unabhangig 
und  wir  konnen  erne  beliebige  ^Zusatzgleicbung"  *)  liinzufugen,  was 
nait  einer  speziellen  Wabl  des  Parameters  gleicbbedeutend  ist.  Wir 
wahlen  diese  Zusatzgleichung  folgendermaBen 


und  bezeickaen  den  ausgezeichneten  Parameter,  fur  welcben  dieselbe 
statt  hat,  mit  t.  Darin  geben  die  Differentialgleicbungen  des  Problems 
in  die  Differentialgleichungen  (39)  uber;  d.  n.  also  in  die  Dijfferential- 
gleichungen  der  Bewegung,  welcte  das  System  unter  der  Einwirkung 
der  gegebenen  Kraffce  wirklicli  ausfiilirt. 

Die  Sahn  des  Systems  lei  der  wirJclichen  Bewegung  ist  also  erne 
JExtremale  fur  das  dbige  VariationsproUem. 

Zwischen  einem  beliebigen  Parameter  t  und  dem  ausgezeiebneten 
Parameter  t,  weleher  der  Zeit  im  mechanischen  Problem  entspricht, 
folgt  aus  (40)  die  Beziehung 


Das  Claarakteristiscne  des  Prinzips  der  kleinsten  Aktion  in  dieser 
Form  besteht  darin;  da8  die  Zeit  darin  gar  nicht  yorkommt.  Hat 
man  mittels  desselben  die  Bahn  des  Systems  mit  einem  beliebigen 
Parameter  t  bestimmt,  so  kann  man  nachtraglich,  wenn  man  sicli 
dafur  interessiert,  die  Zeit  durch  die  Quadratur  (41)  erhalten. 

Auch  hier  kann  man  wieder  ?;allgemeine  Eoordinaten"  21?  22, . . .,  #r 
einfuhren  und  erhalt  dann  eine  ahnliche  Modifikation  des  Satzes  wie 
beim  Hamilton'scken  Prinzip. 


')  Vgl  §  26,  a)  und  §  70,  d). 

Bolasa,  Variationsrectinung  36 
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§  69.     Bie  Multiplikatorenregel  fiir  den  Fall  von  Differential- 
gleiclmngen  als  Nebenbedingungen.1) 

Der  Beweis  der  Multiplikatorenregel  ist  wesentlich  sehwieriger 
in  dem  Fall,  wo  die  Nebenbedingungen  (5),  wenigstens  zum  Teil, 
die  Ableitungen  y'.  enthalten.  Wir  betrachten  zun'achst  den  einfacheren 
Fall,  wo  samtliche  Nebenbedingungen  ^fferentialgleichungen  sind. 

Wir  machen  dabei  iiber  die  Kurye  (£0  dieselben  Voraussetzungen 
wie  in  §  68,  nnr  daB  jetzt  an  Btelle  der  endlichen  Gleicltungen  (21)  die 
Dijfferentialgleiclitingen 

treten^  nnd  daB   die  Voranssetzung  (22)   durch  die  Annahme  zu  er- 
setzen  ist,  daB  mindestens  eine  Determinante  mten  Grades  der  Matrix 

/5-l,2,...,w,    (43) 
entlang  @0  Yon  Null  verschieden  ist,2)  etwa 

+  0.  (44) 


Von  den  Funktionen  9^  wird  vorausgesetzt^  daB  sie  in  demselben 
Bereich  ^  wie  die  Funktion  f  von  der  JEQasse  Gr"  sind. 
a)  Herstellung  einer  Scliar  von  zulassigen  Variationen: 
Dazu   wanlen   wir   zunacnst    (m  +  1)    Systeme    von   je    (n  —  m) 
Funktionen3) 


Yon  der  Klasse  C"7  welche  in  xl  nnd  %2  YerscHwinden: 

0, 

(       } 


sonst  aber  willkiirlicli  sind. 
Sodann  definieren  wir 


x)  Im  wesenthchen  nacli  HILBERT,  Gottinger  Nachrichten  1906  -and 
Mathematiscke  Annalen,  Bd  LXII  (1906),  p.  351.  Vgl.  auch  die  lustorisclie 
SMzze  am  Ende  dieses  Paragraphen,  sowie  BOLZA,  Mathematische  AunalenT 
Bd.  LX1V  (1907),  p  870. 

*)  Diese  Yoraussetzung  lafit  sich  dnrch  die  schwachere  ersetzen,  dafiinjedem 
Punkt  von  @0  mindestens  eine  Determinante  mten  Grades  der  Matrix  (43)  von  Null 
verschieden  ist,  vgl.  HAHN,  Mathematiscne  Annalen^  Bd.  LVIII (1903),  p.  161, 

8)  Man  beachte  die  im  Eingang  von  §  68  getroffenen  Verabredungen  uber 
die  Bezeichnnng,  die  auch  Mer  in  Kraft  bleiben. 
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sodaB  also       ^^  ^  ^  _      ;  Q)  _  ^^    ^    ^^  (4g) 

und 

F«+r(Oi,  ^  «!>•'•,  *  J-ffm  +  rO»l)>      F^rfe*  £>  *I>  •  •  •;  O==*Wr(^)        (47) 

fur  alle  Werte  der  £.     Ferner  ist 

%*  -  fl.+r,  ^f  =  <+,  -  (48) 

Nunmehr  stellen  wir  nns  die  Aufgabe,  das  System  von  m  Differen- 
tialgleichungen 

9pfa  1tl>  '  '  '>  Vm>  Yn  +  l>  •  •  •>  ^  ^1?  -  '  •>  »«i   ^4-l>  •  •  •>  rO  ^  °? 

o         i     9  ^ 

P  —  1,  4  .  .  .  ,  m 
naeh  «/1?  z/2?  .  .  .,  ym  aufzulosen. 

Dieses  Differentialgleidningssystem  enthalt  die  GrroJBen  £,  £1;..  .,em 
als  konstante  Parameter.  Fur  das  spezielle  Wertsystem:  £=0,  ^==0,.,  , 
sm  =  0  derselben  kermen  wir  nacli  (42)  erne  L6sung?  namlich 

ya=y*(x)- 

Sowolil  die  linken  Seiten  der  Differentialgleicliuiagen  (49)  als 
Funktionen  von  x,  y^  .  .  ,  y^9  <y[,  .  .  .,  y'm,  e,elf...,  em,  als  auch  die 
Funktionen  j^(#)  besitzen  die  in  dem  Existenztheorem1)  von  §  245  e) 
vorausgesetzten  Eigenschaften,  wobei  besonders  von  der  Voraussetzung 
(44)  Grebrauch  zu  machen  ist.  Daraus  folgt  die  Existenz  eines  Losungs- 
systems  <u  =  Y  (x  e  s  e  } 

Ma        JLaV[/y  fc;  bi)  '  -  -j  sm) 

von  folgenden  Eigenseliaffcen: 

1.  Die  Funktionen  Ya)  ihre  ersten  Ableitungen^  sowie  die  Ab- 
leitungen  &2YJde8x,  82YJd£^3x  sind  stetig  in  dem  Bereich 


wofern  die  positive  GroBe  d  hinreichend  klein  gewahlt  wird. 

2.  Die  Funktionen  Ya  genugen  fiir  alle  hinreichend  kleinen  Wert- 
systeme  der  s  den  m  Differentialgleichungen 

9,<,(*,rt,...,rn,r1',...,rB)-o.  (so) 

3.  Es  ist 


J)  Und  zwar  in  der  speziellen,  am  Ende  von  §  24,  e)  erwahnten  Fassung, 
bei  welchei  in  der  dortigen  Bezeichnung  ix  =  ij.  Bei  Anwendung  des  Satzes 
hat  man  eine  ganz  ahnliche  Yorbetrachtung  anzustellen  -wie  aufp.  550,  Fufinote  x). 

36* 
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4  Es  ist 

•*a(^l7  £)  £1?  '     •;  £m)  ====  2/aC^l)  (52) 

fiir  alle  hinreicbend  kleinen  Wertsysteme  der  e. 

Fiir  jedes  hinreichend  Heine  Wertsystem  der  GrroBen  s, 
welcb.es  den  m  Grleichungen 

gentigt;  stellen  daher  die  Grleicbungen 

eine  zulassige  Variation  der  Starve  @0  dar. 

b)  Die  Eilbert'sclien  konstanten  Multiplikatoren  I: 
Bezeichnen  wir  daher  mit  /(s,  «!,...,  £m)  das  Integral 

so  muB  die  Funktion  J(s,  sl9  •  •  •>  sm}  fur  £  «  0;  ^  =  0,  •  -  -?  5m  «  0 
ein  Minimum  mit  den  m  Nebenbedingungen  (53)  besitzen.  Dahe^muB 
es  nach  §  67  m  +  1  Konstanten  Z0;  \,  .  .,  lm  geben,  die  niobt  alle 
gleich  Null  sind,  derart  dafi  gleichzeitig  die  folgenden  m  +  1  Glei- 
chungen  bestelien: 


wobei  der  Index  0  andeutet,  da8  naeh.  Ausfiihrung  der  Differentiation 
alle  s  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

Fiir  unsere  weiteren  Sclilusse  ist  es  nunmehr  von  der  grofiten 
Wichtigkeit,  zu  untersuchen,  wie  weit  die  Faktoren  2  yon  der  Wahl 
der  Funktionen  i?w+r,  i^+r  abbangen.  Schreiben  wir  zur  Abkiirzung 

/a  r  («,«,»,    .,  o\        /N     /^r  fa*  s,  «,,  .  .  .,  «  \ 

(-^-TF  -  ^-'-frO'     (-^—  ^~^)r  ^(,),   (57) 

so  folgt  aus  (52)  durch    Differentiation  nach   s,  reap.   ^  und  nach- 
heriges  Nullsetzen  der  «: 


und  ebenso  aus  (50),  unter  Benutzung  von  (48): 
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wobei  wegen  (46)  und  (51)  die  Argumente  der  Ableitungen  von  tpa  sind  : 

x,  y±(x],  .  .  .,  yn(x),  yi'(0),  .  .  .,  yZ(x). 

Die  Gleichungen  (59)  fur  einen  gegebenen  oberen  Index  ]3  und 
fur  <%  =  1,  2,  •  •  j  m  lassen  sich,  nachdem  die  Funktionen  ?/^+1?  *  •  •>  ^ 
sfewahlt  sind,  als  ein  System  von  m  Differentialgleichungen  fur  die 
Funktionen  ^7  .  .  .;  ifm  au£fassen;  und  zwar  sind  diese  m  Funktionen 
wegen  (44)  durch  die  m  Differentialgleichungen  zusaminen  rait  den 
m  Anfangsbedingungen 


vollstandig  bestimmt.  Obgleich  also  die  Funktionen  Ya(x?  e,  £1?  .  .  .,  5m) 
sellost  von  der  Wahl  der  samtlichen  (m  +  1)  (n  —  •  m)  Funktionen: 
fnm+r(%)>  ^OT+rO*0  abh'angen,  so  sind  doct.  die  Funktionen  ^(x)  nur 
von  der  Wahl  der  n  —  m  Funktionen  ^+r(X)  m^  demselben  oberen 
Index  ft  atihangig.  Ebenso  sind  die  Funktionen  ya(x)  nur  von  der 
Wahl  der  n  —  m  Funktionen  ym+r(x)  abhangig. 
Da  ferner 


(O\  T  \ 
75  —  )  nur  von  der  Wahl  der  Funk- 
y° 

tionen  ^m_^r(x)  mit  dem  oberen  Index  j8  abhangig  ist. 

Fur  die  weitere  Diskussion  des  Grleichungssystems  (56)  setzen  wir 
jetzt  zunachst  voraus;  daB  die  (n  —  m)m  Funktionen  ^t+r  so  gewahlt 
werdeu  konnen,  daB  mindestens  eine  der  m  +  1  Determmanten  mten 
Grades,  die  sich  aus  dem  Koeffizientensystem  der  Gleichungen  (56) 
bilden  lassen,  von  Null  verschieden  ist.  Alsdann  bestimmen.  diese 
Gleichungen  die  Verhaltnisse  10  :  ^  :  •  •  •:  lm  eindeutig,  und  zwar  sind 
diese  Verhaltnisse  von  der  Wahl  der  n  —  m  Funktionen  tyn+r(#)  un- 
abhangig  und  gentigen  dann  im  Fall  eines  Extremums  stets  aucli  dei 
Gleichung  (55). 

Sind  dagegen  jene  Determmanten  wter  Ordnung  samtlich  gleict 
Null,  wie  auch  die  Funktionen  ^+r  gewahlt  sein  mogen,  so  rnoge 
p  der  Rang  des  Koeffizientensystems  der  Gleichungen  (56)  sein  in  dem 
Sinn,  daB  alle  Determmanten  (p  +  l)ten  Grades  verschwinden,  und 
zwar  ftir  jed^e  Wahl  der  Funktionen  ij£+r,  wahrend  es  moglicl: 
sein  soll;  diese  Funktionen  so  zu  waller^  daB  mindestens  eine  Deter 
minante  jpten  Grades  von  Null  verschieden  ist  Alsdann  konnen  wi] 
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jp  der  Grleichungen  (56)  —  es  seien  z.  B.  die  p  ersten  —  naeh  p  der 
(JroBen  I  auflosen  und  erlialten  die  letzteren  als  homogene  lineare 
Funktionen  der  ubrigen  m  +  1  —  p  GrroBen  I  rait  Koeffizienten,  die 
sowohl  von  der  Wahl  der  Funfctionen  i?7ft+r  als  von  der  Wahl  der 
Funktiorien  ^_{_r  mit  dem  oberen  Index  j»  +  1>  JP  +  2;  •  •  ,  m  unab- 
hangig  sind,  Jedes  so  erhaltene  Wertsystem  Z0)  llt  .  ,7  lm  geniigt  dann 
zugleich.  den  iibrigen  m  —  p  der  Gleicliungen  (56),  und  zwar  wie  man 
aucL.  die  Funktionen  i?j^+r  mit  dem  obern  Index  p  +  1^  p-{-2?  •  -  •,  m 
wahlen  mag.  Daraus  folgt  aber;  dafi  diese  Werte  der  I  zugleich  auch 
der  Gleichung  (55)  geniigen,  da  man  ja  z,  B.  yj^*+r  =  ^m_t_r  wahlen  kann. 
Das  Resultat  dieser  Betrachtioig  1st,  dafi  es  stets  moglich  ist, 
m  +  1  numensche  Konstanten  10711?  •  *  ,  lm  zu  bestimmen,  welche  nicht 
alle  gleieh  Null  sind?  und  welche  von  der  Wahl  der  n  —  m  Funktionen 
rim+r  unabhangig  sind;  derart  daB  die  Grleictung  (55)  gilt7  und  zwar 
fiir  jede  Wahl  der  Funktionen 


c)  Die  Lagrange'sclien  Multiplikatoren  A; 

Urn  aus  dem  letzten  Resultat  weitere  Schltisse  zu  ziehen,  kom- 
binieren  wir  die  Gleichung  (55)  mit  den  m  Relationen  (58);  indem 
wir  die  letzteren  nach  LAGORANGE  der  Reihe  nach  mit  unbestimmten 
Funktionen  AI(%),  -  .  .,  Am(ft)  multiplizieren,  dann  zwischen  den  Grenzen 
%i  und  #2  integrieren  und  schlieBlich  zu  (55)  addieren.  Setzen  wir 


so  erhaltea  wir  auf  diese  Weise 


ff  >?.')  **  +^IA(^)  -  o.          (60) 


Das  Integral  transformieren  wir  in  der  bekannten  Weise  durch 
partielle  Integration  und  beachten  dabei;  daB  s'amtliche  Funktionen 
*li(x)  in  x±  und  uberdies  die  Funktionen  vjm+,(x)  auch  in  #2  verschwin- 
den;  so  kommt: 


Nunmehr  bestimmen  wir  die  m  Funktionen  Aa  durch  die  m  Diffe- 
reEtialgleictu  ngen 

3F        d   2F      n  .      "  /M. 

~*Z  >        «-l,2,-..,m;     (62) 
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und  die  m  Anfangsbedingungen 

Schreibt  man  die  Differentialgleicliungen  (62)  aus,  so  sieht  man, 
daB  dieselben  ein  System  von  m  linearen  Differentialgleicliungen  in 
AD  •  •  •;  ^m  darstellen,  and  daB  die  Determinante  der  Koeffizienten  der 
Ableitungen  Al?  .  .  .,  Afm  mit  der  im  ganzen  Intervall  [a?^]  von  Null 
verscliiedenen  Funktionaldetermiaante  (44)  identiscli  ist.  Ferner  lauten 
die  Gleiclmngen  (63)  ausgeschrieben 

"-0;  (64) 

dieselben  lassen  sich  also  wegen  der  Voraussetzung  (44)  eindeutig 
nach  den  m  Anfangswerten  A^(a;2)  auflosen  Aus  alledern  folgt  nach. 
den  Existenztheoremen  *)  fur  Systeme  linearer  Differentialgleichungen, 
daB  es  ein  den  Differentialgleichungen  (62)  und  den  Anfangsbedin- 
gungen (63)  geniigendes  Funktionensystem  l^(x)  gibt;  welches  im 
Intervall  [^^l  von  ^er  Klasse  C'  ist  Zugleich  folgt  aus  den  uber  die 
Konstanten  I  gefundenen  Resultaten,  daB  auch  die  Funktionen  A^(^) 
von  der  Wahl  der  Funktionen  Tf]m+r  unabhangig  sind. 

Setzen  wir  die  so  bestimmten  Funktionen  1$  in  die  Grleichung 
(61)  ein,  so  geht  dieselbe  fiber  in 

-^^V*  =  °-  (61  a) 


Da  diese  Gleichung  fur  alle  Funktionen  ^w+r  der  Klasse  C"}  welclie 
in  beiden  Endpunkten  verschwinden,  gelten  mufi^  so  folgt  aus  dem 
Fundamentallemma2)  der  Variationsrecknung;  daB 

^J?T          d      3  F          /-v  -«o  //^K\ 
— .  _. —  =  0.        r  =  1.  2  -  •  -,  n  —  m,     (65) 

8y,iH.r         dx  dVm  +  r  '  '  ^       ' 

1st  Z0  4=  03  so  konnen  wir;  da  nur  die  Verhaltnisse  der  GroJBen  I 
bestimmt  sind,  Z0  «=»  1  setzen  und  haben  dann  in  den  Gleictungen  (62) 
und  (65)  die  Euler-Lagrange'sahe  Multiplikatorenregel  in  der  m 
§  66  gegebenen  Form  vor  uns 

Ist  dagegen  Z0  =  0;  so  liegt  ein  Ausnalimefall  vor,  mit  dem  wir 
uns  im  nachsten  Absatz  zu  beschaftigen  haben  werden. 


x)  Ygl  lEncyklopad'ie,  II  A  4  a  (PAINLEVI&),  Ni.  5  und  PICARD,  TraiU  d?  Ana- 
lyse, Bd.  Ill  (1896),  p.  91,  92 
a)  Ygl   p  25,  FuBnote  5) 
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In  beiden  Fallen  nennen  wir  eine  Kurve  @0;  welclier  siob.  erne 
Konstante  Z0~  1  oder  0  und  m  Funktionen  k#(x)  der  Klasse  Cf  zu- 
ordnen  lassen,  so  dafi  far  das  Funktionensystem  yt(x),  ^(^)  die 
Differentialgleichungen  (42),  (62)  imd  (65)  bestehen,  eine  Extremale 
far  das  vorgelegte  Yariationsproblem.1) 

d)  Noraales  nnd  anormales  Veriialten  der  Extremalen: 

Wenn  Z0=  0,  so  lauten  die  DifTerentialgleichungen  (62)  und  (65) 

o.       *-!,*,    .  ,*.     (66) 
^     J 


dy.       dx    ?  oy 

Zugleicli  folgt,  da  dann  sicher  nicht  alie  Konstanten  ZA,  ?s,  .  ,  lm  gleich 
Null  sind,  dafi  nicht  alle  aus  (64)  bestimmten  Endwerte  ^  (ojg)  gleich  Null  sein 
konnen,  und  daher  konnen  aucli  niekt  alle  Funktionen  ^  (x)  im  Intervall  [x^  os^] 
identisch  verschwinden  Somit  kann  der  Ausnahmefall  ?0  ==  0  nur  dann  em- 
treten,  wenn  es  m  nlcht  Identisch  verschwindende  Funktionen  %p(x)  gibt,  welche 
gleichzeitig  den  %  >  m  homogeneri  linearen  DifferentialgleichungeE  (66)  genugea. 

Wie  die  weitere  Entwicklung  zeigen  wird,  exweist  es  sicli  nun  als  zweck- 
mafiig,  bei  der  Multiplikatorenregel  statt  der  scheinbar  naturgemaBeren  Fall- 
unteischeidung  :  ?0  ==  0  oder  =4=  0  <&&  folgenden  beiden  Falle  zu  unterscheiden: 

Wir  sagen  mit  HAHNS),  die  Extremale  (£0  verhalte  sich  anormal  im  Inter- 
vail  [#!#$.]>  w^n31  fts  (mindestens)  ein  System  von  m  Funktionen  lp  (#)  von  der 
Klasse  Cf  gibt,  welche  niclit  alle  in  [a^  %%]  identiach  verschwinden,,  und  welche 
gleichzeitig  den  n  Differentialgleichungen  (66)  genugen.  Im  entgegengesetzten 
Fall  sagen  *wir,  die  Extremale  (S0  verhalte  sich  inx  Intervall  [sc^se^l  normal. 

Fur  den  Fall  des  normalen  Verhaltens  gelten  nun  eine  Reihe  wichtiger 
Zusatze  zur  Multiplikatorenregel. 


a)  Beispiele  folgen  in  §  70,   Ifbungsaufgaben  am  Ende  von  Kap.  XIII,  und 
zwar  Nr.  2,  4,  8. 

*)  Matheniatische  Annalen,  Bd.  LVIII  (1903),  p  152  Die  Unterschei- 
dung  kommt  ubrigens  schon  in  der  grundlegenden  Arbeit  von  A.  MAYER  vor^ 
Matheniatische  Annalen,  Bd  XXVI  (1886),  p  79  und  spielt  auch  in  den 
Untersuchungen  v.  ESCHEKICH'S  uber  die  zweite  Variation  eine  wichtige  Rolle 
(Wiener  Benchte,  Bd.  VIII  (1899),  p.  1290).  Beim  emfachsten  isoperimetri- 
schen  Problem  ist  das  anormale  Verhalten  der  Extremalen  (g0  damit  identisch, 
daB  @0  zugleich  Extremale  fur  das  Integral  K  ist,  vgl  p.  460,  insbesondere  FuJB- 
aote  1).  Analog  laJBt  sich  das  anormale  Verhalten  im  allgemeinen  Fall  dahin 
charakterisieren,  dafi  alsdann  die  Kurve  @0  zugleich  Extremale  fur  die  n  Mayer '- 
schen  Probleme  ist,  welche  den  w  Differentialgleichungen  (5)  zugeordnet  sind, 
vgl.  §  70.,  c)  Eine  Losung  der  allgemeinen,  hier  vorliegenclen  Aufgabe,  die  not- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafur  anzugeben,  dafi  ein  System  von 
n  >  m  homogenea  linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  m  unbe- 
iannten  Funktionen  eine  nicht  identisch  verschwindende  Losung  besitzt,  hat 
SCHLESINGER  gegeben  (briefliche  Mitteilung,  noch  nicht  publiziert). 
Hierzu  die  Ubungsaufgabe  Nr.  8  am  Ende  von  Kap.  XIII. 
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Dazu  mussen  wir  noch  etwas  naher  auf  die  unter  b)  gegebene  Diskussion 
des  Gleichangssystems  (56)  fur  die  GrdBen  I  eingehen,*das  wir  unter  Benutzung 
der  Bezeicliming  (57)  auch  sckreiben  konnen 

0-  (66a) 

In  dem  era  ten  der  dort  untersehiedenen  Falle  (p  =  m)  ist  nun  entweder 
die  Determinante 


von  Null  verscMeden;  dann  konnen  wir  nach  Zx,  1%,  .  .,  lm  auflosen,  und  Z0,  welclies 
willkiirlich  bleibt,  muB  von  Null  verschieden  gewaHt  werden,  damit  nicht  alle  I 
verschwinden.  Oder  aber  diese  Determinante  ist  gleich  Null;  dann  ergibt  die 
Anfldsung  des  Gleidaungssystems-  ?0  =  0 

In  dem  zweiten  Fall  (p<^m)  konnen  wir  den  Gleichungen  (5  6  a)  atets 
durch  em  Wertaystem  der  I  genugen,  in  welchem  1Q  =  0,  wahrend  die  ubrigen  la 
nicht  samtlicb.  verschwinden. 

Hieraus  folgt  aber: 

Zusatz  J1):  Verhatt  stch  die  Esctremale  @0  normal  ^m  Intervall  [^ajj],  so 
lassen  sick  die  Furiktionen  ^4  +  r  so  wahlen,  daft  die  Determ^nante 

!€(^)|4=0,  (67) 

und  dalier  ist  in  diesem  Fall  stets 


AUB  (67)  folgt  nacli  dem  Satz  iiber  implizite  Funktionen,  daB  im  Fall  des 
normalen  Yerhaltens  die  Gleichungen  (53)  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 
s  ==  o,  ^  =  0,  .  .  ,  sm  =  0  eindeutig  nach  %,  ss,  .  .,  sm  auflosen  lassen,  woraus  die 
Existenz  einer  einparametrigen  ScJiar  von  zulassigen  Vanatzonen 

y^  =  y^(x,£) 

folgt. 

Zusatz  II:  Verhalt  sich  die  Extremale  (£a  normal  tm  Intervall  [^xj,  so 
gibt  es  nur  ein  einziges  System  von  MufaphJcatoren  l^. 

Denn  gabe  es  zwei  verschiedene  Systeme  Z^  und  /L^,  so  daB  also  gleich- 
zeitig 

o  3^        d  dF  __ 

-^  ~~~ 


wo:  Fsssf-\-  ^hgcpj,  so  wurde  durch  Subtraktion  folgen 


was  mit  der  Yoraussetzung,  daB  ®0  sich  normal  verhalt,  im  "Widerspruch  steht. 


Auf  anderem  Wege  bewiesen  von  HAHN,  loc.  cit.  p.  155. 
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Hierans  folgt,  daB  bei  normalem  Verhalten  von  @0  die  Multiplikatoren  la 
von  der  Wahl  der  Funktionen  ffm^r  unabhangig  sind. 

e)  Historisclies: 

Die  Multiplikatorenregel  1st  zuerst  YOU  EULER  l)  dureh  eine  schaifsinnige, 
aber  ziemlich  komplizierte  Infinitesirnalbetrachtung  ftir  den  speziellen  Fall  ge- 
funden  worden,  wo  das  Integral 


l 

mit  der  Hebenbedingung 

vf^g(xtv,y,y',...,'y(n^ 

zu  einem  Extremum  zu  machen  ist 

Den  allgemeinen  Satz  hat  zuerst  LAGRANGES)  bewiesen  mit  Hilfe  seines  8- 
Algorithmus  und  seiner  partiellen  Integration.  Er  schliefit  folgendermaBen  •  Da 
die  Kurve  @0  das  Integral  J"  zu  einem  Extremum  maclien  soil,  so  muB  ^J"=0 
sein;  daneben  miissen  die  G-leichnngen  ^9^  =  0  erfullt  sein,  d  h.  es  muasen 
gleichzeitig  die  Gleichungen  (32)  und  (58)  bestehen,  wenn  unter  ^  die  dnrch 
die  Gleichungen  ^  =  8%  definieiten  Funktionen  verstanden  ^rerden.8)  Hieraus 
wird  dann  wie  oben  in  §  68,  b)  mit  Hilfe  der  unbestimmten  Multiplikatoren  und 
durch.  Anwendung  der  partiellen  Integration  die  Gleichung  (35)  abgeleitet. 

Nunmehr  wixd  weiter  geschlossen  Die  Gleichung  (32),  und  daher  auch  (35),muB 
fiir  alle  Funktionen  77^  eifullt  sein,  welche  in  xl  und  x%  verschwinden  und  den 
Belationen  (58)  genugen.  Von  den  n  Funktionen  ^  konnen  wir  aber  die  n  —  m 
letzten  •willkurlich  annehmen  und  die  iibrigen  dann  aus  den  Differ  entialgleichungen 
(58)  bestimmen  Dann  werden  die  Multiplikatoren  ^  so  gewahlt,  dafi  sie  den 
m  Differentialgleichungen  (62)  genugen,  wodurch  sich  die  Gleichung  (35)  auf  die 
Gleiehung  (61  a)  reduziert  Aus  dieser  folgen  dann  wegen  der  angeblichen  Will- 
kurlichkeit  der  Funktionen  rim+r  die  Differentialgleichungen  (65). 

Der  Beweis  enthalt  jedoch  wesentliche  Lucken. 

Zun^chst  ist  die  Behauptung,  dafi  die  Funktionen  ?}m+r  willkiirlich  gewahlt 
werden  konnen  (abgesehen  von  der  Bedingung,  da#  sie  in  xt  und  #s  verschwinden 
mxissen)  nur  dann  richtig,  wenn  die  samtlichen  G-leichungen  (5)  endliche  Glei- 
chungen sind,  oder  aber,  wenn  die  Endwerte  der  Funktionen  <ya  in  x2  willkurlich 
bleiben.  Wenn  dagegen  die  Gleichungen  (5),  wie  wir  hier  voiausgesetzt  haben, 
DijBFerentialgleichungen  sind  und  die  Endpunkte  fest  sind,  so  kann  man  zwar, 
nachdeni  man  die  Funktionen  ^m  +  r  gewahlt  hat,  den  Funktionen  7?a  noch  vor- 
schreiben,  dafi  sie  in  x1  verschwinden  sollen.  Durch  diese  Anfangsbedingungen 

*)  Methodus  ^nven^endi  etc.  (1744)  p  119.  Ygl  auch  die  Darstellung  von 
KNESER  (Eneyldopadie  ,  II  A,  p  579,  und  ,yEuler  und  die  Vanat^onsrechnwlg{e1 
Abhandlungen  zur  Geachichte  der  mathematischen  Wissenschaften, 
Bd  XXV,  p.  28). 

2)  Oeuwes,  Bd.  I,  p.  S47,  350  -,  Bd.  X,  pp  414—4:21 

s)  Die  Funktionen  ^  haben  hier  also  eine  andere  Bedentung  als  unter  a) 
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und  die  Differ  entialgleichungen  (68)  sind  aber  die  Funktionen  <r\a  vollstandig  be- 
stimmt,  und  sie  werden  im  aUgemeinen  die  Bedingnng,  aucn  in  #2  zu  verschwinden, 
nicht  erfullen.  Und  damit  wird  der  ganze  Beweis  hinfallig. 

A  MAYEB1)  gebiihrt  das  Verdienst,  diesen  schwiexigen  Punkt  zuersfc  auf- 
geklart  zu.  haben.  Es  handelt  sich  darum,  analytisch  die  Bedingungen  zu  for- 
mulieren,  welche  den  n  —  m  Funktionen  i}m+r  auferlegt  werden  miissen,  damit 
die  durch  die  Differentialgleichungen  (58)  -and  die  Anf angsbedingungen  ^  (x^  =  0 
bestimmten  Funktionen  ria  auch  in  a?2  versclrsvinden. 

Dazu  multipliziert  Mayer  die  Differentialgleichungen  (58)  mit  neuen  un- 
bestimmten  Funktionen  va  von  oc,  integriert  zwischen  den  Grenzen  o^  und  £C2, 
wendet  die  bekannte  partielle  Integration  an  und  summiert  nach  a.  Das  Besultat  1st, 
wenn  man  beachtet,  da6  alle  Funktionen  %  in  x1  versckwinden  und  die  Funk- 
tionen /r\j  uberdies  in  a:l  * 


Es  sei  jetzt:  v\,  v\,    . .,  v7m  dasjenige  System  von  Losungen  der  m  homogenen 
linearen  Differentialgleiehungen 


welches  den  Anfangsbedingungen 

„,    s       |lfiJr(J  —  y 


geniigt     Alsdann  folgt 
wenn  wir  zur  Abkiirzung 


setzen.  Die  fraglichen  Bedmguiigen,  denen  die  Funktionen  ijm  +  r  zu  unterwerfen 
sind,  lauten  also  x 

+  rNm  +  rdx=s=0'>  7  =  1,2,         ,  «*       (68) 

Somit  braucht  die  Gleichung  (6  la)  nicht  fur  alle  Funktionen  ^OT^.r,  welche  in 
x±  und  rc2  versclrwinden  ,  erfullt  zu  sein,  wie  Lagrange  annahm,  sondern  nur 
fur  diejenigen,  die  den  m  Gleichungen  (68)  geniigen.  Damit  1st  die  Aufgabe  auf 
das  Fundamentallemma  2)  fur  isoperimetrische  Probleme  zuruckgefiihrt.  Aus  dem- 

*)  Mathematische  Annalen,  Bd.  XXYI  (1886),  p  74;  auf  eine  wesentlich 
andere  Art  hat  TURKSMA  dieselbe  Schwierigkeit  geldst  (Mathematische  AnnalenT 
Bd  XL  VII  (3896),  p  33 

*)  Vgl,  p,  462,  FuBnote  x). 
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selben  folgt,  wie  Mayer  weiter  zeigt,  als  Endresultat  die  Multiplikatorenregel, 
ireilich  mit  anderen  Multiplikatoren  als  den  Lagrange'scheu 

Der  Lagrange'scheBeweis  enthalt  aber  noch  eine  zweite,  weniger  an  der 
Oberflache  liegende  Lueke,  auf  die  wir  im  Fall  der  isoperirnetrischen  Probleme 
bereits  hingewiesen  haben.  Erinnert  man  sich  namlich  der  Bedeutung  des  Ya- 
riationsalgorithmua  (§  8),  so  erkennt  man,  dafi  derselbe  in  bezug  auf  das  Bestehen 
der  beiden  Gleichungen  (32)  und  (58)  nur  zu  folgendem  Kesultat  fuhrt.  Ist 

y^^y^(%,*)  (69> 

irgend  eine  Schar  von  zulassigen  Yariationen  der  Kurve  @0,  und  setzt  man 

=  V*  i  (7°) 


so  mussen  die  Funktionen  ^  die  Gleichungen  (32)  und  (58)  gleiehzeitig  befriedigen. 
Die  weitere  FolgeniD^,  daB  die  Gleichnug  (32)  fur  alle  in  ^  und  &2  versclimn- 
denden  Funktionen  r\^  welcbe  den  Differentialgleichungen  (58)  geniigen,  erfiillt 
sem  mu6,  entbehrt  aber  so  lange  der  Begrundung,  als  nicht  das  folgende  ,J£r- 
gan&ungsletnma<i  bewiesen  ist: 

1st  irgend  ein  System  von  Funhtionen  ^  gegeben,  wekJie  in  cc^  und  %s  ver- 
schwinden  und  den  Bedingungen  (58)  genugen,  so  gilt  es  allemal  eine  zugelionge 
ScJiar  wn  zulasstgen  Variationen  (69),  welche  mit  den  gegebenen  Funktionen  ^ 
durch  d^e  G-leiclmngen  (70)  verbwnden  s^nd 

Dieses  Erganzungslemma,  das  ubrigens  auch  fur  die  Behandlung  der  zweiten 
Yariataon  wicbtig  i&t,  ist  nun  in  der  Tat  nchtig,  wenigstens  wenn  die  Kurve  ®a 
sieh  normal  verhalt,  und  kann  im  AnscbluB  an  die  unter  a)  und  d)  gegebenen 
Entwicklungen  mit  Hilfe  von  Zusatz  I  leicht  bewiesen  werden  x) 

Diese  zweite  Liicke  ini  Lagrange'scben  Beweis  ist  eist  von  KNESERS)  und 
HiLBERT8)  ausgefullt  worden. 

Bei  den  bisber  besprochenen  Beweisen  -war  die  $xistenz  und  Stetigfteit  der 
zweiten  Alleitungen  der  FwnJ^onen  y^ofy  vorausgesetzt.  Eine  Modification  des 
Kneser'scken  Beweises,  bei  welcher  von  dieser  Voraussetzung  kern.  Gebraucb. 
gemacht  wird  und  nur  die  Existenz  und  Stetigkeit  dei  erst  en  Ableitungen  vor- 
ausgesetzt wird,  hat  EAHN^)  gegeben  in  Yerallgemeinerung  der  Du-Bois-Eey- 
mond'schen  Metbode  von  §  5,  c)  Wendet  man  auf  Gleicbung  (60)  statt  der 
Lagrange'scben  die  Du-Bois-Eeymond'scne  partielle  Integration  an,  so  erhalt 
man  an  Stelle  der  Gleichung  (61)  die  folgende5) 


J)  Ygl  den  entsprechenden  Satz  fur  isoperimetrische  Probleme,  p.  460,  und 
die  analogen  allgememett  Entwicklungen  von  HAHN,  MathematischeAnnalen, 
Bd.  LYIII  (1904),  pp  158—164 

*)  LeJirbueh  (1900),  §§  56,  59. 

s)  Ygl    das  Zitat  auf  p.  558,  FuBnote  *). 

4)  Monatshefte  fur  Mathematik  und  Pnysik,  Bd  XIY  (1902),  p.  325 

5)  Die  Funktionen  r\%  haben  Mer  "wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  unter  a) 
und  b). 
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JSTunmehr  kann  man  nach  einem  von  HAHK  bewiesenen  Hilfssatz  die  Funk- 
tionen  %p(x)  und  gleichzeitig  m  Konstanten  Ca  so  bestimmen,  daft 


Dadurch  gelit  die  Gleichung  (71)  uber  in 


woraus  nach  dem  Du-Bois-Reyinond'sdhen  Lenima  die  Multiplikatorenregel 
folgt,  und  zwar  ohne  Zuziehung1)  der  zweiten  Ableitungen  y". 

Weiter  folgt  dann,  ahnlieh  wie  in  §  5,  d),  die  Existenz  und  Stetigkeit  der 
Ableitungen  2/£'(#),  A£(o;)  in  alien  denjenigen  Punkten  dee  Interval!  es  [a^ajj],  in 
welehen  die  Determinante  JS(a?,  y,  y',  X)  von  §  72,  a)  von  Null  verschieden  ist. 

§  70.     Diverse  BemerkungeB.  zur  Multiplikatorenregel. 

Wir  kniipfen  an  den  vorangegangenen  Beweis  der  Multiplikatoren- 
xegel  in  diesem  Paragraphen  eine  Reike  YOU  Bemerkungen,  welche 
sich  meist  auf  Modifikationen  des  bisher  behandelten  Problems  beziehen 

a)  G-renzbediiigiiiigen  im  Fall  variabler  Eiidwerte  der  unbekanntea 
Punktionen:2) 

Wir  betracnten  bier  nur  den  einfacbsten  Fall  Yariabler  End- 
punkte,  wo  die  Grrenzen  x±  und  #2  gegeben  sind^  nicht  aber  die 
samtlichen  Endwerte  der  unbekannten  Funktiouen  y^.  Da  aucl.  in 
diesem  Fall  unter  der  Gresamtneit  der  zulassigen  Yariationen  der  als 
gefunden  vorausgesetzten  Losung  @0  stets  diejenigen  enthalten  sind, 
welche  die  Endpunkte  nicht  variieren,  so  folgt  zunachst,  daB  auch 
hier  die  Euler-Lagrange7schen  Differentialgleichungen  erftillt  sein 
miissen. 

Ftir  die  weitere  Diskussion  mufi  man  nun  unterscheiden^  ob  die- 
jenigen Funktionen  y^  deren  Endwerte  nicht  yorgeschrieben  sind,  zu 
den  Funktionen  y^  oder  zu  den  Funktionen  ym+r  gehorea. 

x)  Freilich.  ist  in  dem  unter  a)  bis  c)  durchgefiihrten  Beweis  nicht  nur  bei 
Anwendung  der  Lagrange'scnen  partiellen  Integration  auf  die  Gleichung  (60), 
sondern  auch  bei  der  Anwendung  des  JEinbettungssatzes  von  §  24,  e)  die  Bxistenz 
und  Stetigkeit  von  y"(x)  vorausgesetzt,  Doch  ist  zu  vermuten,  dafi  dieser  Satz 
auch  noch  richtig  bleibt,  wenn  man  in  der  dortigen  Bezeichnung  die  Voraus- 
setzung  der  Existenz  und  Stetigkeit  der  Ableitungen  dF^/dt  fallen  laBt,  womit 
dieser  Einwand  beseitigt  ware. 

2)  Fur  den  allgemeinsten  Fall  von  variabeln  Endpunkten,  wo  die  Koordi- 
naten  der  letzteren  einer  Anzalil  von  Belationen:  ^  (ylt  ,  .  .  .,  yn^  yia  ,  ,  yn%)  =a  0 
unterworfen  sind,  vgl  p  580,  Fufinote  3). 
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1.  Es  seien  alle  Endwerte  vorgeschrieben  mit  Ausnakme  des 
Wertes  von  yn  iin  Punkt  x^  Wir  waiilen  dann  die  Funktionen  ^ 
ebenso  wie  in*§  69,  a)  mit  der  emzigen  Ausnahme,  daB  wir  jetzt 


annehmen.     Dann  schlieBen  wir  genau   wie  fruiter  waiter;  die  letzte 
der  G-leichungen  (47)  lautet  dann 


Sonst  blerben  aHe  Schlusse  ungeandert  bestehen  bis  zur  Gleictung  (60) 
inMusive.  Erst  bei  der  Ausftihrung  der  partiellen  Integration  tritt 
eine  Anderung  ein,  insofern  in  GrleickuBg  (61)  anf  der  linken  Seite 

nun  nock  das  Glied 

dF  ** 


hinzuzufugen  1st  Bestimmt  man  daher  jetzt  wieder  die  Funktionen  ^ 
aus  den  Differentialgleichungen  (62)  mit  den  Anfangsbedingungen  (63); 
so  folgt  aus  der  yorangegangenen  Betrachtung  von  Variationen  mit 
festen  Endpunkten,  daB  gleichzeitig  die  Differentialgleichungen  (65) 
besteLen.  Daher  bleibt  auf  der  linken  Seite  von  (61)  gerade  nur  das 
obige  Zusatzglied  steben,  woraus  folgt;  daB 


sein  muB. 

2.  Sind  dagegen  alle  Endwerte  vorgesclirieben  mit  Ausnahme 
des  Wertes  von  ym  in  x2,  so  andern  wir  die  ursprtingliclie  Beweis- 
ftihrnng  dahm  ab?  daB  wir  jetzt  nur  m  GioBen  s  einfiiliren;  sodaB 


Dementsprechend   Mn^en  jetzt    auch    die   Funktionen    Ya    nur    von 
m  Grofien  ^  ab?  die  nunmehr  nur  m  —  1  Bedmgungsgleichungen 


a  «•  1,  2,  .  .   ,  m  —  1, 

unterworfen  sind  Durcli  dieselbe  SchluBweise  wie  in  §  69,  b)  erhalten 
wir  statt  der  Gleichungen  (55)  und  (56)  entsprechende  Qleichungen, 
die  sich  von  jenen  nur  dadurch  untersclieiden;  dafi  jetzt  die  Indizes 
a,  ft  nur  von  1  bis  m  —  1  laufen.  Indem  wir  in  der  frtiheren  Weise 
weiter  schlieBen,  erhalten  wir  an  Stelle  von  (60)  erne  GHeichung;  die 
auis  (60)  hervorgelit,  wenn  man  darin  lm  »  0  setzt.  Das  hat  zur 
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Folge,  daB  die  letzte  der  Gleichtmgen  (63)  jetzt  lautet 

3F  *,_  Q 

0J4 
Hierans  ergibt  sich  das  allgemeine  Resultat: 

Sind  die  Endw&rte  der  FunTdionen  yt,yt,»   ,yt    WK   Punkt  $2 

nicht    vorgesclirieben y    sondern    willkurlichj    so    hat    man    den  Euler- 
Lagrange'schen  Diff&rentialgleichungen  nock  die  ,,G-ren0gleichungen" 


o, 


•  0  (72) 


1st  dagegen  die  obere  Grenze  x%  mcht  vorgesclirieben,  wakrend  die 
saiatliclien  iibrigen  Koordinaten  der  beiden  Eudpunkte  gegeben  sind, 
so  lautet  die  37Grenzgleiclmng" 


wie  man  am  einfachsteii  durch  Ubergang  zur  Parameterdarstellung1)  zeigt. 
b)  Diskoutinuierliclie  Lbsungen: 

Wir  nelimen  jetzt  an,  erne  aus  zwei  Kiirven  del  Klasse  C"  : 

&<,'-  y<=»y<(«)» 

und  __ 

®o-         y«  —  y«(*)i 

zusammengesetzte  stetige  Kurve  lief  ere  ftir  das  Integral  J  ein  Extrernum  mit 
den  Nebenbedingungen  (5).  tJber  jede  der  beiden  Kurven  werden  die  Yoxans- 
setzungen  (42)  und  (44)  gemacht 

Dann  mufi  zunaclist  jede  der  beiden  Kurven  eine  JSxtremale  sein.  Wir 
nenmen  an,  dafi  die  Extreraale  (£0  sich  in  Beziehnng  auf  das  Intervall  [3^^] 
normal  verhalt,  und  ebenso  die  Extremale  @0  in  Beziehung  auf  das  Intervall 
[«0^].  Alsdann  Batiasea  im  Punkt  P0  die  folgenden  jEJckeribedingungen*)  er- 
fullt  sein  •  — 

*«+«(«.  j/i  y\  i)|°=-  JF.H.i(a,  y,  y',  i)|e,  (74) 

^(^y,  y',i)  -^Ffl+4(a!,  y,  y',  l)y;|8—  F(a>,  y,  y\  I)  -^J;  +  l(«,  y,  S',I)y,'|0, 

«  * 

wenn  ^,  resp.  1^,  die  zu  @01  reap,  (£0,  gehorigen  Multiplikatoren  bezeiclinen. 

ZTIJU.  Beweis  konstruiere  man  zwei  (w-f-  l)-parametrige  Scharen  zulassiger 
Variationen  v  ,  N 


2)  Vgl   §  70,  d),  Bnde    Hierzu  die  Ubungsaufgaben  Kr   3,  5  am  Ende  von 
£ap.  XIII. 

2)  ^g'J*  ^e  Verabredungen  uber  die  Bezeichnung  im  Emgang  von  §  68 
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die  folgenden  Bedingtnxgen.  erfullen 


Die  Herstellung  z^eier  soldier  Scharen  erfolgt  nach.  derselben  Methods,  die 
spater  bei  der  Ableitung  der  WeierstraB'schen  Bedmgung  (§  74,  a))  auseinander- 
gesetzt  werden  ^ird 

Die  Bedingungen  (74)  ergeben  sich  dann  in  bekannter  Weise  durch.  An- 
-wendung  des  d-Algorithmus  in  Beziehung  auf  jeden  der  Parameter  5,^,.  ,«^. 

Wir  heben  Boch  den  folgenden  Zusatz1)  hervor:  Wenn 

so  ist  auch  __ 

Denn  in  diesem  Pall  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (74)  auf  die  n  Grleichungen 

-0, 


aus  denen  nacli  (44)  nnseie  Beliauptung  folgt. 

Wenn  iiberdies  in  der  Bezeichnung  von  §  72,  a)  die  Bedingung 


erfullfc  ist,   so   ist  nach  §  72,  a)  die  Extreraale  ®0  die  f>Fortsetzunget  der  Extre- 
malen  <£0  im  Sinn  von  §  23,  d)  tmd  daker  ist  msbesondere  anch 

5,//w-y;/(^>). 

e)  Das  Mayer'scie  Problem: 

Ftihrt  man  in  dem  Lagrange'sclien  Problem  als  neue  unbekannte 
Funktiou  das  Integral 


mn;  so  lafit  sicl.  das  Integral  J  auci.  definieren  als  der  Wert,  welchen 
die  durci.  die  Differentialgleichung 

2/0  —  f(^;  Vl,          ,y*>yi>-'     ^n)^0 

und  die  Anfangsbedingung 

%h  -  o 

definierte  Funktion  #0  fur  x^x^  annimmt, 

Daher  laBt  sich  das  Lagrange'sche  Problem  mit  n  unbekamiten 

l)  Derselbe  folgt  ancli  aus  der  Hahn'sGhen  Modifikation  des  Beweises  der 
Multiplikatorenregel,  siehe  §  69,  e)  Ende. 
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Punktionen  auck  als  spezieller  Fall  des  folgenden,  zuerst  von  A.  MAYER1) 
allgemeia  formulierten  Problems  auffassen: 

Unter  alien  System  en  von  FunUionen  yQ,  y1}  •••,&„  tiner  Tariabeln  x 
von  der  Klasse  C",  ivelcJie  m  +  1  gegebenen  Differentialgleiclmngen 

9^0,  %  >  »i;  •  •  ;  y*>  yd;  y'i><  -  •>  y'n}  -  o, 

p  =  0,  1,  .  .  .,  w,  m<n, 

geniigen  und  mit  AusnaJime  von  y^  in  xl  uwd  x^  vorgeschriebene  Werte 
annehmen,  ivakrend  der  Wert  von  yQ  nur  im  Punkt  ^  vorgeschrieben 
ist,  dasjemge  System  zu  bestimmen,  in  welchem  die  Function  yQ  im 
PtmJit  x2  den  grofiten,  resp.  Tdemsten  Wert  annimmt. 

Dieses  Problem  laBt  sich  aber  seinerseits  wieder  nacla  einer 
schon  yon  LAGRAKGE3)  gemachten  Bemerkung  als  spezieller  Fall  des 
Lagrange'schen  Problems  mit  n  +  1  unbekannten  Ftinktionen  auf- 
fassen. Denn  ist 


eine  Losnng  des  soeben  formulierten  Problems  und 

y.-y^) 

irgend  eine  zulassige  Variation  von  @0;  so  ist  im  Fall  eines  Minim-urns 


Da   aber   nacL.   den   tiber   die   zulassigen  Kurven   gemacnten  Voraus- 

setzunsen  -  /    N  /    v 

IfoW-yofo), 

so  tonnen  wir  die  TFngleichtuig  auch  schreiben 

2/o  (^2)  —  2/o  (^i)  ^  2/o  Os)  -  2/o  Oi)  ; 
d.  h.  iber 


Die  gegebene  Anfgabe    ist   daker    Equivalent   mit    der  Aufgabe,    das 
Integral 

x)  Leipziger  Berichte  (1878),  p.  17  -and  ibid  1895,  p.  129.  Perner  haben 
sich  mit  diesem  Problem  beschaftigt:  EJJESER,  Lelirbuch>  YII.  Abschnitt;  HAHN, 
Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik,  Bd  XIV  (1902),  p.  825;  HILBERT, 
Gottinger  Nacb.rich.ten  1905,  und  Mathematische  Annalen,  Bd  LXII 
(1906),  p.  351;  EGOROW,  Mathematische  Annalea,  Bd.  LXII  (1906)  ,  p.  371; 
HADAMAED,  Annales  de  TEcole  Normale  Superieure  (3),  Bd.  XXIV  (1907)T 
p.  208  Vgl  auch  KNESEB,  jEncyKlopathe  II  A,  pp  579,  580;  einzelne  Aufgaben 
dieser  Art  sind  schon  von  EULER  behandelt  worden,  siehe  unten  p  579 

s)  Oeuvres,  Bd.  X,  p  419. 

Bolza,  Yariationsreclm-cing  37 


574    Elftes  Kapitel.    Die  Euler-Lagraage'sche  Multiplikatoren-Methode. 


mit  den  Nebenbedingungen  (75)  zu  einem  Minimum  zu  maehen,  wenn 
alle  Endwerte,  mit  Ausnahme  des  Wertes  von  y0  in  #2  gegeben  sind. 
Urn  die  Differentialgleichungen  des  Problems  zu  erhalten,  haben 
wir  also 


zu  setzen.  Da  ?0  konstant  ist;  so  sind  die  hieraus  sich  ergebenden 
Differentialgleichmigen  genau  dieselben,  wie  weiin  das  erste  Grlied  I0y^ 
gar  nicht  vorhanden  ware.  Wir  erhalten  also  den  yon  A.  MAYER 
herrtilirenden  Satz: 

Die  erste  notwendige  Bedingung  fur  eine  Losung  des  dben  formulierten 
Mayer'schen  Problems  besteht  darin,  da/3  es  m  +  1  Funlctwnen  /I  geben 
mufi,  welche  nicht  sdmtlich  in  [x^xj  identisch  verschtvinden,  undwelchemit 
den  gesuchten  Funktionen  ys  msammen  den  n  +  l  Differentialgleichungen 


gemigen.  v 

Dazu  kommt  dann  noch,  da  der  Wert  von  y0  im  Punkt  #2  nicht 
gegeben  ist,  nach  a)  die  Grrenzgleichung 

-  0  (77) 

DaB  die  Funktionen  A^  nicht  samtlich  verschwinden  konnen,  folgt 
in  Fall  Z0=  0  aus  den  allgememen  Resultaten  von  §  69,  d)>  im  Fall 
Z0<+0  aus  der  Grleichung  (77). 

Die  Mayer'schen  Differentialgleichungen  (76)  zeichnen  sich  vor 
den  Euler-Lagrange'schen  Differentialgleichungen  durch  ihre  voll- 
kommene  Symmetric  aus.  Sie  zeigen  unmittelbar;  daft  man  dieselben 
Differentialgleichungen  erhalt,  wenn  man  die  Funktion  yQ  ihre  Rolle 
mit  irgend  einer  der  n  Funktionen  yl9 .  .  .;  yn  vertauschen  laBt.  (All- 
gemeiner  Mayer'scher  Re#ipro3itat$sat0.') 

d)  Das  Lagrange'sche  Problem  in  Parameter darstellung;1) 

Wir  haben  bisher  die  zulassigen  Kurven  im  (n  +  l)-dimensionalen 
Eaum  der  Variabeln  x9y^  •  •;  J/A  in  der  Form:  ytssssyt(x)  darstellbar 

J)  Vgl  hierzn  A.  MAYEB,  Leipziger  Berichte  1895,  p  140;  .KNESER, 
Lehrbuch,  pp.  228,  241;  v.  BSCHEEICH,  Wiener  Berichte,  Bd.  CX7  Abt.  2a 
(1901),  p  1361. 
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vorausgesetzt.  Bei  geometrisehen  Aufgaben  liegt  Merin  eine  Be- 
sehranknng,  von  der  man  sicli  befreit,  indem  man  die  Kurven  in 
Parameterdarstellung  annimmt.  Sehreibt  man  dabei  der  Symmetric 
halber  «/0  statt  $,  so  nimmt  das  Problem  nunmehr  folgende  Form  an: 
Unter  alien  »Kurven" 

y,-vM         *-  0,1,2,...,* 

der  Klasse1)  G'  im  (n  +  l)-dimensionalen  Raum  der  Variabeln 
y*>  ft;  '  '  '>  yn>  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  (y01,  yn,  •  •  .,  y^} 
und  (j/02[,  y^,  -  -  <}  yn2)  gehen  nnd  m  Differ  entialgleichungen 

<pa(y<»  Vi,  *  •  •;  yn,  y'*>  y[,  -  -  •,  y'n}  -  o,  (78) 

a  =  1,  2,  •  -  -,  w, 
gentigen,  diejenige  211  besthnmen,  welcte  das  Integral 


zu  einem  Bxtremum  maclit. 

Dies  ist  nun  wieder  ein  Lagrange'sclies  Problem  mit  n  +  1  nn- 
bekannten  Funktionen?  welches  jedoch  folgende  Eigentiimlicb.keiten  zeigt: 

1)  Sowohl  das  Integral  J  als  die  Bedingungen  (78)  mdssen  von 
der  Wabl  des  Parameters  unabbangig  sein,  also  bei  einer  Parameter- 
transformation2}  invariant  bleiben.     Das  ist  siclier  der  Fall,  wenn  die 
Funktionen  f  und  <pa   die    Variable  t  nicht  erplizite   entbalten  und 
tiberdies  in  den  Variabeln  y^  y[,  •  •  •_,  y'n  ;;positiv  komogen"3)  von  der 
Dimension  eins4)  sind^  sodafi  also 

f(yvy^-^yMMv'*'^y^^^ 
v&vy\i-">y*iWMu"*M 

ftir  jedes  positive  ~k. 

2)  Die  Grrenzen  tl?  t%   sind  jetzt   nidxt  gegeben.     Letzterer  TJm- 
stand  hat  aber  anf  die   Ableitung  der  Lagrange'sclien  Differential- 
gleicb-iingen  keinen  EinfluB,  da  man  stets  durcb.  eine  voransgegangene 
Parametertransformation  erreichen  kann.,  dafi  die  Endwerte  von  t  auf 
den  Vergleichskurven  dieselben  sind  wie  auf  der  als  gefunden  voraus- 
gesetzten  Losung  @0. 


*•)  Darin  soil  wieder  inbegriffen  sein,  dafi-    ^?3/^gH=  0;  vgl.  §  25,  a) 

2)  Vgl.  §  25,  a). 

3)  Vgl    §25,b). 

4)  Die  Funktionen  9^  eventnell  nach  Multiplication  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  y^. 

37* 
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Setzt  man 


so  lauten  die  Dlfferent^algle^cJ^ungen  des  Problems 

O  TTT  J         d  77* 

Of  Ct     V-K  /\  n    t  /-nn^ 

«  0         s  =  0,  L  •  -  -.  n.  (80) 

#y          Mb  dy 

$  s 

Man  erhalt  also  jetzt  auBer  den  m  Differentialgleiclmngen  (78)  n  + 1 
Differentialgleicliuiigen.  Dieselben  sind  aber  in  Folg'e  der  Homo- 
geneitatsrelationen  nickt  voneinander  unabhangig*-).  Denn  aus  (79) 
folgt  dureh  Differentiation  nacli  Jc 

*  3F       -n 


Denkt  man  sick  hierin  fiir  die  ys  irgend  welche  Funktionen  von  t  ein- 
gesetzt  und  differentiiert,  so  kommt: 


womit  die  obige  Benauptung  bewiesen  ist. 

Wie  in  §  26;  a)  werden  daher  die  Funktionen  ys(f)  erst  bestimmt, 
wenn  man  den  Differentialgleichungen  (78)  und  (80)  eine  Zwsate- 
gleichung  (oder  Differentialgleichung)  hinzuffigt;  die  man  beliebig 
"wahlen  kann. 

Sind  die  Endwerte  der  Funktionen  ys^  ys^  -  -,  y9  in  t2  nicht 
Yorgeschrieben,  sondern  willkurlicli,  so  miissen  nach  a)  fur  t  »  t2  nock 
die  Grenzgleichungen 

~  2  —  0,  •  •  -,  ~  2  -  0  (81) 

fill  *  (/If  v  J 

erftillt  sein.  *x  *2 

Fiigt  man  den  Bedingungen  fiir  die  zulaasigen  Kurven  die  weitere  Be- 
dingung  hinzu,  daB  for  alle  zulassige  Kurven 

2/0  >  °  (82) 

sein  soil,  und  schreibt  x  statt  yQ ,  so  wird  aaach  einer  sclion  fruher  (25,  e))  ge- 
machten  Bemerkung  das  Problem  wieder  mit  dem  ic-Pioblem  von  §  69,  resp 
§  70,  a)  identiacn.  Die  Hinzufugung  der  Bedmgung  (82)  ist  auf  die  Endresultate 
(80)  und  (81)  ohne  EinflnB;  denn  ist  dieselbe  fiir  die  Kurve  @0  erfullt,  so  folgt 
aus  den  Stetigkeitseigenschaften  der  beim  Beweis  benutzten  Funktionen  Ys(t,  a, 
*i»"'»£w)i  daB  ancL:  r"o>0,  wofern  nnr  die  Grofien  s  Hnreichend  klein  ge- 
wahlt  sind  Die  Gleichungen 


x)  Tgl.  die  analogen  Entwicklungen  beim  einfachsten  Fall  in  §  26,  a)  und 
KNESEB,  Lehrbuch,  pp.  241,  242. 
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stellen   also   auch  noch  Bach  Hinzufugimg  der    Bedingung  (82)   eine  Schar   von 
zulkssigen  Vergleichskurven  dar. 

Man  kann  von  dieser  Bemerkung  Gebrauck  machen,  urn  fur  das  ic-Problem 
die  Grenzgleichung  (73)  zu  beweisen  Man  erhalt  dieselbe,  mdem  man  einen 
Parameter  t  einftihrt,  dann  fur  das  i-Problem  die  G-renzgleichung 


ansetzt  und  darin  schliefllich  wieder  zur  Yariabeln  x  ubergeht;   dies  ergiLt  sich 
daraus,  daB  hier 


wobei  y0  mit  x  gleicnbedentend  ist  nnd  F  die  in  §  69  mit  F  bezeichnete  Funk- 
tion  bedeutet 

e)   Beispiel  IV:   Die  BracMstocliroiie  im  widerstelenden  Mittel 

(Siehe  p   5): 

Wir  denken  tins  die  zulassigen  Kurven  durch  einen  Parameter  dargestellt, 
den  wir  t  nennen.     Wir  haben  dann  das  Integral 


^  f 


*'*** 


zu  einem  Minimum  zu  machen  mit  der  Nebenbedingnng 

+  z'*  =  0,  (83) 


wobei  dei  Akzent  Differentiation  nach  r  anzeigt.  Die  Anfangs-  und  Endwerte 
von  x,  2/,  z  sind  gegeben,  ebenso  der  Anfangswert  von  v,  aber  nicht  der  End- 
wert  von  v. 

Wir  haben  also  ein  Lagrange'sches  Problem  in  Parameterdarstelhmg  mit 
einer  Differentialgleichung  als  Nebenbedingung. 

Es  ist  bier 

J^=  yx 

wenn  wir  zur  Abkurzung1) 

schreiben.  v 

Da  F  die  GroBen  x,  y,  z  nicht  explizite  enthalt,  so   erhalten  wir  sofort 
drei  erste  Integrale,  die  wir  unter  Einfdkrung  der  Bogenlange  s  schreiben  kb'nnen 


wobei  a,  &,  c  Integrationskonstanten    sind      Dazu  kommt  noch  die   Differential- 
gleichung  •>  - 


1Q  ist  ««  1  im  allgemeinen  Fall,  =  0  im  Ausnahmefall,  vgl.  §  69,  c),  Ende. 
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Die  Differentialgleichungen  (84)  nnd  (85)   ztisannnen  mit  (83)   stellen  dann  die 
Differentialgleichungen  des  Problems  dar 

Schon  Eur/BR1)  hat  diese  Differentialgleicltungen  richtig  aufgestellt  und  sie 
auf  Quadraturen  zuriickgefuhrt 

Zunachst  folgt  aus  (84t)  und  f842) 

bx'  —  ay'  «*  0, 

d.  la.  die  gesuchte  Kurve  liegt  in  einer  ve^kalen  Ebene,     Wir  wahlen   dieselbe 
zur  tf£-Ebene  unseres  Koordinatensystems,  sodaB 

2/s=  0 
Aus  (84)  ergibt  sich  nun  welter 

jEP«a2  +  (c+^)2.  (86) 

Diese  G-leichung  bestimmt  X  als  Funktion  von  v  und  den  beiden  Integrations - 
konetanten  a  und  c     Dividiert  man  (84j)  und  (84S)   durch  (85),   so   erbalt  man 

avdl  (c 


Denkt  man  sich  hierin  den  oben  gefundenen  Wert  von  X  eingesetzt,  so  erhalt 
man  durch  zwei  Quadraturen  x  und  z  ausgedriickt  als  Funktionen  von  v. 

also  eine  Parameterdaretellung  der  gesuchten  Kurve. 

Fur  die  Konstantenbestimmung  bemerken  wir  zunachst,  dafi  fur  v  =»  tg  nach 
(81)  die  Grenzgleichung 

(88) 


dv' 

erfullt  sein  muB,  da  der  Endwert  von  #  nicht  vorgeschrieben  ist  Hieratis  folgt, 
wenn  wir  die  Gleichung  (86)  zunachst  mit  -y2  multipliziercn  und  dann  #  — T2 

Setzen'  («i  +  c')t)!-^  (88  a) 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (87)  zuerst  T  s=  %l  7  dann  r  =^rsi  so  erhalt  man 
zusammen  mit  (88  a)  funf  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  fiinf  unbekannten 
Konetanten  a,  c,  J.,  (7,  #2. 

Die  ebenfalls  schon  von  EULERS)  behandelte  Modifikation  der  Aufgabe,  bei 
welcher  die  Endgeschwindigkeit  v$  vorgeschneben  ist,  unterscheidet  sich  von  der 
obigen  Aufgabe  nur  darin,  daB  an  Stelle  der  Grenzgleichung  (88)  jetzt  die 
Gleichung  v(v2)  =  v2  tritt,  wodurch  die  Konstantenbestimmung  noch  einfacher  wird 

f)  Beispiel  XXV;  Kurve  groBter  Endgeschwindigkeit  unter  der 
Wirkung  der  Scliwere  im  widerstelLenden  Mittel: 

1st  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  1  gezwungen,  sich  auf  einer  ge- 
gebenen  Kurve 


*)  Methodus  invemendi  etc  p  126     Die  im  Text  gegebene  Anordnung  deg 
Beweises  riihrt  von  A.  C  LUNN  her 
2)  Methodus  ^nven^endi,  p  214 
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unter  der  Einwirkung  der  Schwere  in  einem  widerstehenden  Medium  zu  bewegen, 
und  ist  die  gege"bene  Anfangsgeschwindigkeit  vt  ,  so  erhalt  man  die  Geschwindig- 
keit  v  «=»  v  (tr)  im  Punkt  r,  indem  man  die  Differentialgleichung  *) 


vv'  —  gz'  +  JR(0)  yV«  +  y  '*  +  *'*  =  0  (83) 

mit  der  Anfangsbedingung 

vM  —  Vi 

nach  v  integriert.  Hierdurch  ist  die  Funktion  v(t)  vollstandig  bestimmt,  also 
auck  ihr  Endwert 

08—«>fa) 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe:  Unter  alien,  zwei  gegebene  Purikte  Px  und  P2 
verbindenden  Raumkurven  diejemge  zu  bestimmen,  fur  toelche  die  so  erhaltene  End- 
geschwindigJceit  em  Maximum  wird 

Analytisch   konnen  wir   die  Aufgabe   folgendennaBen  formuliexen-    Unter 
alien  nKnrven" 


im  Raum  der  Variabeln  x,  y,  z,  v,  welche  der  Differentialgleicnung  (83)  uad  den 
Anf  angsb  edingungen 


geniigen,  diejenige  zu  finden,  fur  seiche  «?(rs)  em  Maximum  wird;  -^  und  r2 
smd  dabei  nicht  gegeben. 

Dies  ist  ein  Mayer  'aches  Problem  in  Parameterdarstellung. 

Die  Differentialgleichungen,  die  man  nach  der  allgemeinen  Regel  von 
§  70,  c)  erhalt,  sind  aber,  wie  man  sofort  sieht,  identisch  mit  den  Differential- 
gleichungen  fur  den  ,,Ausnahmefall"  (Z0  =  0)  beim  Problem  der  Brachistochrone 
im  widerstehenden  Mittel. 

Es  gelten  also  die  Resultate  (84)  bis  (87)  von  §  70,  e),  wenn  wir  darin 
10  ==  0,  also 

jff—  1JB(<7) 

setzen.    Die  Kurve  liegt  daher  in  einer  vertikalen  Ebene,  die  wir  wieder  zur 
wahlen,  und  die  Differentialgleiehungen  des  Problems  lauten: 


_ 

Wir  wollen  hieraus  eine  intereasante,  schon  von  EULEEZ)   gefundene  Eigen- 


a)  Vgl  pp.  6  und  577.  Die  Bezeichnung  ist  dieselbe  wie  dort,  und  die 
positive  #~Achse  ist  wieder  vertikal  nach  unten  gewahlt.  Der  Akzent  bedeutet 
Differentiation  nach  t 

a)  Mefhodus  invemendi  etc.,  p.  125 
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schaft  der  gesucliten  Kurve  ableiten.  Dazti  difTerentiieren  wir  die  erste  der  Gleich- 

Tingen  (84  a)  logarithmisch  nach  s  tind  elimimeren  •-=— ,  -=-  mittels  (85  a)     Bann 

d  s     ds 

erhalten  wir  ^ 

a.E'(v}         ~di* 
.  -f.. . 


vR(v)        dec  dz 
ds  ds 
Beaehtet  man,  daB  *•)  wegen  y  =  0 

dx  _    d^          dz_  __     &*&__ 
U~"rl^'        d?""^r"5?"' 

wo  r  den  Eriimmnngsradms  bezeichnet,  so  lafit  sich  die   letzte  Forinel   aucb 
schreiben:  v  &^ 

FFoo-^dP-0' 

Berechnet  man  andererseits  nach   den  Eegeln  der  Mectanik2)   die  Eeaktion  N 
der  Knrve,  so  findet  man 


Daraus  ergibt  sicli  im  Fall  unserer  Kurve  @0  fiir  die  Eeaktion  der  Auadruck: 

v*  /          J^)\ 
^         r  (        vR'(vy 

Derselbe  nimmt  eine  besonders  einfache  Form  an,  wenn 
namlieli 


Fur  den  Fall  w  =  l  1st  dahcr  ^"=^0,  und  man  nat  den  Satz:  Wenn  der  Wider- 
stand  der  Geschwindigkeit  proportional  ^st,  so  tst  die  Kurve  grofiter  Endgeschwindig- 
Icett  identweh  mit  der  Kurve,  ivekhe  e^n  freier  matenelUr  PunJct  unter  der  WirTcung 
der  iSchiverlcraft  im  w^derstehenden  MiUel  bescJiretbt. 

§  71    l>ie  Multiplikatorenregel  fiir  den  Pall  gemiscliter 
Bedingungsgleichungen.  s) 

Die  in  §  69  entwickelte  Methode  lafit  sicli  mcht  unmittelbar  auf 
den  Fall  ubertragen,  in  welchem  einige  der  Bedingungsgleiclmngen 
(5)  endhche  Grleicliungen  sind,  da  dann  alle  Determinanten  ^ten 
Grades  der  Matrix  (43)  yerscliwiiideii  Trotzdein  gilt  auch.  in  diesem 
Fall  die  Multiplikatorenregel. 

l)  Ygl   z  B    SCHEPFERS,  Theorie  der  JKurven,  pp,  30,  18B. 
8)  Vgl    z  B.  APPELL,  Traite  de  Mecamque^  Bd.  I,  p.  415. 
*)  Vgl.  dazu  BOLZA,  Mathematische  Annalen,  Bd.  LXIY  (1907),  p   370r 
wo  aucli  der  allgemeinste  Fall  vanabler  Endpunkte  behandelt  wird 
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a)  Modiikation  des  Mheren  Beweises: 

Um  dies  zu  zeigen;  setzen  wir  voraus,  daB  von  den  Gleichungen 
(5)  die  p  ersten  wirklicn  Differentialgleicbungen  sind: 

<PH  (x>  Vi9  -  *  •;  y*9  y'i,  -  -  •,  yZ)  =  0,       $  *=  i;  2,  - • .,  _p;    (89) 

dagegen  seien  die  m  —  p  *=  q  letzten  endliebe  Gleiebungen,  die  wir 
zur  Unterscbeidung  mit 

**(a,yi,-    ^yj-o,       <y-i,2,-..,2    (90) 

bezeicnnen. x)    Dabei  sollen  die  beiden  extremen  Falle  p==0  und  £*=0 
mit  mbegriffen  sem. 

An  Stelle  der  Determmante  (44)  soil  nunmebr  die  Determinante 


0,  (91) 


sein  entlang  der  Kurve  @0.  Sonst  sind  die  Annahmen  tiber  die  zu- 
lassigen  Kurven  und  die  Eurve  @0  dieselben  wie  in  §  68  und  §  69? 
insbesondere  sollen  die  Endpunkte  wieder  als  fest  betraeniet  werden, 
Naturlicb  mtissen  die  Koordinaten  derselben  den  Gleicbungen  (90) 
gentigen,  es  muB  also  sein 

Wir  bemerken  nun  zunachst,  daB  jede  Kurve;  welche  den  Grlei- 
cliungen  (90)  gentigt;  zugleicn  aucn  den  daraus  durcb.  Differentiation 
nacb.  x  entstebenden  Differentialgleicbungen 


(93> 


gentigt  ;  aber  aucb  umgekehrt  genugt  jede  durcn  die  beiden  Punkte  P1 
gehende  Kurve?  welcbe  den  Differ  en  tialgleicbungen  (93)  genugt,  allemal 
aucn  den  Gleichungen  (90).  Denn  durch  Integration  von  (93)  erhalten  wir 

#aO»>  Vi,  •••;  yj-^ 

wo  die  ca  Konstanten  sind.     Setzt  man  hierin  aber  x  =  xi9   so  folgt, 
da  die  Kurve  durcn  PI  gehen  sollte, 

*a(^  yii,  •••;  y»i)-^; 

also  ist  nacb.  (92)  :  c(J  =  0  . 

a)  Bei  der  folgenden  TJntersucliung  nimmt  der  Index  g  atets  die  Werte 
g  =  1,  2,  -  ,  jp,  der  Index  <y  die  Werte  <?  =  1,  2,  -  ,  #  an,  aucli  wo  dies  nicht 
ausdritcklicli  angegeben  ist;  die  Bedeutung  der  Indizes  *,  a,  r  ist  dieselbe  wie 
fruher 
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Da  f^e±£«_?*    so  folgt  aus  (91),  dafi  fur  das  Differentialglei- 

dy         03/1 

chungssystem  (89)  und  (93)  die  Bedingung  (44)  erfullt  ist.  Somit 
ist  durch  diese  Bemerkung  die  ganze  Aufgabe  auf  die  friihere  zuruck- 
gefiihrt.  Dazu  ist  aber  zweierlei  zu  bemerken:  Einmal  erhalt  man 
auf  diesem  Wege  nicht  die  Lagrange'sche  Regel,  sondern  eine  kom- 
pliziertere  Eegel;  und  zweitens  wird  man  dabei,  wenn  q  >  0^  stets 
auf  den  in  §  69,  d)  erwahnten  Ausnahmefall  des  anormalen  Verhaltens 
der  Extremalen  gefiihrt.1) 

Deshalb  schlagen  wir  einen  anderen  Weg  em.  Zunachst  ersetzen 
wir  allerdings  die  Gleichungen  (90)  durch  die  Differentialgleichungen 
(93)  und  die  Anfangsbedingungen  (92),  und  verfahren  nun  genau  wie 
in  §  69 ;  bis  zur  Aufstellung  der  Crleichung  (55): 


worin  die  GroBen  1Q,  lly  .  .  .,  ln  Konstanten  sind;  welche  von  der  Wahl 
der  Funktionen  ^m+r(a?)  unabhangig  sind;  und  welche  nicht  samtlich 
gleich  Null  sind. 

Die  in  der  friiheren  Weise  bestimmten  Funktionen 

y>*~  ?*(%>  e;  fii;  '  '•;  O 
geniigen  aber  nicht  nur  den  m  Differentialgleichungen 

9.C*,  Tn"   ,  Y«>   ^•••'  Y~*)  =  °>  (95) 

sondern  nach  der  oben  genaachten  Bemerkung  mit  Rticksicht  auf  die 
Anfangsbedingungen 

Tt(xl9  £,  £„  -  --,  cj  —  y,(«i) 
zugleieh  auch  den  q  endhchen  Gleichungen 

^(^  r,,--.,  rj-o.  (96) 

Durch  Differentiation  der  p  ersten  Differentialgleichungen  (95)  und 
der  Gleichungen  (96)  nach  e  erhalten  wir  daher 


2  1"       -°-  (98) 

Wir  multiplizieren  jetzt  die  Grleichungen  (97)  mit  unbestimmten  Funk- 

J)  Vgl.   dam  A.  MAYER,   Mathematische  Annalen,   Bd.  XXVI  (1886), 
p.  80,  FuSnote 
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tionen  A^(#),  die  Gleichungen  (98)  mit  unbestimmten  Funktionen  yi>a(%\ 
integrieren  zwischen  den  Grenzen  x^  und  $%  und  addieren  s'amtliche 
Gleichungen  zu  (94).  Das  Resultat  formen  wir  scHieBlicli  nock  durch 
partielle  Integration  um  und  erhalten  so  die  Gleichung  (61);  wobei  jetzt 

F  -  \f  +  J§W  + J^4v  (99) 

$>  ff 

Nunmehr  konnen  wir  aber  nicht  mehr  wie  fruher  weiter  schlieBen. 
Dean  in  den  m  Gleichungen  (63)  wtirden  jetzt  nur  p  zn  unserer  Ver- 
ftigung  stehende  Anfangswerte  A  (x%)  vorkommen. 
Wir  ziehen  daher  zunachst  die  Gleichungen 


heran;  dieselben  ergeben  sich  aus  (98) ,  wenn  wir  x  =  x%  setzen  und 
beachten,  dafi  ^m+r(^2)  =  0-  Multiplizieren  wir  jetzt  die  Gleichungen 
(100)  mit  unbestimmten  konstanten  Faktoren  T$a  und  addieren  sie  zu 
(61),  so  kommt: 

l+y  *.*-!• 

^L>    a  d<i 

O  " 

Nunmehr  bestimmen  wir  die  Funktionen  <L(#),  ftff(a?)  und  die  Kon- 
stanten Jcff  durch  die  m  Differentialgleichungen 

O  J-  Cv      0  JJ  f\  /  -t  r\c\~\ 

. — .  — _  =  o  (102) 

und  die  m  Gleichungen 

3  T?     9.         /5a/j      2 

-0.  (103) 


Wegen  der  Voraussetzung  (91)  kann  man  die  Gleichungen  (102)  nach 
den  m  Grofien  l^  ^a  auflosen;  und  erhalt  so  j)  lineare  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  fiir  die  Funktionen  1  und  q  Gleichungen, 
welche  die  Funktionen  pa  durch  die  Funktionen  I  ausdrticken.  Ferner 
folgt  wieder  aus  (91),  daB  die  Gleichungen  (103)  die  p  Anfangswerte 


A  (#2)  und  die  %  Konstanten  7ca  eindeutig  bestimmen. 

Nunmehr  geht  die  Gleichung  (101)  tiber  in  (6  la),  woraus  wie 
frtiher  (65)  folgt,  woinit  die  Lagrange'sche  Hegel  auch  fur  den  Fall 
gemiscMer  Bedingungsgleiclmngen  bewiesen  ist. 

Zusatz*):  Wenn  die  Funktionen  /,  q>Qttyff  die  unabhangige  Variable  -x  mcht 
explizite  enthalten,  so  lafit  sich  unmittelbar  ein  erstes  Integral  der  Euler- 

*)  Vgl    ^en  analog  en  Satz  fur  den  einfachsten  Pall,  §  6,  a), 


584    Elftes  Kapitel.    Die  Euler-Lagrange'sche  Multiplikatoren-Metnode. 
Lagrangeschen  Different! algleichungen  angeben,  namlich 

Denn  alsdann  ist  ' 


Smd  die  Endpunkte  nicht  fest  und  gestatten  die  Anfangsbedingungen  eine  will- 
kurliche  Variation  der  oberen  Grenze  #2,  wahrend  gleichzeitig  die  tibrigen  Ko- 
ordmaten  beider  Endpunkte  fest  bleiben,  so  1st  stets  c  =  0  Dies  folgt  ans  der 
Grenzgleichnng  (73),  die  auch  im  Fall  gemischter  Bedmgungen  gultig  bleibt, 
wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Funktionen  qp^,  tya  die  Yaiiable  x  nicht  explizite 
enthalten.  x) 

Von  dieser  Bemerkung  hat  man  Gebrauch  zu  machen,  wenn  man  bei  geo- 
metrischen  Problemen,  bei  welchen  die  Lange  der  gesuchten  Kurve  nicht  vor- 
geschrieben  ist,  die  Bogenlange  s  als  unabbangige  Variable  emfubrt.2) 

b)  Beispiel  XXVP):  Grleicligewiclitslage  eines  auf  einer  gegetenen 
Flacte  olme  Eeibung  anfliegenden  scliweren  Padens,  der  an  seinen 
beiden  Endpunkten  befestigt  ist: 

Nach  den  Gesetzen  der  Mechanik4)  ist  die  Grleicbgewichtslage  des  Fadens 
dadurch  charakterisiert,  daB  sein  Schwerptmkt  moglichst  tief  liegt.  Es  sei  I  die 
gegebene  Lange  des  Fadens,  die  positive  #-Achse  sei  yeitikal  nacb  unten  gerichtet 

und  9(aJ,y,«)«-0  (105) 

sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Flache. 

Wir  wahlen  auf  samtlicken  znlassigen  Kurven  die  Bogenlange  s,  gemessen 
vom  Anfangspunkt  Pl  als  Parameter.  Dann  lafit  sicn  jede  Kurve  von  der  Lange* 
I  darstellen  in  der  Form 


mit  der  Nebenbedingung 

#/2  +  /2+£'2=  1.  (106) 

Daher  besteHt  nnsere  Anfgabe  darin,  unter  alien  Funktionensystenaen  x(s),  y(s), 
fi(s)  von  verges  chriebenen  Stetigkeitseigenschaften,  welcbe  den  Anfangsbedingungen 


der  endlichen  Gleicbnng  (105)  und  der  Differentialgleichtmg  (106)  geniigen,  das- 
jenige  zu  bestimmen,  welcnea  das  Integral 


*)  Vgl.  die  auf  p.  580  FuBnote  8)  zitierte  Arbeit,  p  384. 

2)  ^S^  LINDELOF-MOIGNO,  LeQons,  p.  241 

8)  Vgl.  tJbungsaufgabe  Nr  5  auf  p.  529  und  LINDELOF-MOIGNO,,  Le$ons>  p  313. 

4)  Vgl  z  B.  API>ELL,  Tiaite  de  Mecamgue,  Bd  I,  Nr.  155,  161  und  126. 
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zu  einem  Maximum  macbt.  Dabei  miissen  naturlicb  die  Koordinaten  der  beiden 
Endpunkte  P17P3  der  Grleichung  der  Flacbe  geniigen 

WIT  ha  ben  es  also  mit  einem  Lagrange'schen  FunUionenyroblem  nut  ge- 
mischten  Bedingungen  und  festen  Undjpunkten  zu  tun. 

Hier  ist,  "wenn  wir  den  Ausnahmefall  Z0  =  0  beiseite  lassen 


,        —  —  =  0, 

QX 


wobei  Z,  ft  unbestimmte  Funktionen  von  s  sind     Daraus  ergeben  sich  die  Euler- 
Lagrange'scben  Differentialgleicbungen  in  der  Form 


(107) 


Da  die  Yoraussetzungen  des  Zusatzes  von  §  71,  a)  erfullt  sind,  so  ergibt 
sich  unter  Berucksicbtigung  der  Bedingungsgleichungen  (105)  und  (106)  tinmittel- 
bar  ein  erstes  Integral  aus  (104),  namhch 

*  —  2Z  =  c.  (108) 

Ein  zweites  Integral  erhalt  man  folgendermafien  :  Es  sei  P  der  dem  Wert  s  ent- 
sprechende  Punkt  der  gesuchten  Kurve  auf  der  Flacbe  93  =:  0,  P  T  die  Ricbtung 
der  positiven  Tangente,  K  der  zum  Punkt  P  geborige  Rrummungsmittelpunkt 
der  Kurve,  PJV  diejenige  Eichtung  der  Flachennormale,  -welcne  mit  PK.  einen 
spitzen  Winkel  bildet.  Ferner  bedeute  PR  denjenigen  Yektor,  der  auf  PT  und 
PIV  senkrecbt  steht  und  so  gericbtet  ist,  daft  die  drei  Yektoren  PT,  PI?,  PN 
ebenso  zueinander  liegen,  wie  die  positive  ic-Acbse  zur  positiven  y~Achae  zur 
positiven  ^-Acnse.  Die  Richtungskosinus  von  PE  seien  Z,  m,  n  Multipliziert 
man  dann  die  drei  Gieicbungen  (107)  der  Reihe  nacb  mit  Z,  w,,n  und  addiert, 
so  kommt: 


Bezeicnnet  jetzt  r  die  Lange  des  Krummungsradms  der  Kurve  im  Punkt  P7 
G>  den  Winkel  zwiscHen  den  beiden  Yektoren  PK  und  PJV,  gerechnet  von  PK 
nacb  PJV^  so  erM.lt1)  man  bieraus  unter  Benutzung  von  (108) 

z  —  e  _     r 
n         sin  G> 

Diese  G-leichung  hat  eine  einfacbe  geometriscke  Bedeutung:  Ist  G-  der  Mittel- 
punkt  der  geodatischen  Krummung2)  fur  den  Punkt  Pf  so  ist 

Pff.-JL, 

sin  oo 
zeicbenricbtig  in  dem  Sinn,   daB  die  recbte  Seite  positiv  ist,  wenn  der  Yektor 


Siebe  z.  B.  SCHEFFEES,  Theone  der  J£urveny  pp   179,  188. 
Siebe  z  B.  SCHEFPEBS,  Theone  dei   Flachen,  pp.  480,  484. 
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P6r  mit  der  Richtung  Pit  zusammenfallt,  negativ,  wenn  ei  entgegengesetzt  ge- 
riehtet  1st 

Bezeichnet  man  andererseits  mit  Q  den  Sdmittpunkt  der  Ebene 

Z  ass  C 

mit  der  Geraden  PR  (resp    ihrer  Verlangernng  uber  P  hinaus),  so  1st 


mit  derselben  Vorzeiehenregel  wie  bei  PCr 

Also  gilt  zwischen  den  beiden  in  derselben  Geraden  gelegenen  Vektoren 
PG,PQ  die  Gleichung 

PG^  —  PQ 

EH  gilt  also  der  Satz1):  Konstrmert  man  im  Punkt  P  der  gesuchten  Kurve  den 
Vektor  PG  naeh  dem  Mittelpurikt  G-  der  geodatischen  Krummung  und  sodann  den 
dazu  entgegengesetzten  Vektor  PQ,  so  liegt  der  Endpurikt  Q  des  letsteren  in  einer 
fetten  honzontalen  Ebene:  z  =  c,  3) 

c)  Beispiel  XXVII:  Die  Lagrange'scle  Form  des  Prinzips  der 
kleinsteu  AktioB;3) 

Wir  betrachten  wie  in  §  68,  e)   em  System  mateneller  Punkte? 
welcL.es  gegebenen  Bedingungsgleichungen 

<5Pa-0,  a-l,2,...,w,    (109) 

unterworfen  ist,  und  auf  welches  gegebene  Krafte  wirken,  die  erne 
Kvaftefunktion  U  besitzen;  sowdhl  die  Bedingungsgleicliungen  als  die 
Sraftefunktion  sollen  die  Zeit  t  nictit  explizite  enfhalten. 

Uriter  diesen  Voranssetzungen  gilt  fur  die  wirkliclie  Bewegung 
des  Systems  der  Satz  yon  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft: 

T*~U+h,  (110) 

wobei  h  eine  von  t  unabhangige  Konstante  ist;  und 


Wir  betrackten  jetzt  die  Gesamtheit  aller  moglicb.en  Bewegungen 
des  Systems,  welche  folgendis  Bedingungen  erfiillen: 

A)  Sie  genugen  den  Bedingungsgleichungen  (109)  des  Systems. 

B)  Sie  genugen  dem  Satz  von  der  Erhdltung  der  lebendigen  Kraft 
_  (110)  und  zwar  mit  demselben  Wert  der  Konstanten  h. 

l)  In  etwas  anderer  Form  bei  LINDELOF-MOIGNO,  loc  cit 
s]  Hierzu  welter  die  Ubungsaufgabe  Nr  6  am  Ende  von  Kap.  XIII 
B)  Wegen  der  Literatur  verweisen  wir  auf  Encyldopadie  IV  1  (Voss),  Nr  43. 
Insbesondere  slnd  zu  erwabnen  A.  MAYER,   Leipziger  Benchte,  Bd  SXXYIII 
(1886),  p.  343  und  HOLDER,  Grdttinger  Nachrichten  1896      Vgl.  auch  BJTEBJBE, 
Lefwbueh,  p  244. 


§  71.    Der  Fall  gemiscliter  BediBgungsgleiclaungen.  587 

C)  Anfangslage  und  Endlage  s^nd  dieselben  wie  bei  der  wirklieken 
Bewegung;  die  Anfangslage  soil  aucb  zur  selben  Zeit  tQ  em- 
genomraen  werden,  aber  die  Zeit,  m  welcher  das  System  die 
Endlage  einnimmtj  ist  nicht  vorgeschrieben. 

Unter  all  diesen  Bewegungen  soil  diejenige  gefunden  werden,  bei 
welcber  das  Zeitintegral  der  lebendigen  Kraft 


0 
den  kleinsten  Wert  einnimmt 

Wir  baben  also  ein  Lagrange'scbes  Funktionenproblem  mit  ge- 
miscbten  Nebenbedingungen  bei  variabler  oberer  G-reuze.    Es  ist  bier 


wobei  k,  ftft  Funktionen  von  i  smd 

Daraus  ergeben  sicb  die  Euler-Lagrange'scben  Differentialglei- 
cbungen 


Hierzu  kommen  daim  nocb  die  Gleiclitingen  (109)  und  die  Diffe- 
rentialgleicbung  (110) 

Da  die  Punktionen  Ty  cpa,  U  die  unabbangige  Variable  t  nicnt 
explizite  entbalten,  so  konnen  wir  nacb  (104)  ein  erstes  Integral  un- 
mittelbar  angeben.  Dasselbe  reduziert  sieb.  bier  anf 


Der  Wert  der  Konstanten  e  ist  aber  nach.  §  71,a);  Ende,  gleicb  Null, 
weil  die  obere  Grenze  ^  nicht  vorgeschrieben  ist.  Daraus  folgt,  da 
im  Fall  einer  Bewegung  T  >  0; 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  A  in  die  Differentialgleichungen  (111) 
ein  und  scbreiben  \a  statt  2/ia,  so  erbalten  wir  die  Differ  en  tialglei- 
cbungen  (39),  also  die  Diflferentialgleicbungen  der  wirkliclxen  Be- 
wegung.  Wir  naben  also  das  Resultat: 

Die  Bewegung,  welche  das  System  unter  der  Wirkung  der  gegebenen 
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Krdfte  wirklick  ausfukrt,  erfilllt  die  erste  notwendige  Bedingung  ernes 
Extremums  des  Integrals 


r 

J-   Tdt 
*./ 


unter  den  Bedingungen  A),  B),  G). 

Dies  ist  die   sogenannte  Lagrange'sche  Form   des  Prinzips   der 
ileinsten  Aktion 

§  72.    Existenztkeoreme  fiir  Extremalen  uixd  Beduktion  der 

Euler-Lagrange'sclien  Bifferentialgleichungen  auf  ein 

kanonisclies  System. 

Wu*  wenden  "ans  jetzt  zur  Frage  der   Integration  der   Euler- 
lagrange'schea  DijSferentialgleichungen 

(I) 

(5) 

Da"bei  werden  wir  uns7  wie  iiberliaupt  bei  der  ganzen  weiteren  Be- 
liaaidlung  des  Lagrange'schen  Problems;  auf  den  Pall  beschranken, 
wo  samtliclie  Neberibedingungen  (5)  Differentialgleichungen  sind;  und 
TVO  die  Konstante  Z0  *==  1  ist;  sodafi  also 


f 

Wir  werden  zunachst  die  Aufgabe  betrachten;  die  Differential- 
gleicHungen  (I)  mit  gegebenen  Anfangsbedingungen  zu  integrieren,, 
sodann  die  Reduktion  dieser  Differentialgleichungen  auf  ein  sogenanntes 
,,kanonisclaes  System^  behandeln  und  schliefilich.  mit  Hilfe  der  so  ge~ 
wonnenen  Normalform  die  Abh'angigkeit  der  Losung  yon  den  An- 
fangswerten  untersuchen. 

a)  Existenz  einer  Losung  bei  gegebenen  Anfangswerten:1) 

Tim  auf  die  Differentialgleicbungen  (I)  die  allgenieinen  Existenz- 
theoreme  anwenden  zu  konnen,  miissen  wir  dieselben  zunachst  auf  die 
Normalform  YOU  §  23;  a)  reduzieren.  Zu  diesem  Zweck  fiihren  wir 
in  den  Gleichungen  (7)  die  Differentiation  nacb.  x  aus  und  differen- 

x)  Ygl  dazu  C  JORDAN,  (Jours  d3  Analyse^  Bd  III,  Nr,  374,  uad  v  ESCHJERICHT 
Wiener  Berickte,  Bd  CVII  (1898),  p.  1209;  v  Escherich  gibt  auch  die  ent- 
sprechenden  Entwicblungen  for  den  Fall  germschter  Nebenbedingungen. 
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fciieren  gleichzeitig  die  Grleichungen  (5)  nach  rr;  man  erhalt  dann  ein 
System  yon  n  +  on  Differentialgleichungen  yon  der  Form 


•o, 


(112) 


wohei  in  den  nicht  ausgeschriebenen  Grliedern  die  Ahleitungen  y£,  tip 
nicht  vorkornmen. 

Jede  Losung  des  Systems  (I)  gentigt  auch  dem  System  (112), 
wahrend  das  umgekehrte  nicht  der  Fall  ist. 

Die  Grleichungen  (112)  stellen  em  System  yon  n  +  m  in  den 
Gtrofien  yi',  ^  linearen  Gleichungen  dar;  deren  Determinante  den  fol- 
genden  Wert  hat1) 


(113) 


0 


n 


(i-1,2, 

1st  diese  Determinante  yon  Null  yerschieden,  so  konnen  wir  die 
Grleichungen  (112)  nach  den  CrroBen  yif,  ^  auflosen  und  erhalten  so 
das  System  (112J  in  der  Normalform 

*y*    ..,    w*    „ 


wo    nunmehr   die  Funktionen    auf  der  rechten  Seite   als  Funktionen 
ihrer  2  n  +  m  +  1  Argumente  in  dem  Bereich 2) 

€L:       (x,  y,  y'}  in  ^5     -  oo  <  ^  <  +  oo;     R(x,  y,  yr,  A)  +  0 

yon  der  Klasse  Q'  sind. 

Dieser  Bereich  €L  ist  also  der  ,,StetigJcetfs'bereick"  der  Differential- 
gleichungen (112).     Hieraus  folgt  nun  unmittelbar  der  Satz 

Ist 

«°;     JJ,  *  -  •,  6^5     6?',  •  •  •,  In  ;  ??^    •  -,  l°m 

ein  Wertsystem,  fur  welches  (a°;  6°,  5°')  im  Innern  des  Bereiches 
unduberdies  B(a«,  B»,  &»',  P) +0,        '  (116) 

=  0,  (117) 


*}  Wegen  der  abgekurzten  Bezeichnung  vgl  die  Verabrednngen  im  Em- 
gang  YOU  §  68 

2)  *g  -war  der  Bereich,  in  welchem  die  Funktionen  f  und  qp  van  der  Elasse 
^7"/  sind,  vgl  §  69,  Bxugang. 

Bolza,  yanationsrech.nung  38 
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so  gibt  es  ein  und  nur  ein  FunJctionensystem 

ft-ftO*)*      fy-  VO 

von  der  Klasse  C'  \  welches  den  Differentialgleicliungen  (I)  und  den  An- 
fangsbedingungen 


geniigt 

Fur   das  System  (114)  und   daher  auch  fiir  (112)  folgt   dies  so- 
fort  nach  §  23,  a);  daraus  folgt  durch  Integration  von  (1122)7 


wo  die  G£  Konstanten  sind.  Setzen  wir  aber  in  diesen  Grleichungen 
x  «=  aQf  so  folgt  aus  (118)  und  (117)^  daB  c#  ==  0;  womit  unsere  Be- 
hauptung  bewiesen  ist. 

Wir  kniipfen  nieran  noch  eine  vorlaufige  Konstantenzablung:  Die 
gefondene  Losung  hangt  yon  den  2n  +  m  +  1  Konstanten  (115)  ab; 
einer  derselben  kann  man  nach  §  24,  a)  einen  festen  numenschen 
Wert  beilegen,  auBerdem  bestehen  zwiscnen  diesen  GrroBen  die  m  Re- 
lationen  (117),  so  daB  also  die  allgeineinste  Losung  im  ganzen  von 
2n  unabhdngigen  Integrationskonstanten  abnangt. 

Zur  Bestimmung  derselben  hat  man  gerade  2n  Bedingungen;  im 
Fall  fester  Endpunkte  sind  es  die  Gleichungen,  welcne  ausdrticken;  daB 
die  gesuchte  Kurve  durcb  die  beiden  gegebenen  Punkte  P17  P2  gehen  soil. 

b)  Eeduktion  der  Euler-Lagrange'sdienDifferentialgleicliiLiigeii 
auf  ein  kanonisclies  System1): 

Die  Differentialgleictuagen  (I)  lassen  sich.  auf  ein  sogenanntes 
;;kanonisclies  System"  reduzieren;  indem  man  die  Funktionen  I*  elirai- 
niert  und  statt  der  unbekannten  Funktionen  y(  andere  Funktionen  vt 
in  geeigneter  Weise  einfuhrt.  TJm  eine  sicKere  Grrujadlage  fiir  diese 
Umformuug  zu  haben;  nehmen  wir  an;  es  sei 

y^-y^(x)>       *>fi=>lp(x),  X^X^X^       (119) 

eine  Losung  des  Systems  (I)  von  folgenden  Eigensdhaften: 

A)  Die  Funktionen  yi  (a?)  sind  yon  der  Klasse  C"    die  Funktionen 
Ap(%)  von  der  Klasse  G'  im  Intervall 
-    B)  Die  Kurve 


*)  Ygl  dazu  A  MAYEB,  Journal  fur  Mathematik,  Bd.  LXIX  (1868), 
p.  241;  C  JORDAN,  Cours  $  Analyse  Bd  III,  Nr.  375;  BOLZA,  Mathematisclie 
Annalen,  Bd  LXIII  (1906),  p.  251,  sowie  EncyUopadie  ,  II  A,  p.  585  ( 
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liegt  ganz  im  Innem  des  Bereiclies  %,  in  welchem  die  Funktionen  f 
und  <pp  von  der  Klasse  Cfff  vorausgesetzt  sind  (§§  68,  69). 
C)  Es  ist 

R  (x,  y(x)9y'(x),l  te))  +  0     in 


unter  R  die  diirch  (113)  definierte  Determinante  verstanden,  die  sich 
auch  als  Funktionaldeterminante  schreiben  laBt: 


wenn  wir?  wie  schon  frtilier, 


setzen. 

Die  Annahmen  A),  B),  C)  drucken  aus;  daB  die  Losung  (119) 
in  der  Terminologie  yon  PAINLEVE  x)  im  Intervall  [x±  x^\  ^regular"  sein 
soil.  Daraus  folgt  nach.  §  23,  d);  da6  diese  Losung  sict  auf  ein  ganz 
bestimmtes  Maximalintervall  (ihr  ,,RegularitatsinUrvalliC)T),  das  wir  mit 

x\<x<  x\  (121) 

bezeichnen,  ausdehnen  lafit  Die  Extremale  @0  samt  ikrer  Fortsetznng 
auf  dieses  Intervall  bezeiclinen  wir  mit  @*. 

Weiter  zeigt  man  wie  in  §  24,  c),  daB  infolge  der  Annahmen  A), 
B)7  C)  im  Intervall  (121)  die  Funktionen  yt(#)  von  der  Klasse  C'", 
die  Funktionen  hp  (x)  von  der  Klasse  C"  sind. 
\      Wir  adjungieren  nun  der  Losung  (119)  die  n  Funktionen 

t  *>.  («)  -  Fn+i  («,  y  (*),  y'  («),  A  («))  ,  (122) 

die  nacli  den  gemachten  Voraussetzungen  in  [^^2]  von  der  Klasse  Gf 
sind.  Alsdann  lassen  sich  die  n  +  m  Grleichungen 

F»  +  t  fa  y,  y',  $  -  ^       9p  (x,  y,  y')  -  0,  (123) 

in  welchen  die  GroBen  v{  neue  Variable  bedeuten;  auf  Grrund  des  er- 
weiterten  Satzes2)  iiber  implizite  Funktionen  von  §  22,  e)  in  der  Um- 
gebung  der  Punktmenge 

(2:     aJa?,       .  —    **  /==/*^  ^  *»  =       ^ 


a)  EncyUopadie,  II  A,  pp   194,  195 

s)  Der  dort  mit  <9C  Ibezeichnete  Bereich  ist  bier  dnrcli  die  Bedingungen 
definiert 

(as,  y,  y')     im  Innern  von  %\     —  oo  <  ^  ^  H~  cx>;     —  °C)<CVj<  +  oo,, 
wahrend  die  Buchsiaben  6,  Jg,  <?  hier  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im.  all- 
gemeinen  Satz 

38* 
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eindeutig  nach  y[,  •  .  .,  y*,  ^,  •  •  •,  ^m  auflosen      Es  gibt  also  n  +  m 
Punktionen1) 

yi  =  W*  (x,  y,v),     ^  -  Hff  (x,  y,  t?) ,  (124) 

welcbe  in  einer  gewissen  Umgebung  (0)  der  Punktmenge 

eindeutig  definiert  und  von  der  Klasse  Cf  sind;   m   die    Gleictungen 
(123)  eingesetzt  dieselben  identisct  in  (^  y,  v)  befriedigen: 

F»+.(*>  y>  v($,  y,  v)f  n(x^  ^)  s  vt,  ^2^ 

und  tiberdies  den  Anfangsbedingungen  geniigen 

-  Ux)        (126) 


in  [#t%l. 

Nach  Voraussetzung  1st  nun 


Unter  Benutzung  von  (126)  imd  (122)  geht  dies  xiber  IB 


Bertcksiclitigen  wir  noeh  (126^  so  konnen  wir  daKer  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Das  Funktionensystem 

y*  —  yi(tf>      ».  —  ^(«X      #i<><:>2>    (127) 

g&vugt  dem  System  von  Differentialgleichungen 

--  -  JP;(«;  y,  5*  <fc  0  1»,  JTdv  y,  «).       (128) 


Umgehhrt  folgt  unmittelbar:  Es  seiea  9?;  (^  «/,  0),  IZ"^  (a^  y;  «;) 
n  -f  m  Funktionen  der  unabKangigen  Yariabeln  ^  yly  •  •,  yn,  Vi>'--9vn  von 
den  oben  angegebenen  Stetigkeitseigenschaften,  welche  den  Identitaten 
(125)  und  den  Anfangsbedingungen  (126^  gentigen;  ferner  mogen.  die 
Funktionen  #,(#),  v*(.x)  ^en  Differentialgleicbungen  (128)  gentigen. 
Definiert  man  alsdann  die  Funktionen  ^(x)  durcb.  (1262);  so  stellen  die 
FunktioneB  (119)  eine  Losimg  des  ursprtingliclien  Systems  (I)  dar, 

Das  System  (128)  ist  -wieder  in  der  Normalforin  von  §  23,  a), 
und  zwar  tat  es  vor  der  fruheren.  Normalform  (114)  den  Yorzug 

J)  Wir  schreiben  wiedei* 

(x,  y,  v)     statt    fe,^,       -,y»,    «n     -    i0*)i     ebenso 
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voraus,  daB  es  von  derselben  Ordnung  2n  1st  wie  das  "arspriingliche 
System  (I);  wahrend  das  System  (114)  yon  der  Ordnung  2n  +  m  "war. 
Die  Differentialgleichungen  (128)  haben  aber  die  weitere  wichtige 
Eigentdmliclikeit;  daB  sie  ein  sogenanntes  ,jkanonisches  System"  bilden. 
Bezeichnen  wir  n'amlich  mit  H(xjy7fo]  diejenige  Funktion  der  unab- 
hangigen  Variabeln  #,&,••  -}yn^i^  ",vn>  in  welche  der  Ausdruck 

2<f&+*(*,  y,  y>  a)  -  F(*>  y>  y>  A) 
* 

durch.  die  Substitution  (124)  iibergent,  d  h.  also,  nnter  Beriicksich- 
tigung  der  Identitaten  (125), 

H(x,y,v}=^vtWt(x,y,v)  -  F(x,y,  V(x,y,v\  n(x,y,v}\     (129) 

so  erhalt  man  nach  leichter  Rechnung  unter  Benutzung  der  Identi- 
taten (125)  fur  die  partiellen  Ableitungen  der  Fnnktion  H  nach  yk 
und  v^  die  Werte 

Ij-  -  -  Fk(x,  y,  W(x,  y,  c),  U(x,  y,  t»), 

9*  (130) 


Daher  konnen  wir  die  Differentialgleiclmngen   (128)   auch  schreiben 


und  dies  1st   die  charakteristische  Form  eines  kanonisclien  Systems. 
Die  Funktion  S  kann  man  wegen  (125)  auch  schreiben 

JS(x,y,v)  -^y.C^y,*)  -  f(x,y,  ffC^y,*)).  (129a) 


c)  AbMngigkeit  der  Lostuig  YOU  den  Anfangswerten: 

Unter  Festhaltung  der  Voraussetzungen  A),  B);  C)  wenden  wir 
jetzt  auf  das  System  (128)  den  Einbettungssatz  von  §  24;b)  an;  dies 
ist  gestattet,  da  die  rechten  Seiten  der  Differentialgleichungen  (128) 
Funktionen  der  Variabeln  X9yl,-")yn9v1i,"')va  sind,  welche  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  LSsung  (127)  von  der  Klasse  Cf  sind.  Sind 
daher  Xly  X2  irgend  zwei  den  Ungleichungen 

#*  <  Xi  <  ^,        x%  <  X2  <  xl 

gentigende  Werte?  so  konnen  wir  eine  positive  GroBe  d  so  klein  an- 
nehmen^  daB  die  folgenden  Satze  gelten: 

Wahlen  wir  a°  beliebig  zwischen  Xt  und  X2  und  setzen 
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so  gibt  es  fiir  jedes  den  Ungleichungen 

a-a«|^d,         (6.-6J|^rf,         k  -  <?  I  ^  <* 

genugende  Wertsystem 

8       *  ^  ®A,     'A^i,-    ,*» 

eine  eindeutig  bestimmte  Losung1) 

yt  =  D,  (»;  a>  &,  «),        «.  -  8,  (a;  »,  &,  «)  (134) 

des  Systems  (128),  welehe  folgende  Eigenscliaften  besitzt: 

1)  Die  Funktionen 

sn    snr.  5g    sg' 
sind  in  dem  Bereich  ^  ^     a?     a 

X^x^X^   a~~a<>\^d,   \  -  6?  j  ^  rf,  |  c,  -  cf  |  ^  rf      (135) 
von  der  Klasse  C'  als  Funktioneii  ihrer  2n  +-  2  Argumente 

2)  Die  Funktionen  |)t,  93^  geniigeu  den  Anfangsbedingungeu 

f)f  (a;  a;  6;  c)  -  6,,         ^(a;  a,  B,  c)  -  c%  (136) 

im  ganzen  Bereicii  (133). 

3)  Es  ist 

&(a;  <  jo,  O  -  y,^),         »,(*;  a°,  6°,  c°)  -  i;t(a?)          (137) 


4)  Endlich  ist  die  Funktionaldeterminante 

%^%^--'^  +  Q  (138) 

.       ^       .  ,     X.C.K  a(&11    *  A^,--  ,ej     ^  ^        ^ 

im  Bereich  (135). 

Definieren  wir  jetzt  die  Funktionen 

so  Mgt  Bach  b):         *fa  *>  l>  G^  "  ^^  ^  ^ 

Die  Funkkionen 

Vt  ^  9.(«5  a;  &i;    *  '^^  «t;  *  '  >  O; 


genugen  den  Euler-Lagrange'schen  Differentialgleickungen  (I)  im 
ganzen  Bereich  (135).  Fiir  die  Funktionm  |)?.  getten  die  Anfangs- 
ledingungen  (136J  und  (137  J  und  d^e 


a)  Wir  schreibeE  "wieder 

(a,  6,  c)  statt  (a,  61  ,    *    ,  &„,  cx  ,  -    -  ,  c  J 

2)  Um  ZTI  zeigen,  daB  dies  auch  fur  die  Funktionea  ^',  £^  gilt,  beachte 
man,  daB  aus  Voranasetzung  0)  folgt,  daU 


im  Bereich  (135),  wofem  die  Q-rotfe  ^  hinreichend  klem  angenommen  wird. 
Daher  geEiigen  die  Funktionen  g)z,  S  >  auch  den  Differentialgleicntingen  (114), 
aua  welchen  die  Behauptung  unmittelbar  folgt 
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slnd  als  FunJctionen  ihrer  2n  +  2  Argummte  von  der  Klasse  Gf  im 
B&reich  (135). 

Aus  (125),  (128)  und  (139)  folgen  dann  noch  die  Relationen 

9;  -  ST  (*,  g),  »),        ».  -  Fn+%(x,  g,  9  ',  S).  (142) 

Ferner   folgt  aus    den  G-leichungen    (136)    durch   Differentiation 
nach.       und  c 


da 


.  39. 

O.T.,  -Q-— 


wo   in   der  Kronecker'schen  Bezeiclanung  dtk  =  1   oder  0;  je  nach- 
dem  i  ==  Jc  oder  4=  & 

Endlicli   werden   wir    spater    noch   von   der   folgenden   Relation 
Gebrauch  zu  machen  haben 


Darin  sind  die  Argumente  der  partiellen  Ableituagen  TOH  (p*  und  F: 

(a,  D(a),  D'(o)),    resp.     (a>  DtfO,  $'(<*),  fi(a)). 
Man  beweist  (143  a),  indem  man  die  Identitat 

J'.+.C^  I,  W(a,  I,  c),  n(a,  I,  c))  =  c, 
nach  Cj  differentiert  und  dann  von  den  Gleickungen 

y.(«,  6,  0  =  9.'(«;  «,  »,  c),        JV«>  6,  ")  =  S/a;  a,  &,  c) 
Gebrauch  macht. 

§  73.     Die  Hamilton-Jacolbi'sclie  Tlieorie.1) 

An  die  Entwicklungen  des  yorigen  Paragraphen  laBt  sict  un- 
mittelbar  die  ^Hamilton-Jacobi'sclie  Theorie"  anschlieBen.  Es  handelt 
sicla  dabei  um  eine  Ausdekrmng  unserer  friilieren  Resultate  liber  das 
Extremalenintegral2)  und  iiber  die  Hamilton'sclie  partielle  Differential- 
gleictung8)  auf  das  Lagrange'sche  Problem 


1)  Ygl.  zum  folgenden  Encyklopadie,  II  A,  p   343  (v   WEBER). 

2)  Ygl.  §  37,  a)  und  b) 

8)  Vgl.  §  20,  b),  c)  und  d) 
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a)  Die  Punktiou  U(#;  a,  I,  c): 
Wir  betrachten  unser  Integral1) 


genommen  entlang  der  in  §  72,  c)  definierten  Estremalen 


von  dem  Punkt  mit  der  Abszisse  x  =  a  bis  zum  Punkt  mit  der  Ab- 
szisse x  =  |.  Der  Wert  dieses  Integrals  1st  eine  eindeutige  Funktion 
•von  %]Q')l>i)-",'bn,Ci,f—,cn9  die  wir  mit  U(|;a;&;c)  bezeichnen,  so- 

daB  also 

I 


wofur  wir  auch  schreiben  konnen 


da  die  Funktionen  ^  den  m  Differentialgleichungen 

<P/^g),g)')  =  0  (144) 

gentigen. 

Es  sollen  jetzt  die  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  II 
nacn  ihren  2n  +  2  Argnmenten  berechnet  werden.     Zunachst  1st 


Ferner  ist;  wenn  cc  irgend  eine  der  GroBen  ft,7  ct  bedeutet;  in  der  Be- 
zeichnung  (120) 


die  zweite  Summe  unter  dem  Integralzeicben  ist  gleichNull  wegen  (144); 
wendet  man  auf  die  iibrigbleibenden  Glieder  die  Lagrange'scne  par- 
tielle  Integration  an  und  beacbtet;  daB  die  Funktionen  g)47  Sy  den 
Differentialgleicliungen  (I)  genugen,  so  ertalt  man 


J)  Immer  unter  Benutzung   der  mi   Emgang    von   §  68   verabredeten   ab- 
kurzenden  Schreibweise. 
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und  ebenso 

t^=yi>      Wtf-fl* 
da      .£1  L    »+''aaJa     'I  • 

* 

Macht  man  jetzt  von  den  Forrneln  (143)  Gebrauch,  so  erhalt  man 


(146) 


Darin  sind  die  Argumente  der  Funktionen  F  und  JF  ,  vor  Aus- 
fiihrung  der  Substitutionen  x  =  %  und  x  =  a  :  (x,  g);  2)'/S). 

b)  Konstruktion  einer  Erfcremalen  dnrcli  zwei  gegebene  Punkte: 
Es  seien  jetzt  A0(aQ,  6J,  .  .,  6j>)  und  P0(go,  r/J,  .  .  ,  ^  zwei  Pnntte 
der  Extremalen1)  @*  Wir  wahlen  in  der  Nahe  ?on  J.0?  reap  P 
zwei  beliebige  Punkte  4(a,  51?  .  .  .,  6J,  reap.  P(£,  ^  .  .  ,  TjJ/und  steUen 
uns  die  Anfgabe,  von  A  nadbi  P  eine  Extremale  ©  zu  konstruieren. 
Setzen  wir  diese  Extremale  in  der  ISTormalform  von  §  72;  e)  an: 

y*—  9,(«;^^c), 

so  ist  die  erste  Forderung,  dafi  ©  durch  A  gelien  soil,  stets  erfilllt. 
Es  bleiben  also  nur  die  n  Parameter  C4  so  zu  bestimmen?  daB  @  auck 
durch  den  Punkt  P  gent,  d.  h.  so  daB 

9,(£;a,6,c)-V  (147) 

Da  die  beiden  Punkte  A0  und  P0  auf  der  Extremalen  @*  liegen; 
so  werden  diese  Gleichungen  nach  (137)  befriedigt  durck  das  spezielle 
Wertsystem:  |  =  |°,  %  —  *#,  a  =»  a°,  &,  «  6J,  c4  ==  cz°.  Daher  konnen 
wir  nach.  dem  Satz  tiber  implizite  Funktionen  die  Gleichungen  (147) 
in  der  Umgebung  dieser  Stelle  eindeutig  nach  cl7  .  .  .,  cn  auflosen7 
wofern  an  dieser  Stelle  die  Funktionaldetermmante  der  Auflosung  von 
Null  verschieden  ist.  Schreiben  wir  allgemein  die  Determinate 


so  lautet  die  fragliche  Bedingung2) 

_  ffi  (|°;  a°,  6°,  c°)  4=  0  .  (149) 

a)  Vgl  wegen  der  Bezeichnung  §  72,  b). 

2)  Wie  -wir  spater  (§  75,  a))  sehen  werden,  bedeutet  dieselbe,  daB  die  beiden 
Punkte  AQ  und  P0  JceinPawrhonjugwter  Punkte  (im  weiteren  Sinn)  von  @J  seia  diirfen. 


598    Elftes  Kapitel.   Die  Euler-Lagrange'sche  Multiplikatoren-Methode. 

Wir  setzen  diese  Bedingung  als  erfullt  roraus  und  erhalten  danB  cine 
eindeutige  Losung  der  Gleiclmngen  (147) 

CL  -  <£*(*;  &i;  •  '  *>  &»5  I;  %;  •  •  •>  ^ 

wofur  wir  wieder  kurz  (5^(0,  6;  £,  ij)  schreiben;  es  ist  dann  also,  iden- 
tisch  in  den  Variabeln  (a,  6;  £,  ^): 


und   die  Exbremale  @   dutch  die   beiden  Punkte  A  und  P  ist   dar- 
gestellt  durck  die  Gleichungea 


Die  Merdurch  definierten  Funktionen  \)t  genugen  uaeh  (136)  und  (150) 
den  Anfangsbedingungen 

Jj,(a5  a,  J,  |,  »;)  -  &„  9,  (6;  a,  &,  |,  i?)  -  %.  (152) 

Ferner  ergeben  sicb.  aus  (150)  durob.  Differentiation  nach  den  GroBen 
|3  ijjj,  a,  6t  die  Relationen 


tf  8a 


(153) 


Dabei  "bedeutet  dlk  wieder  das  Kronecker'sche  Symbol,,  uad  die 
Klammer  ()  soil  an.de  uten;  daB  die  Argumente  der  eingeHainmerten 
Fnnktionen  sind:  (i;a,J,S). 

Der  Bxtremalen  (151)  sind  eiuerseits  die  m  Multiplikatoren 

^  —  2^(0?;  a,  &,  (£)  s  ^(a?;  ^  6,  1,  17) 

zugeordnet,  welciie  zusammen  mit  den  Funktionen  t)t  den  Differential- 
gleichungen  (I)  geni5gen;  tmd  andererseits  die  n  Punktionen 

v<  -  sSi(^;  »>  *;  ®)  s  ^;  a>  ^  S»  ^)? 

welclie  zusammen  mit  den  Funktionen  k),  dem  kanonisclien  System  (131) 
geniigen 

Zwischen  den  Funktionen  t)f;  ^;  I^;  ^  bestehen  uaeh  (139)   und 
(143)  die  Beziekungen 

ti;  -  5?l(a;,  9,  to),       I,  -  ///^  9,  t>),       D,  -  ^^(a?,  ^,  5',  0-    (I54) 
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Eiidlich  gentigen  die  Funktionen  to,  nach  (136)  den  Anfangsbedingungen 
t).(a5a,J,i,,)-ef(a,6;|,,)  (155) 

c)  Die  allgemeinsten  Hamilton'sclieii  Formeln: 
Wir  betrachten  jetzt  das  Integral  J~?   genommen  entlang  der  so- 

eben   bestimmten  Extremalen  @   vom  Punkt  A   nach  dem  Punkt  P. 

Dasselbe   1st    erne    eindeutige    Funktion    der   Variabeln    a,  Z>1?  .  .  .,  ln* 


838  (a, 


oder  kiirzer 


bezeichnen  und  das  Exfoemalenintegral  wm  Punkt  A  nach  dem  Punkt 
P  nennen;  dasselbe  ist  identisch  mit  HAMILTON'S1)  ,,Princi$al Function". 
Aus  der  Definition  der  Funktion  11  von  §  73,  a)  folgt,  daB 

SB  (a,  6 ;  |,  ??)  —  11  (| ;  a?  l)y  E).  (156) 

Es   sollen  jetzt   die   partiellen  Ableitungen   der  Funktion  233  be- 
rechnet  werden.     Zunachst  folgt  aus  (156) 


328 


88B 


(8U\ 

(da) 


\dbj 


da 


(157) 


"wobei  die  Klammer  ()  die  in  Absatz  b)  definierte  Bedeutung  hat. 

Ersetzt  man  hierin  die  partiellen  Ableitungen  von  11  durch  ihre 
Werte  (145)  und  (146)  und  macht  von  den  Eelationen  (153)  G-ebrauch, 
so  erhalt  man  nach  emfacher  Rechnung  die  folgenden  Ausdriicke  fur 
die  partiellen  Ableitungen  des  Extremalenintegrals 


I-  (158) 


_ 

da 
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Dies  sind  die  Hamilton' schen  Formeln  in  ihrer  allgemeinsten  Form. 
Man  karm  denselben  nocli  eine  andere  Grestalt  geben,  indem  man  mittels 
der  Grleichtmgen  (154)  statt  der  Funktionen  tftf  L  die  Funktionen  loi 
einftihrt.  Macht  man  dabei  noch  von  den  Gleichungen  (152)  und 
(155)  Grebranch,  so  erhalt  man 


(159) 


•wo  S  die  durch  die  Gleichung  (129)  oder  (129  a)  definierte  Funktion  1st. 

Durch  Elimination  der  Funktionen  t)A(i)>  resp.  Sz  ergibt  sick 
Heraus  der  folgende  Satz  von  HAMILTON1): 

Das  Hxtremdlenintegral  SB  genHgt  jeder  der  beiden  folgenden  #ar~ 
tielkn  Differentialgleidmngen  erster  Ordnung 

^\-0 

^  u^  a 


Dies  sind  die  beiden  zum  kanonisclien  System  (131)  gehorigen 
Hamilton'  schen  partiellen  Differentialgleiclmngen. 

Aus  der  ereten  derselben  folgt,  daB  die  partielle  Difterentialglei- 
chung 

o  (161) 


befriedigt  wird  durch  die  Funktion 

e  =  5B(a;  \,  .  .  .,  &„;  |,  %,  .  .  .,  TjJ  +  c  (162) 

und  zwar  bei  beliebigen  Werten  der  Konstanten  a,  61;  .  .  ,;  "bnJ  c. 

Es  lafit  sich  aber  weiter  zeigen,  daB  diese  Funktion  uberdies  em 
sogenanntes  »vollstandiges  Integral"  f2)  der  partiellen  Differentialglei- 
chtoig  (161)  ist.  Hierzn  ist  nach  der  allgemeinen  Theone3)  der  par- 

l)  HAMILTON,  loc  cit.  p  100  Hierzu  die  Ubungsaufgabe  Nr.  9  am  Ende 
von  Kap  XIII 

*)  Siehe  z  B  GOTJKSAT,  Legons  sur  2'  integration  des  equations  aux  de'rivtes 
parttelles  du  premier  otdre  (1891),  Nr.  42 

3)  Ibid  Nr.  44.  Die  Konstante  a  ist  hierbei  als  eine  mimerische  Konstantcr 
&!,  7  bn  als  variable  Parameter  aufzufassen. 
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tiellen   Diflferenfaalgleidwmgen    erster    Ordnung    notwendig   und    nin- 
reichend,,  daB  mindestens  eine  Determinante  n-ien  Grades  der  Matrix 


nicht  identisck  verschwindet     Da  aber  nacb 


so  reduziert  sich.  diese  Bedingung  darauf,  daB  die  Determinante 


Nun  1st  aber  nach  (1594) 


und  aus  (1532)  folgt,  daB  die  Determinante 


I  1* 

in  der  Umgebung  der  Stelle  «i°;£0;?f).  Daher  ist  die  Bedingung 
(163)  stets  erfttllt,  und  der  Ausdruck  (162)  ist  also  in  der  Tat  em 
vollstandiges  Integral  der  partiellen  Ditferentialgleichung  (161). 

Sobatd  also  das  allgemeine  Integral  des  kanonischen  Systems  (131)  lekannt 
ist,  Jcann  man  durch  eine  Quadratur  ein  vollstdndigesy  und  daher  auch  das 
,,allgemeine'n)  Integral  der  partiellen  Differentialgleiehung  (161)  erhalten. 

Umgekehrt  gilt  der  folgende  Satz  von  JACOBi2): 

s  0  =  W(x,  yl ,  .  .  .,  y^  j817  .  .  .,  /JJ  +  c  (164) 

irgend  ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 


50  ist  das  allgemeine  Integral  des  Jcanonischen  Systems  (131)  gegeben 
durch  die  2n  Gleiehungen 


wdb&i  die  yk  willlvtirliche  Konstanten  ledeuten. 

Beide  Satze  zusammen  zeigen;  daB  die  Integration  des  kanonischen 
Systems  (131)  und  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
(161)  aquivalente  Probleme  sind. 

')  Siehe  z.  B    GOTJRSAT,  loc.  cit  Nr  42 

2)  Vorlesungen  uber  Dynamik,  19  und  20  Vorlesung;  vgl  auck  C,  JOKDAN, 
Cours  d'  Analyse,  Bd  III,  Nr.  258 


ZwOlftes  Kapitel 

Weitere  notwendige,  sowie  Mnreidende  Bedingungen  foeim 
Lagrange'schen  Problem. 

§  74.  Analoga  der  Bedingungen  von  Weierstrafi  und  Legendre. 

In    diesem   Kapitel   sollen    zunachst    die    den   Bedingungen   von 


,  JACOBI  und  WEIERSTEASS  entspreehenden  Bedingungen 
(II),  (III),  (IV)  fur  das  Lagrange'sche  Problem  aufgestellt  werden. 
Wir  werden  diese  Bedingungen  zuerst  ohne  Benutzung  der  zweiten 
Variation  ableiten,  mdem  wir  mit  der  WeierstraB7schen  Bedingung 
beginnen  und  daraus  die  Bedingung  (II)  herleiten  (§  74),  wahrend 
sich  die  Bedingung  (III)  aus  einer  Verallgemeinerung  des  Enveloppen- 
satzes  ergeben  wird  (§  75).  Alsdann  werden  wir,  wenn  aucn  nur 
kurz;  auf  die  Theorie  der  zweiten  Variation  eingehen,  teils  ihres 
groBen  Mstorischen  Interesses  wegen,  teils  weil  dieselbe,  wie  sich 
heraussteUen  wird,  zur  Vervollstandigung  der  vorangegangenen  Theorie 
der  konjugierten  Punkte  unentbehiiich  ist  (§  76). 

Den  AbschluB  des  Kapitels  bildet  dann  die  Aufstellung  hin- 
reichender  Bedingungen  auf  Grand  des  allgememen  Hilbert'schen 
Unabh'angigkeitssatzes  (§  77)  und  die  Theorie  der  Mayer'schen  Extre- 
malenscharen  (§  78). 

Wir  beschranken  uns  dabei  durchweg  auf  den  Fall  des  ,J?wik- 
tionenproblems"  mit  festen  Endpunkten  bei  welchein  samtliche  Neben- 
"bedingungen  Differentialgldchungen  sind.1) 

Ferner  machen  wir  fiber  die  Extremale  @0  dieselben  Voraus- 
setzungen  A),  B),  C)  wie  in  §  72,  b),  ftigen.  denselben  aber  noch  eine 
weiter  e  Voraussetmng  D)  hinzu: 

a)  Der  einzige  Fall,  welclier  aufierdem  bisher  vollstandig  durchgefuhrfc 
worden  ist,  ist  das  r'aumliohe  Variationsproblem  olxne  JN"ebenbedingungen7 
welches  kiirzlicli  MASOH  und  BLISS  eingehend  behandelt  liaben,  und  zwar  in 
Parametexdarstellung  bei  festen  und  bei  variabeln  Endpunkten,  Transactions 
of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  IX  (1908),  p.  4=40,  vgl.  auch 
die  Dissertation  von  HADESCHDA  GEENET  (Gottingen  11)02),  die  dasselbe  Problem 
mit  x  als  unabhangiger  Variabeln  bei  festen  Endpunkten  behandelt. 
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D)  Die  Extremale  @*  soil  sicb  in  Beziebung  auf  jedes  nocb  so 
kleine  Teilintervall  [f^]  des  in  §72,  b)  definierten  ,;Regularitats- 
intervalls" 

x\  <  x  <  %l 

normal  verhalten  (§  69,  d));  d.  b.  das  einzige  System  yon  m  Funk- 
tionen  A1;  A2?  .  .  .,  lm?  welcbe  in  [g^]  yon  der  Klasse  C'  sind  und 
den  n  linearen  Differentialgleicbungen 


genii  gen  ;  ist 

^sO,     A2  =  0,    -.-,     Awi  =  0    in  [|JS]. 

Wir  drucken  diese  Voraussetzung  nach  v.  EscHERiCH1)  dadurch. 
aus;  da6  wir  sagen;  es  soil  der  ^Eauptfall^  des  Lagrange'schen 
Problems  vorliegen. 

In  den  Voraussetzungen  A)  bis  D)  ist  enthalten?  da6  die  Kon- 
stante  ?0  von  §69  den  Wert  1  hat,  sodaB  also  in  den  Enler'-Lagrange- 
schen  Differentialgleichungen 


zu  setzen  ist. 

a)  Die  WeierstraB'sche  Bedingung2): 

Zur  Herleitung  der  WeierstraB'scben  Bedingung  wablen  wir 
auf  der  Extremalen  @0  zwiscben  Pj  und  P2  einen  beliebigen  Punkt  Pa. 
Es  folgt  dann  aus  der  Voraussetzung  C);  da8  im  Punkt  P3  mindestens 
eine  Determinante  mten  Grades  der  Matrix  (43)  von  §  69  von  Null 
verscbieden  ist;  es  sei  etwa 

~N%0.  (1) 

Diese  Determinante  ist  dann  aucb  nocb  in  einer  gewissen  Unagebuncy 
des  Punktes  P3  von  Null  verscbieden.  In  dieser  Umgebung  wablen 
wir  auf  @0  und  vor  P3  einen  Punkt  P0.  Wir  zieben  dann  durcb  Ps 
eine  beliebige  Kurve 

g;  y     M   y    fX\ 

*)  Ygl   Wiener  Berichte,  Bd.  CVIII  (1899),  p  1290. 

2)  Zuerst  von  HAHN  auf  etwas  anderem  Wege  abgeleitet,  vgl.  Monatshefte 
flir  Mathematik  und  Pkysik,  Bd  XVII  (1906),  p.  295;  fur  den  Fall  end- 
licber  Bedingungsgleichungen  ist  die  Ausdehnung  der  Weierstrafi'schcn  Be- 
dingung auf  das  La  grange  3sche  Problem  schon  vorher  von  EUDIO  gegeben  worden, 
vgl.  Vierteljahrsschrift  derNaturforschenden  G-esellscliaft  zuZurich 
Jahrgang  XLIH  (1898),  p.  340  *  ' 
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der  Klasse  C',  welche  den  m  Differentialgleicliungen1) 


geniigt,  und  for  welcte  das  Wertsystem 

a%>  yiOs),  •••,  </w(O>  yi(*s)>  •••;  2/»08)  (2) 

ganz  im  Innern  des  Bereiches  ^  Ton  §  69  liegfc.  Wie  slch  aus  den 
Existenztheoremen  tiber  Differentialgleichungen  ergibt;  ist  dies  stets 
mfiglieh,  und  wir  konnen  die  Werte 


beliebig    vorsclireiben;    yorausgesetzt;    da6   fur   das   Wertsystem    (2) 
mindestens  eine  Determinante  mten  Grades  der  Matrix 


________  ........      (3) 

Yon  Null  verscHieden  ist. 

Es  sei  jetzt  P4  derjenige  Punkt  von  S,  dessen  Abszisse  den 
Wert  %  «  ^s  —  e  hat,  unter  £  eine  kleine  positive  Grofie  verstanden. 
Dann  konnen  wir  stets,  und  zwar  fur  beliebige;  hinreichend  kleine 
Werte  von  s,  eine  Kurve 


von    den   erforderlichen   Stetigkeitseigenschaften  konstruieren;   welche 
durch  P0  und  P^  geht: 

y.C^O-y.W;     *  y.(^«)-y,(«J,  (4) 

sich.  fttr  £  ««  0  auf  @0  reduziert: 

y/^0)  -%(«), 

und  den  m  Differentialgleicliungen 

Vp(x}y(a,e),y'&,3')  =-0 
genugt. 

2am  Beweis  dieser  Behauptung  verfahxen  wir  ganz  ahnlich  wie  in  §  697  a), 
Wir  w^hlen  n(n  —  m)  Funktionen  2)  ^fn  +  r(oj)  von  der  Klasse  Q'\  welclie  samtlicli 
in  XQ  verach-winden,  sonst  a"ber  willktirlicli  sind,  und  setzen 


A 

Alsdanii  konnen  wir  nach  §  24,  e)  m  Funktionen 


x)  Wir  benutzen  dieselben  abkitrzenden  Bezeichiningen  wie  in  §§  68  und  72. 
*)  Wegen   der  Bedeutung   dei  Indizes  vgl    die  Verabredung  im  Emgang 
Ton  §  68. 
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von  den  dort  angegebenen  Stetigkeitseigenschaften  bestimmen,  welche  mit  den 
Funktionen  Ym  +  r  zusammen  den  m  Differentialgleichungen 

vpfaY,  r-)-o 

und  den  Anfangsbedingungen 


« 

genugen. 

Gelingt  es  nun,  die  GroBen  *lt  .    .,  sn  so  als  Funktionen  von  s  zu  bestimmen, 
daB  sie  den  w  Gleichungen 

*i(a?4i*i,.     ,«„)=•£  (*<)  (5) 

mit  der  Anfang^bedingung  .  Sl  =  0,  ,  *„  =  0  fur  a  =  0  genugen,  so  besitzt  die 
Kurve 

y»  =  irt(^,  *i  (£),  -  -  ,sn  (e))  =  y,  (a?,  s) 
alle  verlangten  Eigenschaften 

Eine    solche  Bestimmung    der   si  ist  nun  aber  in  der  Tat  stets   raoglich 
Denn  da  nach  der  Konstruktion  der  Eurve  § 

^(^3)==  2/^3)1  (6) 

so  werden  die  G-leichungen  (5)  durch  das  Wertsystem  a  =  0,  £1  =  0,  ,  s  =  0 
befiriedigt,  und  uberdies  lafit  sich  zeigen,  da8  die  willkurlichen  Funktionen  rf 

•m  +  1 

sich  so  wahlen  lassen,  dafi  die  Funktionaldetermmante  der  Auflbsung  von  Null 
verschieden  ist  Zum  Beweis  bemerken  wii  zunachst,  dafi  die  durch  die  Grlei- 
cnungen 


definierten  Funktionen  ^  den  Differ  entialgleichungen 

j  oyz    *       dy[    l 
und  den  Anfangsbedingungen 

geniigen,  woraus  wie  in  §  69,  b)  folgt,  dafi  die  Funktionen  77*  nur  von  den  Funk- 
tionen ^m  +  r  mit  demselben  obeien  Index  abhangen  und  nach  "Wahl  derselben 
eindeutig  bestimmt  smd. 

Da  ferner  nach  unserer  Voraussetzung  D)  die  Extremale  G£0  sich  in  Be- 
ziehung  auf  das  Interval!  [#0#8]  normal  verhalt,  so  folgt  nach  §  69,  d),  daB  sich 
die  Funktionen  irfm  +  r  so  wahlen  lassen,  daB  sie  in  xs  verschwmden ,  und  daB 
fur  die  hiernach  in  der  eben  angegebenen  "Weise  bestimmten  Funktionen  rfa  die 
Determinante 


Wahlt  man  jetzt  schheBlich  noch  die  Funktionen  i^t*  so,  daB 

<tX^)-*«. 

anter  8rs  wieder  das  Kronecker'sche  Symbol  verstanden,  so  reduziert  sich  die 

Bolza,  Variationsrechnung  39 
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fragliclie  Punktionaldeterminante  anf  die  Determinante  (7),   womit  unsere  Be- 
hauptung  bewiesen  ist 

Nachdem  so  erne  Scliar  von  zul'assigen  Variationen  YOU  den  ge~ 
wunse]ate:n  Eigenschaffcen  tergestellt  ist,  betraohten  wir  das  Integral  J 
Yom  Punkt  P1  entlang  @0  bis  P0,  ron  da  entlang  E  bis  P4,  dami 
YOB  P4  entlang  (|  nach  P3  und  endlich.  Yon  P3  entlang  @0  bis  P2. 
Den  Wert  desselben  als  Fnnktion  Yon  s  bezeichnen  wir  mit  J(i). 
Da  sowohl  die  Funktionen  y%(x),  als  y%(%,  s),  als  j/8(#)  den  Differential- 
gleichungen  9?^  «=  0  gentigen^  so  konnen  wir  Jr(«)  aucb.  schreiben 


wobei  die  in  F,  resp.  F  nnd  F  Yorkommenden  Funktionen  A^  die  zur 
Extremalen  @0  geborigen  Multiplikatoren  sind 

Beachtet  man  jetzt  Gleicliung  (6)  sowie  die  aus  (42)  folgende 
Relation 


so  erhalt  man  nach  einfacb.er  Rechnung  unter  Anwendung  der  La- 
grange?scheii  partiellen  Integration  und  nnter  Benutzung  der  Be- 
zeichnung  (120)  Yon  §  72: 

Jr(0)  -  F( 


Definiert  man  dalier  die  WeierstraB'scbe  8-Funktion  fur  das 
vorliegende  Lagrange'sche  Problem  als  Funktion  ihrer  ?>n  +  m  +  1 
Argnmente 

^^l;-  --;y«;JPn--^JP»^i;-     •>£,;*!>•  -  v  ^ 

durch  die  Grleichung 

8(^y»ftP5^)  -  J(^y;JP;A)-^(^%A^)"^(JP*-  (8) 

1 

so  folgt  hieraus  der  Satz1): 

Soil  die  Extremale  @0  em  starkes  Minimum  fur  das  Integral  J" 
mit  den  Neberibedingungen  <p#  =  0  liefcrn,  so  mufi 

/(aO      ^^       0 


a)  YgL  HAHN,  loc  cit.,  p.  303  Hier,  -wie  bei  alien  folgenden  Satzen  iiber 
das  Lagrange'sche  Problem,  aind  stets  die  Yoraussetzungen  A)  bis  D)  nock 
hinzuzufugen. 
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$em  fur^jedes  x  im  Intervall  [^arj  und  fur  jedes  endliche  Wertsystem 
jpl}  .  .  .,  pn)  welclies  den  'Bedingungen 

fyte#(aO,.p)  -  0  (9) 

genugt,  und  fur  welches  der  Punld  (x,y(x\$)  im  Jnnern  des  Bereiches 
*S  liegt  und  mindestens  einer  Determinants  mien  Grades  der  Matrix  (3) 
einen  von  Null  verschiedenen   Wert  erteilt 
b)  Die  Clebscli'sclie  Bedingung: 

Aus   der  WeierstraB'scken  Bedingung  laBt  sicb.  nun  leicht  die 
der  Legeadre'scLen  entsprectende  Bedingung  (II)  aUeiten,1) 

Dazu  musseB  wir  zun'achst  den  folgenden  Hilfssate  beweisen: 
Es   sei  ?1?f2?...,^  irgeud  ein  System  von  Gro6en;  welche  den 
Gleicttingen 

(10) 


gentigen.  Alsdann  kanu  man  stets  n  Funktionen  pt(s)  bestimmen? 
welcie  in  der  Umgebung  der  Stelle  s  =  0  von  der  Klasse  C"  sind? 
fiir  beliebige,  hinreicliend  Heine  Werte  von  s  ]  den  m  Grleiclmngen 

9Vfo,»(ft),£(«»  -  0  (11) 

und  den  Aafangsbedingungea 
geuttgen.  A(0)  -  0,        KW  -  ft  (12) 

Die  Argumente  von  dtpp/cyl  sind  dabei  (x 

Zum  Beweis  definieren  wir  zunachst 


Dann   konnen  wir  nacl.  dem   Satz  fiber  mrplizite  Funktionen  die  m 
Gleichungen 


in  der  Umgebung  des  Wertsy  stems  s  *=  0,  jpa  ~  ^(^3)7  .  .  .,jpOT  «=  «/^(^s) 
emdeutig  nach.  A>  •  •  '?iL  auflosen.  Denn  die  Grleicbungen  werden 
durch.  dieses  spezielle  Wertsystem  befriedigt,  und  die  Funktionaldeter- 
minante  der  Auflosung  ist  nacii  (1)  von  Null  versckieden.  Wir  er- 
halten  daher  eine  Losnng  p^^p^)  der  verlangten  Art^  von  der  ztur 
noci.  zn  zeigen  ist,  daB  sie  auch  der  Bedingung  (122)  geniigl  Diffe- 
rentiieren  wir  die  in  s  identisehen  Gleiehungen  (11)  nach  s  und  setzen 
dann  E  =  0;  so  erhalten  wir 


%)  VgL  HAHN,  loc,  cit.  p.  303.     Der  Beveis  von  Hahn  ist  tlmgens   durch 
den  hier  gegebenen  Hilfssatz  zu  erg'anzen 

39* 
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woraus   durch  Vergleicli  mit  (10)   wegen  (1)  folgt,  daB:  pa(ty  =  £a; 
womit  der  Hilfssatz  bewiesen  ist. 

Wegen   (11),  (12t)  und  (1)  mufi  nun  im  Fall  eines  Minimums 
die  WeierstraB'sche  Bedingung 

'(a)«)  *(*)        0 


fiir  alle  hinreickend  kleinen  Werte  von  |  s  erfullt  sein.  Bezeichnen 
wir  die  linke  Seite  als  Funktion  yon  £  mit  E(s\  so  ergibt  eine  ein- 
fache  Reckanng  unter  Benutzung  von  (12): 


0,       E'(0)  =  0,       JB"(0)  - 

t,  L 

Da  nach  dem  Taylor?schen  Satz 

^^-^[^"(O)  +  («)], 

so  folgt  kieraus  der  Satz: 

Filr  ein  Minimum  des  Integrals  J  mit  den  Nebenbedingungen  q> 
ist  weiter  notwendig,  da/3  in  jedem  PunJct  des  Extremalenbogens 

^^«,>0  (U) 

fur  die  den  m  G-leichungen 


genugenden  Wertsysteme  der  Grofien  &,  S2,  •••,&,. 

Dabei  sind  die  Argumente  der  zweiten  Ableitungen  von  F: 
(%,  y(a?),  y'0»),  Afe)),  diejenigen  von  8g)^?j(:  (a?,  y(aj),  y'(a?)). 

Wir  werden  diese  Bedingung  die  ^Glebsch'sehe  Bedingung  nennen, 
da  sie  zuerst  von  OLEBSCH2)  gegeben  worden  ist;  und  zwar  mit  Hilfe 
der  zweifcen  Variation. 

In  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  wird  gezeigt3)?  daB  die 
Bedingung  (II)  damit  Equivalent  ist,  daB  unter  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

!)  Das  Summationszeichen  JSJ1  bedeutet  hier   und  in  der  Folge  stets  die 

n      n  a,X 

Doppelsumme 


2)  Journal  fiir  Mathematik,  Bd  LV  (1858),  p.  254.  Vgl.  auch  unten 
§  76,  f). 

s)  WEIEKSTBASS,  Vorlesungen  uber  Variationsrechnung  1879;  C.JORDAN,  Cours 
d'  Analyse,  Bd  HI,  Nr.  392. 
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l-ft  •• 


o, 


'?      Ai» 

-,  o 


=  0,     (14) 


->  Am,  •-,£„,  0,  •-.,<>. 

welche   bekanntlich  aUe   reeU   sind1),   sich  keine  negativen  befinden 
wobei  zur  Abkiirzung  ' 


gesetzt  ist. 

Fur  0  =  0  reduziert  sich  die  Determinate  #(p)  auf  die  Determi- 
nante  E  von  §  72,a)?  die  nach  Yoraussetzung  C)  eotlang  @0  von 
Null  verschieden  ist.  Somit  kann  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung 
(14)  die  Null  nicht  vorkomraen  Das  hat  zur  Folge,  daB  unter  der 
Voraussetzung  C)  die  Bedmgung  (II) ,  wenn  iiberhaupt;  nur  in  der 
starkeren  Form 


fur  alle  den  Gleichungen  (13)  gentigenden,  nicht  samtlich  verschwin- 
denden  Werte  £x,  §8,  •  •  ,  gn  erfullt  sein  kann. 

Da  die  Wurzeln   der  Grleichung  (14)  samtlich  reell  sind,   so  er- 

x)  Siehe  GUNDELFINGER  in  HESSE,  Analytisclie  Geometne  des  Eaumes  (1876) 
p  518;  WEIERSTEASS,  Vorlesungen  uber  'Var^at^onsrechnung  1879  Den  folgenden 
einfachen  Beweis  verdanke  ich  Herrn  LOWY: 

Ist  Q  eine  Wurzel  der  Gleichung  (14),  so  gibt  es  n  +  m  reelle  oder  koin- 
plexe  Grofien  a^,^,-  ,xn,  yx,y,,  •  •  •,  ym,  welche  nicht  alle  gleicn  Null  sind 
und  den  n  -f-  m  Gleichungen  genugen 


Dabei  konnen  wegen  (1)  nicht  alle  Grofien  xt  gleich  Null  sein 

Es  seien  jetzt  x^  y^  die  zu  %i,  y^  konjugiert  inaaginaren  Grofien;  dann  folgt, 
indem  wir  die  ^  ie  Gleichung  mit  x^  die  (%  +  ]3)te  mit  y  mnltiplizieren  und 
dann  addieren^ 


Da  E^v  L     reell  sind,  und  E^=R^,  so  ist  die  linke  Seite   reell;  da 
uberdies  auch  J^jXoJj  reell  und  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt,  dafi  Q  reell 
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gibt  sick  aus  der  Descartes'sehen  Regel  ein  sehr  einfaches  MitteJ, 
um  zu  entscheiden,  ob  die  Bedmgung  (II7)  erfiiEt  ist:  Man  ordne  die 
ganze  Funktion  6?(p)  nach  absteigenden  Potenzen  von  Q]  alsdann 
mussen  die  Koeffizienten  der  so  erhaltenen  ganzen  Funktion  ab- 
wechselnde  Vorzeichen  haben 

§  75.     Die   Kneser'sche    Theorie    der   konjugierten    Punkte    beim 
Iiagrange'schen  Problem. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  nacli  dem  Vorgang  von 
KNESER,  den  Enveloppensatz  von  §  44,  c)  nnd  §  62,  d)  auf  den  Fall 
des  Lagrange'schen  Problems  ausdehnen  und  daraus  die  der  Jacobi- 
schen  Bedingung  entsprechende  Bedmgung  (III)  ableiten.  Wir  halten 
dabei  an  den  Voraussetzungen  A)  bis  D)  von  §§  72  und  74  uber  die 
Extremale  @0  fest 

a)  Definition  des  konjugierteu  Punktes; 

Wir  gehen  aus  von  der  Betrachtung  der  Gesamtheit*-)  der  Extre- 
malen  durch  den  AnfangspimU  F^(xl9  ylly  -  -  -,  ynl)  des  Extremalen- 
bogens  @0.  Dieselbe  bildet  eine  %-parametrige  Schar,  die  sich  nach 
den  Eesultaten  von  §  72,  c)  mittels  der  Funktionen  2)t  in  der  folgenden 
Normalform  darstellen  laBt: 

5  ^,  yllf  •  .  -,  yal,  c1;  -  •  -,  cj  s  7t(x,  Cj  ,  -  -  .,  cn\      (15) 

36,) 
l} 

(16) 


mit  clf  -  -  -,  cn  als  Parametern.    In  der  Tat  ist  nach  Grleiclmng  C136, 
von  §  72  *  ^       l 


woraus  sich  durch  Differentiation  nach  ck  ergibt 


Die  Schar  (15)   enthalt  die  Extremale  ©0  und  zwar  in  der  Be- 
zeichnung  von  §  72,  Grleichung  (122),  fur: 


sodaB  also 


J)  Streng  genommen  handelt  es  sich  mir  urn  Extremalen,  die  zu  soldi  en 
Losungen  der  Differentialgleichungen  (I)  gehoren,  welche  uur  wenig  von  der 
Ldsung  (119)  yon  §  72  abweichen  BaB  die  Grleiclmngen  (15)  alle  diese  Extremalen 
darstellen,  folgt  daraus,  daB  nach  G-leichung  (143)  von  §  72  die  Determinate 
von  ETull  verachieden  ist 
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Die  Funktionaldeterminante  der  Schar  bezeichnen  wir  mit 


Es  folgt  dann  aus  (17);  daB 


insbesondere  also  auch 


.»«i,  --,O-o, 
><?»---,«2)-o. 


(18) 


Wir  wollen  nun  die  Annahme  maehen,  daB  der  Punkt  x{  ein 
isolierter  NullpunM  der  Funktion  D(#,  cj;  •  •  -,  <£)  ist,  d.  h.  daB  sich 
erne  Umgebung  von  ^  angeben  laBt,  in  welcher  diese  Funktion  7  ab- 
gesehen  vom  Punkt  x±,  von  Null  verschieden  ist  Es  wird  sich  spater 
zeigen1),  daB  dies  in  Wirklichkeit  keine  weitere  besckrankende  An- 
nahme;  sondern  erne  Folge  unserer  bishengen  Voraussetzungen  A) 
bis  D)  ist. 

Es  folgt  dann,  daB  entweder2) 


4=  0  fur 


x 


oder    aber;    daB    es    zwisclien   x±    und    x*2    emen   zunachst3)    auf 
folgenden  Nullpunkt  x(  dieser  Funktion  -gibt;  sodaB  also 


-Z>(^  %,  '  *  ',  ^)  -H  0  fBr  x,  <  a?  <  *,'. 

Im  zweiten  Fall  heifit  der  dem  Wert  x  =====  x[  entsprechende  Punkt 
j  der  Extremalen  @0  wieder  der  zu  P1  konjugierte  Pwikt. 

Die  Funktionaldeterminante  D  laBt  sich  auch  als  Determinate 
2^ter  Ordnung  schreiben;  definiert  man  nanilich  nach  A.  MAYER4)  die 


Funktion. 


durch  die  Determinante 


A  (a 


.  1*1 


26, 


as, 


9  9. 


(20) 


(<  -  1,  2,  -  •  -,  n\ 
wobei  in  den  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen  ^(#;  a;  6;  c)  nach 

x)  Siehe  §  76,  g)  Smd  die  Fnnktionen  /  und  <p  analytisch  und  regtdar 
im  Bereich  t?,  so  ist  diese  Aunahme  damit  gleichbedeutend,  dafi  D(ic,cS,  -,e^) 
nicht  identiscli  verschwinden  soil. 

2)  Wegeu  der  Bedeutung  des  Zeichens  x%  aiehe  §  72,  b). 

3)  Vgl.  den  am  Ende  von  §  61,  b)  erwahnten  Hilfssatz  uber  stetige  Funktionen. 

4)  Journal  fur  Matheinatik,  Bd  LXIX  (1868),  p  250. 
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der  Differentiation  a  -  %,  6a  -  yu,  -    .,  \  ^  ynly  c,  -  cj;  •  •  -,  c,  -  <£ 
zu  setzen  ist,  so  ist 

#M,  '  *  V^°)  -  A(^)7  (21) 

wie  sieh  unmittelbar  aus  den  Grleichungen  (143)  von  §  12  ergibt. 

In  dieser  Form  A  wird  uns  die  Determinante  in  der  Theone  der 
zweiten  Variation  wieder  begegnen;  man  pflegt  sie  die  Mayer'sclie 
Determinante  zu  nennen. 

Geht  man  von  der  Normalform  (15)  der  Extremalenschar  durch 
den  Punkt  Pl  zu  emer  andern  Darstellungsform  liber,  indern  man  an 
Stelle  der  Parameter  ^  ,  •  •  •,  cn  andere  n  unabhangige  Parameter  ein- 
ffilirl,  so  wird  die  Funktionaldeterminante  D(x,  c^  •  *  -,  cn)  der  Schar 
nach  bekannten  allgememen  Satzen  uber  Funktionaldeterminanteia  nur 
mit  einem  konstanten,  nicht  verschwindenden  Faktor  multipliziert 
Dasselbe  gilt  von  der  Determinante  A^a?,  %),  wenn  man  von  den 
35kanonisclien  Konstanten^  bl}  -  -  .,  bn,  cly  •  •  ;  cn  zu  beliebigen  anderen 
Integrationskonstanten  ubergeht. 

Fiir  die  weitere  Diskussion  werden  wir  die  leschrdnlende  Annatime 
maelaen;  daB  im  konjugierten  Punkt;  falls  ein  soldier  existiert, 

Dx(x[,  cl  •  •  .,  ^)  -H  0.  (22) 

Dann  konnen  wir  nach  dem  Satz  iiber  implizite  Funktionen  die  Grleichung 

^(^  Cl>  '  '  •>  Cn)  =  ° 

m   der   Umgebung   der   SteUe  x  ==  x[,  c±  =  ^,  •  -  .,  cn  «  ^    emdeutig 
nach  x  aufldsen1).     Die  Losung  sei 


.  n    . 
sodac  also  ^, 

•°(E>  *,  •  •  •,  O  -  0 
identiscli  in  cl}  •  •  •,  cn  und 

EW,---,4)-<- 

Es  besitzt  dann  auch  jede  der  Extremalen  @0  benachbarte  Extremale 
(c)  der  Schar  (15)  einen  zu  Px  konjugierten  Punkt,  und  die  Abszisse 
desselben  ist 


Den  geometrisehen  Ort  dieser  konjugierten  Punkte,  d.  h.  also  die 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 


J)  Dabei  mtssen  wir  allerdings  voraussetzen,  dafi  auok  die  zweiten  Ab- 
leitungen  aslr,/2cj  %G3  existieren  und  stetig  smd;  das  wird  nach  p  178,  Ziwatz  I 
sioher  ^der  Fall  sein,  wenn  wir  die  nrsprunglichen  Yoraoissetzungen  von  §  69 
uber  die  Funktionen  f  und  <p^  dahin  verscharfen  ,  daB  dieselben  im  Bereich  15 
von  der  Klasse  Civ  sin<},  ' 
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im  Raum   der  Variabeln  $,y^  •••,*/„  konnte  man  die 

flache"  der  Schar  (15)  nennen      Es  lassen  sicli  ftir  dieselbe  ahnliche 

Betrachtungen  anstellen;  wie  im  Pall  des  isoperimetrischen  Problems 

(§62,ty). 

b)  Das  ausgezeielmete  Extremalenbiiscliel  durcli  den  Punkt  P1:1) 

Wir  greifen  jetzt  aus  der  w-fach  unendlichen  Extremalenschar  (15) 
erne  einfach-unendliche,  die  Extremale  @0  entlialtende  Scliar  (ein 
^Biischel")  heraus,  indem  wir  die  GroGen  ct  durcli  Funktionen  eines 
Parameters  a  ersetzen,  welche  ftir  emeu  bestimmten  Wert  &  =  KQ  die 
Werte  c°  anneiLmen  und  in  der  Umgebung  von  aQ  yon  der  Klasse  C'  smd: 

"*.-*,(«),  ^0)  =  ^  (23) 

sodaB  das  Biischel  dargestellt  wird  durcli  die  Gleichungen 

y,-r,(a;,c1,...,aj,  (24) 

und  stellen  uns  nunmehr  die  Aufgabe^  die  Funktionen  ct(u)  so  zu 
bestimmen,  daB  dieses  Biischel  eine  Enveloppe  besitzt,  d.  h,  dafi  es 
erne  Kurve  ^  S^>  welche  von  samtlicnen  Kurven  des  Biischels  be- 
ruhrt  wird. 

Angenommen  es  existiere  eine  solche  Kurve  ^^  UU(i  es  sei 
x(a)  die  Abszisse  des  Beruhrungspunktes  P3  der  Extremalen  @a  des 
Biischels  (24)  mit  *$.  Die  Ordinaten  von  P3  smd  dann  5^(J;cl7  ..  .,  cw)? 
und  die  Kurve  §  1S^  ^a  Parameterdarstellnng  gegeben  durch  die 
Gleichungen 

%:  x  -  £(«),         yt  -  Yz(x,  c^  .  .  .,  cn)  =  &(*).        (25) 

Im  Punkt  P3  soEen  sich  die  beiden  Kurven  @a  und  ^  beriihren^ 
worunter  wir  verstehen;  dafi  die  n  Gleichungen  bestehen  sollen: 


wenn   wir  durch  die  Klammer   []   die  Substitution  von  #,  o1; 
fur  x,  cl}  .    .;  cn  andeuten.     Da  nach  (25) 


so  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (26)  auf 


a)  Im  wesentliclieii  nach  KNESER,  Mitteilungen  der  Mathematischen 
Gesellschaft  zu  Charkow,  zweite  Serie,  Bd  YII  (1902);  ygl.  auch  fur  den 
speziellen  Fall  w  =  2,  m  =  0  die  schon  oben  erwahnte  Arbeit  von  MASON  und 
BLISS,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd  IX 
(1908),  p  446. 
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Da  ferner  die  Funktionen  ck  niclit  samtlich  konstant  sain  sollen, 
so  muB  die  Determinante  des  Gleichungssystems  (28)  verschwinden, 
d.  h.  es  muB 

D(x,  c1;  .  .  .,  O  -  0  (29) 

sein.  Diese  Gleichung  sagt  aus,  dafi  der  Beruhrungspunkt  P3  ein  zu 
P!  auf  der  Extremalen  @a  konjugierter  Punkt  (im  weiteren  Sinn; 
sein  muB,  Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall;  wo  der  Beriihrimgs- 
punkt  der  Extremalen  @0  mit  g  der  konjugierte  Punkt  im  engeren 

Sinn,  P[j  ist,  also 

%(aQ)  »  x( 

Dann  folgt  aus  (29)  nack  der  am  Ende  von  Absatz  a)  gemachten 
Bemerkung  unter  der  Voraussetzung  (22);  dafi 


ftir  alle  Werte  von  cc  in  der  Nahe  von  <x0. 

Gribt  man  dem  $(a)  diesen  Wert?  so  ist  es  moglick,  den  Grleichungen 
(28)  durch  Werte  der  GroBen  c'k  (a)  zu  gentigen^  welche  niclit  samt- 
licli  null  sind,  und  zwar  sind  die  Verhaltnisse  dieser  GroBen  durch 
die  Gleichungen  (28)  eindeutig  bestimmt.  Denn  wegen  der  Voraus- 
setzung  (22)  sind  die  Subdetermmanten  des  Koeffizientensystems  dieser 
Grleicliungen  nielit  samtlich  gleich  Null,  da 


wenn  Dik  die   Subdetermmante   des  Elementes  cYJcck  in  der  Deter- 
minante D  bedeutet.     Es  sei  z.  B 

[JU  +  O  (30) 

fur   a  =  CCQ   und    daher   auct,    in    einer   gewissen  Umgebung  von  a0. 
Dann  ergibt  die  Auflosung  von  (28) 

.  (31) 


Den  Proportionalitatsfaktor  Q  diirfen  wir  ohne  Besclirankung  der  All- 
gemeinlieit  gleicb.  1  annehmen?  da  wir  dies  durch  Einfuhrung  eiiies 
passenden  neuen  Parameters  an  Stelle  von  cc  stets  erreichen  konnen. 
Die  Gleichungen  (31)  stellen  nunmenr  ein  System  von  n  Diffe- 
rentialgleicliungen  erster  Ordnung  in  der  Normalform  dar;  welclie 
zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen  (232)  nach.  dem  Caucliy'sclien 
Existenztheorem  von  §  23,  a)  die  Funktionen  ?A(«)  eindeutig  be- 
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stinimen,  und  zwar  sind  dieselben  wegen  (30)  nicht  etwa  s'amtlieli 
konstant.1) 

Fur  das  so  ertaltene  Funktionen  system  ck(a)  gelten  dann  in  der 
Tat  die  Gleichungen  (26)  in  der  Umgebung  von  a  =  a0.  Falls  £'(«o)  ^  °> 
so  ist  die  Beruhrung  eine  eigentliche.  1st  dagegen  £'(«o)  =  °?  so 
ist  auch  srf'(o;0)  =  0.  Ist  dabei  x'(cc)  =£  0,  so  ist  P(  ein  singularer 
Punkt  der  Enveloppe  g.  Ist  dagegen  Z'(cc)  =s  0,  so  ist  auch 
y.'(a)  =  °>  d-  n-  ^  Enveloppe  g  degeneriert  in  einen  Punkt,  und 
zwar  in  den  Punkt  P(,  wie  sich  aus  den  Anfangsbedingungen  fur 
a  =>  a0  ergibt. 

Es  gilt  also  der  folgende  von  KNESER  herrunrende  Satz: 
Unter  der  Voraussetzung  (22)  gibt  es  in  der  n-facli  unendliclien 
Extremalenschar  (15)  durch  den  Punkt  P±  ein  und  nur  em  die  Extre- 
male  ®0  enfhaltendes  ausgezeictmetes  Extremalenhtscliel,  welches  eine 
Enveloppe  lesitet,  die  im  Purikt  P[  entweder  die  Extremale  ®0  beruhrt, 
oder  in  P(  einen  singularen  Punkt  besitet,  oder  aber  m  den  Punkt  P[ 
degeneriert. 

c)  Der  verallgememerte  Enveloppensatz:s) 

Wir  betrachten  jetzt  unser  Integral  J,  genommen  entlang  der 
Extremalen  ©a  des  ausgezeichneten  Biischels  vom  Punkt  Pt  bis  zum 
konjugierten  Punkt  P8.  Dasselbe  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  a, 
die  wir  mit  J(a)  bezeiclinen  :  3) 


J(a)  =*f(x,  Y(x,  c),  Y(x,  c)}dx. 

i 
Nach  der  Definition  der  Funktion  U  von  §  73;  a)  ist  dann 

J(a)  =  U(S;  xl}  yu,  .  .  .,  ynl,  ci9...,  ej.  (32) 

Daher  konnen  wir  mit  Hilfe  der  allgememen  Formeln  (145)  und  (146) 

*)  Hieraus  folgt,   da8  die  Extremale  (£tt  nicht  etwa  fur  alle  Werte  von  a 
in  der  Umgebung  von  CCQ  mit  @0  identisch  sein  kann     Denn  aus  der  Identitat 

rt(a?,c11...,cn)«y,(ar) 
wurde  durch  Differentiation  nach  ct  folgen,  daB 


was  wegen  (192)  nicht  nioglich  ist 

Diese  Bemerkung  ist  fur  den  unter  d)  folgenden  Beweis  von  Wichtigkeit 

2)  Ygl  KNESER,  loc   cit. 

3)  Wii  schreiben  analog  den  fruheren  Abkiirzungen 

(a?,  c)    statt    (a,  c17       ,en). 
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von  §  73  den  Ausdruck  fur  die  Ableitung  J'(a)  immittelbar  bin- 
sckreiben,  wobei  wir  uns  der  Definition  (15)  der  Funktionen  YI  sowie 
der  Bedeutung  des  Zeicaens  []  zu  erlnnern  haben.  Man  findet 


Die  Doppelsumme  ist  aber  gleich  Null;  da  ja  das  Extremalen- 
buschel  das  durch  die  Gleicliungeu  (28)  definierte  ausgezeichnote 
Buscnel  sein  sollte.  Es  kommt  also  schlieBlich 

J'(a)  «  f(x,  Y(x,  c),  T(x,  c})x'.  (33) 

"Wir  untersckeiden  jetzt  zwei  Falle: 

Fall  I:  xr(a)  ^  0,  die  Enveloppe  §  degeneriert  nicht. 

Wir  beschranben  nns  dabei  aul  den  Fall 

S'(«o)-hO,  (34) 

mdem  wir  den  Ausnalimefall^  wo  die  Enyeloppe  $  in  P^  einen  sin- 
gularen  Punkt  Hat,  bei  Seite  lassen.  Dann  konnen  wir  nacb  (25)' 
und  (26)  die  Grleicnnng  (33)  schreiben 

'(«)•  (35) 


Andererseits  konnen  wir  wegen  (34)  die  Gleicbung  x  =  5)  (a)  in 
der  Umgebung  Ton  a  =  a0  eindeutig  nacb  a  auflosen;  es  sei:  a««a(flf). 
Wir  konnen  daher  die  Enveloppe  g  in  der  Form  scbreiben: 

g:       y,- 

woraus  folgt 


Wir  erhalten  also,  wenn  wir   die   Gleictung  (35)  nacli  a  inte- 
grieren  und  &  als  Integrationsvariable  emfuhren, 

. 

,  Y'(x))dx  (36) 


Wir  wahlen  nun  cc  ^  ccQ,  je   nachdem   £'(<*0)  ^  0;    sodaB    in    beidea 
Fallen  5  (a)  <  5(c^0);  d.  h. 


Dann  konnen  wir  die  Grleichung  (36)  schreiben.: 

•^(JW  -  ^(A^)  +  ^(-P.PO  (37) 
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Diese  Grleichung  stellt  den  von  KNESEE  herruhrenden  verallgemeinerten 
Enveloppensatg  dar 

Fall  II:  %'(cc)  ===  0,  die  Enveloppe  degeneriert  in  einen  PunkL 
Dann  folgt  aus  (33):  J*(a)  ==  0,  also  J(a}  -  J(a0},  d.  h. 

^PxPD^JAPD  (38) 

Die  Extremalen  des  ausgezeichneten  Biischels,  welche  in  diesem  Fall 
samthch  durch  Pt  und  P[  gehen,  lief  em  also  fur  das  Integral  J, 
genommen  von  Pl  bis  P'19  samtlich  denselben  Wert. 

d)  Notwendigkeit  der  Mayer'scken  Bedinguag; 

Mit  Hilfe  des  Enyeloppensatzes  lafit  sich  numnekr  zeigen;  daB 
•em  Extremum  jenseits  des  konjugierten  Punktes  mcht  mehr  bestehen 
kann.  Angenommen  es  sei 

#i<0a.  (39) 

Dann  folgt  aus  dem  Enveloppensatz  zunaehst,  da8  man  A  J  «  0 
machen  kann  durch  eine  zulassige  Variation  des  Extremalenbogens  @0. 
Fur  den  Fall  II  ist  dies  nnmittelbar  klar.  Fiir  den  Fall  I  ist  nur 
noch  zu  zeigen,  daB  auch  der  Bogen  P3P^  yon  g  den  Bedingungs- 
gleichingen  ^  «  0  gentigt.  In  der  Tat  folgt  dies  aus  der  Gleicbung 


wenn  man  darin  zunachst  x  dnrcb  x(a)  und  dann  a  durch  a(x)  er- 
setzt  Daher  stellt  die  ans  dem  Bogen  P^PB  Ton  ©^  und  dem  Bogen 
P$P(  ron  %  zusammengesetzte  KurTe  eine  zulassige  Variation1)  des 
Bogens  PJ>[  Ton  @0  dar;  ftir  welclie  AJ=0.  Damit  ist  bewiesen, 
dafi  kein  eigentliches  Extremum  stattfinden  fcann^  wenn  x'  ^x». 

Es  muB  aber  noch  welter  gezeigt  werden,  daB  unter  der  Voraus- 
setzung  (39)  auch  kein  uneigentlicbes  Extremum  stattfinden  kann; 
<i.  h  dafi  man  A  J  <  0  inachen  kann. 

Wir  betrachten  zunachst  den  Fall  I  Angenommen  der  KurTen- 
zug  PjPgP^  liefere  ein  Minimum  ftir  das  Integral  J";  dann  muB  der 
Bogen  P3P{  der  EnTeloppe  g  em  Extremalenbogen  sein.  Aus  Stetig- 
keitsgriinden  folgt,  daB  fur  denselben  ebenso  wie  fiir  den  Bogen  PtP3 
die  Bedingungen  B),  C)  von  §  72  und2)  die  Bedingung  D)  Ton  §  74 
erfullt  sind,  wenn  a  hinreichend  nahe  bei  «0  gewahlt  wird.  Nehmen 
wir  dann  noch  an,  daB  die  Enveloppe  g  TOH  der  Klasse  C"  ist,  was 

a)  Man  "beachte  auck  die  Ungleichung  x  <  x{  ,  so-wie  die  Bemerkiino-  in 
FuBnote  x)  auf  p.  615. 

2)  Fiir  die  Bedingung  D)  kann  ick  dies  allerdings  mzr  als  Vermutung  aus- 
sprechen. 
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stets  der  Fall  sein  wird;  wenn  die  Stetigkeitsvoraussetzungen  YOB  §  69 
liber  die  Funktionen  f  und  cp#  kinreickend  versckarft  werden,  so 
konnen  wir  auf  den  Kurvenzug  P^P^  den  Zusatz  von  §  70,  b)  iiber 
diskontmuierlieke  Losungen  anwenden.  Darnacb  muB,  da  die  beiden 
Kurven  (£a  und  g  sich  im  Punkt  JP3  beriikren, 

Y'S(x,  8)  -  Y;'(X)  (40) 

sein.     Nun  1st  aber  nack  (26),  identiscb.  in   a, 

I?(3?,2)-2V(2). 
Darans  folgt  dnrch  Differentiation  nach  a 


Die  n  Grleichungen  (40)  sind  also  nur  moglicli,  -wemi 


Da  aber  anfierdem  die  Gleichnngen  (28)  bestehen  und  die  n  Grrofien  ci 
nicht  samtlich  gleich  Null  sind,  so  schliefit  man;  daB  die  n  Deter- 
mmanten;  die  aus  der  Determinate  D(5,  cl9  .  .  ,  c  J  hervorgeken,,  wenn 
man  je  eine  Zeile  [dYJcc^\9  Jc*=*  1,2,  >  -  -?n  durch  die  entsprechende 
[<Yi/  Bc^,  yfc  ==  1,  2,  •  •  -5  M  ersetzt,  versckwinden  mussen.  Daraus 
wurde  aber  folgen,  da8  D9(Z,Ci,-;  cn)  =  0  sem  muB,  was^wegen 
(22)  nickt  stattfinden  kann,  wenn  cc  kinreickend  nake  bei  #0  liegt, 

Damit  1st  bewiesen,  daB  der  Kurvenzug  P^P^P^  kein  Minimum 
ftir  das  Integral  J  liefem  kann;  man  kann  denselben  daker  so  variieren, 
daB  das  Integral  J"  einen  kleineren  Wert  annimmt;  d.  k.  daB 
A  J"<  0  wird. 

Aber  auck  im  Fall  II  kann  man  A  J<  0  macken,  wenn  a£<  xr 
Denn  nekmen  wir  an;  die  aus  dem  Bogen  P^P^  von  ©c  und  dem 
Bogen  P^P2  von  @0  zusammengesetzte  Kurve  lief  ere  ein  Minimum 
fur  das  Integral  J,  so  mussen  im  Punkt  P[  die  Bckenbedingungen 
(74)  von  §  70,  b)  erftllt  sein  Aus  denselben  folgt,  daB  im  Punkt  P[ 


sein  muB;  wobei  sich  die  nauberstricbenen  Buckstaben  auf  @a,  die 
iiberstrickenen  auf  @0  bezieken.  Man  zeigt  aber  leiekt,  daB  diese  Be- 
dingung  fur  kinreicbend  Heine  Werte  von  |  a  —  cc0  \  nickt  erftilit  sein 
kanti,  wenn  die  Clebsck'scke  Bedingung  fiir  die  Extremale  @a  in 
der  starkeren  Form  (IT)  erftilit  ist. 
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Unter  der  einschrankenden  Annakme  (22)  und  unter  Beiseite- 
lasstmg  des  Ausnahmefalles,  m  welchem  die  Enveloppe  gf  in  P[  einen 
smgiilaren  Punkt  besitzt,  koimen  wir  also  den  Satz  aussprechen1): 

Fur  ein  Extremimi  des  Integrals  J  mit  den  Nebenbedingungen 
(p^  =  0  ist  weiterJiin  nottcendig,  da/3 

Afoa^-fO     fur    xl<x<x2  (HI) 

oder,  anders  gesdirieben, 

x*  ^  <- 

Dieser  Satz  ist  zuerst  von  A.  MAYER*)  gegeben  worden,  der  den- 
selben  ans  der  zweiten  Variation  ableitet. 

§  76.   Die  zweite  Variation  beim  Lagrange'schen  Problem. 

In  den  vorangehenden  Paragrapten  haben  wir  die  Notwendigkeit 
der  beiden  Bedingungen  (II)  und  (III)  ohne  Benutzung  der  zweiten 
Variation  bewiesen.  Im  gegenwartigen  Paragraph  en  soil  nunmehr  im 
AnschluB  an  die  Untersuchungen  von  v.  ESCHERICH  eine  gedrangte 
Darstellung  der  Theorie  der  zweiten  Variation3)  gegeben  und  wenig- 
stens  angedentet  werden;  wie  man  mit  deren  Hilfe  ebenfaUs  die  Not- 
wendigkeit  dieser  Bedingungen  beweisen  kann  Zugleieli  wird  sicn 

a)  Der  in  FuJ&note  2)  p   617  erw^linte  Punkt  ware  dabei  noch  aufzuklaren. 

*)  Loc.  cit.  p.  258. ^JFreilich  beweist  Mayer  nur,  daB  S*J  =  0  gemacht 
werden  kann,  wenn  x[^x^  vgl.,  aucn  wegen  der  weiteren  Literatnr,  p  625 
Fnfinote  3).  Hierzu  die  Ubungsaufgaben  Nr  4,  7,  8  am  Ende  von  Kap  XIII. 

8)  Wegen  der  Geschicate  dieser  Theorie  yerweisen  wir  anf  die  Encyklo- 
padie  HA,  pp.  591—601  (KNESER)  und  pp.  683—635  (ZERMELO  nnd  HAHN),  sowie 
auf  die  historische  Einleitung  der  unten  angefuhrten  Arbeit  von  SCHEPFER.  Die 
fur  un sere  Zwecke  wicbtigsten  Arbeiten  sind: 

CLEBSCH,  ,,Ueber  dte  Reduction  der  zweiten  Variation  auf  Hire  e^nfachste 
Form",  Journal  fur  Mathematik,  Bd  LV  (1858),  pp.  254—270 

CLEBSCH,  „  Ue'ber  diejenigen  Prolleme  der  Variationsrechnung,  welche  nur  eine 
unabhangige  Variable  enthalten",  Ibid  pp  335 — 355 

A.  MAYER,  »Ue~ber  die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen 
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dabei  eine  wichtige  Erganzung  unserer  bisherigen  Entwicklungen  er- 
geben;  insofern  der  in  §  75  ohne  Beweis  benutzte  Satz  iiber  das  Ver- 
schwinden  der  Funktion  A  (x}  #t)  seine  Erledigung  finden  wird. 

a)  Vorbereitungssatz  iiber  die  zweite  Variation: 

Wir  halten  an  den  Voraussetzungen  A)  bis  D)  Ton  §§72  und  74 
fiber  die  Extremale  ©0  fest.  Dann  gilt  auf  Grrund  der  Voraussetzung 
D)  das  jjErganzungslemma"  von  §  69,  e)  fur  jedes  Teilmtervall  des 
Integrationsintervalls  [tfj^].  Daner  konnen  wir  jedes  Stuck  f^la] 
des  Extremalenbogens  @0  fiir  sich  variieren,  und  zwar  konnen  wir 
zu  jedem  System  von  Funktionen  ^,  welche  in  [ijSJ  von  der  Klasse 
0"  sind?  in  |t  nnd  |2  verscnwmden  und  den  m  Differentialgleichungen 

0  (41) 


geniigen;  eine  einparametrige  Scnar  von  zulassigen  Yariationen 

%  =  y,  fc,  0 

des  Bogens  [l^g]  der  Extremalen  @0  konstruiereri,  fur  welcbe 

^i^^i- 
Fur  diese  8  char  muB  nun  im  Fall  eines  Miaimums 

d*  J^  0  (42) 

sein;  gleicnzeitig  folgt  aus  den  Grleichungen:  <p*(x,  y,  y')^  0, 

5^  =  0. 
Daher  konnen  wir  die  Ungleichung  (42)  auch  schreiben 


wo  die  1^  die  zur  Extremalen  @0  gehorigen  Lagrange'sdben  Multi- 
plikatoren  von  §  69;  c)  smd.  Wie  bei  der  analogen  Untersuctung 
von  §  60;  a)  fallen  nun  in  dieser  TJngleicliung  mfolge  des  Bestehens 
der  Differentialgleichungen  (I)  die  zweiten  Variationen  8^yt  h.eraus;  und 
wir  erhalten  wie  dort  den  Satz: 

Im  Fall  eines  Mimmums  mufi  das  Integral 


,kwk  +  2  Qm.iji  +  RrtijhZ)  dx^Q         (43) 
»,* 

sew  ftirje  0wei  den  Ungleichungen  ^  ^  |t  <  |a  <J  ^2  geniigende  Werte  %lf  |2 
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und  fur  alle  Funktiomnsysteme  ^  der  Klasss  C",  welche  w  |x  und 
verscTvwinden,  und  den  m  Diff&rentialgleichungen  (41)  genugen. 
Darin  bedeutet 


wobei  die  Argumente  in  den  zweiten  Ableitnngen  yon  F  sind:  (x,  y(x\ 
' 


b)  Erste  Transformation  der  zweiten  Variation1): 
Multipliziert  man  die  Differentialgleichungen  (41)  mit  unbestimmten 
Funktionen  yon  x  von  der  Klasse  0',  2^,  integriert  zwiscnen  den 
Orenzen  ^  und  (ja  und  addiert  die  erhaltenen  Eesultate  zu  (43),  so 
kann  man  die  zweite  Variation  auch  in  der  Form  scnreiben 


(44) 
wobei  2  a  (^92',  ft)  die  folgende  quadratische  Form  der  GrroBen 

.      ,      A  Vn%;  •••>^%>'?i;---,^Pi,Pa,  ••  -,^m 

bedeutet: 


,  1?',  f  )  -(P.^'J*  +  2  ^tij,<  + 

C451 


dem  Euler'schen  Satz  tiber  homogene  Funktionen^  1st 


Die  letzte  Summe  ist  null,  da  nach  (41) 

8  SI 
^-*,(i?)-0. 

Setzt  man  den  so  erhaltenen  Ausdruck  far  ^1  in  (44)  em,  wendet 
partielle  Integration  an  und  beachtet,  da8  die  Funktionea  ^  an  beiden 
Grenzen  versckwinden,  so  erhalt  man  fur  ^SJ~  den  Ausdruck2): 

8*  J-s*f  2*1^(1,,  fidx,  (46) 


J)  Nach  A.  MAYER  r  loc  cifc  ,  p.  243;  vgl.  aueJi  C  JOKDAK,  (7owr5  d'  Analyse, 
Bd  IH,  Nr.  378 

*)  Verallgemeineiung  der  Foimeln  (12)  von  §  10  und  (45)  von  §  61 

Bolza,  Yariationsrechimng  40 
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wenn 


oder  ausgeschrieben, 

(47-) 


Wir  versuchen  nun  zunachst  wieder,  die  zweite  Variation  gleich 
Null  zu  machen.     Dies  ist  stets  moglich?  wenn  es  eine  Losung 

(w,  0)  s  (^,  w2?  .  .  .,  ^w;  (>13  pa,  .     ,  pj 
des   Systems  YOB.  w  +  m  Jhomogenen  linearen  Differentialgleicliungeii 


gibt,  in  welcher  die  Funktionen  u%  ron  der  Klasse  0'^  die  FunktioneB 
9^  von  der  Klasse  C'  sind;  und  samtliche  Funktionen  ujt  in  zwei 
Punkten  ^  nnd  |2  des  Integrationsintervalles  [^%]  rerschwinden^ 
ohne  jedoch  im  Interval!  [^ij  samtlich  identisch  zu  verschwinden. 
Denn  variieren  wir  dann  nur  den  Bogen  [iilj,  indem  wir  in  diesem 
IntervaJl  iyt  —  MI  und  zugleich  p^  ==«  Q*  setzen,  so  erhalten  wir  ein  zu- 
lassiges  System  von  Funktionen  77^,  fur  "welches  nach  (46):  d2J"==  0. 

c)  Integration  "des  akzessoriselien  Systems  liuearer  Differential- 
gleicnungen; 

Es  kommt  nunmehr  alles  auf  die  Integration  des  Systems  linearer 
Differentialgleichungen  (48)  an,  das  wir  nach  v.  EsCHEEiCH1)  das 
xokzessorische  System  linearer  Differentialgleichungenu  nennen  wollen. 
Man  kann  dieses  System  zunachst  auf  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen  in  der  Norinalform  reduzieren,  indem  man;  ahnlich  wie 
in  §  727  a),  die  Gleichungen  (48S)  nach  x  differentiiert  und  die  so 
modifizierten  Gleichungen  (48)  nach  den  GxoBen  ^  g'  auflost,  wobei 
die  Auflosungsdeterminante  mit  der  Determinante  E  von  §  72?  a)  identisch 
ist,  welche  nach  Yoraussetzung  C)  von  Null  verschieden  ist  Daraus 
schlieBt  man  nach  allgememen  Existenzsatzen  iiber  Systeme  linearer 
Differentialgleiohungen,  dafi  in  jeder  Losung  (w,p)  des  Systems  (48) 
die  Funktionen  ut  von  der  Klasse  C",  die  Funktionen  o^  von  der 
Klasse  G'  sind  in  dem  in  §  72,  b)  definierten  ,3egularitatsintervall" 
#J  <  x  <  x\  der  Extremalen  @*. 

2)  Vgl.  v.  ESCHERICH,  Wiener  Berichte,  Bd  CYII,  p   1236. 
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Ferner  gilt  nun  auch,  tier,  in  Yerallgemeinerung  des  Jacobi'scnen 
Theorems  von  §12;b),,  der  Satz1),  daB  sick  das  allgemeine  Integral 
des  Systems  (48)  aus  dem  allgemeinen  Integral  der  Euler-Lagrange- 
schen  Differentialgleichungen  (I)  durcli  Differentiation  nacli  den  Inte- 
grationskonstanten  ableiten  lafit: 

1st 

y*  -  y.fc;  K,  ft,  •  -  -,  y>  J,        ^  =  ^fo  Vi,  ?*,  -  •  •,  r2w) 

das  allgemeine  Integral  der  Euler-Lagrange'schen  Differentialglei- 
chungen  (I),  mit  beliebigen  Integrationskonstanten  yv,  so  w^rd  das  ak- 
zessorische  System  linear  er  Differentialgleichungen  (48)  durck  die  2n 
Systeme  von  Funktionen 

'"^  ~*  wm 


befriedigt,  in  denen  nach  der  Differentiation  die  yv  durch  die  sjpeziellen? 
die  Extremale  (£0  liefernden  Werte  y*v  %u  ersefaen  sind. 

Zusatz  I:  Diese  2n  Losungen  bilden  ein  ,,Fundamentalsystem", 
d.  h.  sie  sind  linear  nnabnangig  in  dem  Siime,  daB  es  keine  2n  Kon- 
stanten  Cv,  die  nicnt  alle  null  sind,  gibt;  derart  daB  in  irgend  einem 
Teilintervall  yon 


*v 

fur  i  -  1,  2,  .  .  ,  n;  /3  -  1,  2,  . .  .,  m. 

Zusate  II:  Jede  andere  Losung  (w,  p)  des  Systems  (48)  laBt  sich 
linear  und  homogen  durcli  diese  2n  Losungen  ausdrucken: 

..       Nf/ir  -.v  ^?n  ^y  f7^(\\ 

™t  —  **-*  ^v  ^%  7  Qp  ===-<-J  ^v  Qji '  \P^) 

v  v 

Der  Beweis  des  Hauptsatzes  ergibt  sicli  sofort,  wenn  man  die 
Funktionen  yf(#;  y1;  ft,  .  .  -;  7s w);  ^(^jftjft;  •  •  v  ft«)  an  Stelle  von  ^ 
/l^  in  die  Differentialgleicnungen  (I)  einsetzt  und  die  so  erhaltenen 
Identitaten  nacli  yv  differentiiert. 

Insbesondere  folgt;  daB  die  aus  den  Losungen 

von  §  72;c)  abgeleiteten  2n  Funktionensysteme 


ck'       '  °e*  '        ock-         ock ' 

§i...?Ba.        ^L  ...  ^  (     } 

&£  ^       '  3  fyfc  '         ^  6^ '       *  3  &£  ' 


Ygl.  CLEBSCH,  loc  cit.  p.  259. 

40* 
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in  denen  nach  der  Differentiation  ^==^(»),  ct  =  vz(a)  zu  setzen  ist, 
Losungen  des  akzessorischen  Systems  (48)  sind.  Wir  wollen  dieselben 
das  dem  Punfct  x  =  a  ^ugeordnete  ,fianonisc}ie  Losungssystem"  von  (48) 
nennen. 

An  diesem  speziellen1)  Losungssystem  beweist  man  auch  am  ein- 
fachsten  den  Zusatz  I.     Aus  den  Identitaten 


V  =  1 


in  denen  wir  cnJri  statt  bt  geschrieben  baben,  wurde  namlich  zunachst 
folgen 


und  dann.  weiter  nacli  Gleickung  (142S)  Ton  §  72 


was  wegen  der  UngleicliTing  (138)  von  §  72  nicht  moglich  ist. 

Wegeu  des  Beweises  ron  Zusatz  II  verweisen  wir  auf  die  all- 
gemeinen  Entwicklungen  von  v  EsCHERicn2)  ti"ber  Fundamentalsysteme 
des  Systems  (48). 

Aus  diesen  Resultaten  folgt  nun  weiter:  Soil  es  eine  Losung  (uf  p) 
des  akzessoriscaen  Systems  (48)  von  den  am  Ende  von  Absatz  b) 
postulierten  Eigenschaften  geben,  so  mtissen  sick  2n  Konstanten 
Q>  •  *  -)  @zn>  nic^  a^-e  gleich  Kull;  so  bestirnmen  lassen^  dafi  gleicli- 
zeitig  die  2n  Grleichungen  erfullt  sind 


•0, 


•o, 


und   dazu   ist  notwendig,    dafi  die  Mayer'sebe  Determinante 
Grades 

d  V*-  £i 


•j^ 


(52) 


gleich  Null  ist. 

x)  Vgl   die  Bemerkung  in  §  75,  a)  liber  den  tJbergang  von  den  kanonischeii 
Integrationskonstanten  zu  belieMgen  anderen. 
*)  SieEe  Fuflaote  l)  auf  p  622 
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1st  umgekehrt  A^,^)  =  0,  so  ist  die  verlangte  Bestimmung  der 
Konstanten  Gv  stets  moglich,  und  die  so  erlialtenen  Ftmktionen  ulf  ...,un 
konnen  nicht  im  ganzen  InterYall  [£1;  £2]  samtlich  versdhwinden.  Dena 
sonst  wiirden  die  zugehorigen  JFnnktionen  Q$,  welche  wegen  Zusatz  I 
sicher  nicht  ebenfalls  samtlicli  identisch  versclrwlnden,  nacb.  (48J  den 
n  Differentialgleichtmgen  geniigen: 


was  mit  der  Voraussetzung  D)  im  Widerspruch.  steht 

Wir   erhalten   also   das   folgende   yon   A.  MAYEE1)   terruhrende 

SchluBresnltat  dieser  Betrachtimg: 

Wenn  es  swei  dem  Integrationsintervall  [^^2]  owgehorige  Punkte 
fur  welche 


so  gibt  es  gulassige,  nicht  identiscli  verscliwindende  FunMionensysteme  ^ 
fur  welche  $2J*=0. 

Insbesondere  kann  in  an  also  tf2J"=  0  machen;  wenn  die  zunactst2) 
axif  ^  folgende  Wurzel  x[  der  GleicLung 

A  (a?,  x^  =  0 

z  \visclaeii  x±  und  x%  liegt  oder  mit  x%  zusammenfallt.  Man  wird  dann 
als  wahrsclieinlicli  erwarten  diirfen;  daB  ein  Extrenmm  niclit  eiutreten 
kann.3) 

Wahlt  man  bei  der  soeben  gegebenen  Ableitung  fiir  das  Funda- 
mentalsystem  (49)  das  dem  Punkt  |x  zngeordnete  kanonisclie  Losnngs- 
system  (51),  so  erli'alt  man  die  Determinante  A(|2;|1)  in  der  Normal- 

x)  Vgl  MAYEE,  loc.  cit  pp   250,  258 

2)  VgL  §  76,  g) 

8)  Vgl  §  10,  b)  und  §  61,  a)  Werm  %«x%,  so  kann  man,  wie  in  den  ein- 
facheren  fallen  von  §  14  und  §  61,  c),  nicht  nnr  d2  J"=  0,  sondern  sogar  <?2  «T<;  0 
machen,  womit  dann  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  (III)  bewiesen  ist;  vgl. 
SCHEEFPER,  Mathematiscke  Annalen,  Bd.  XXT  (1885),  p  522  "and  v.  ESCHEKICH, 
Wiener  Berickte,  Bd  CVII,  p.  1418  und  Bd  CVIII,  p  1300  Der  Beweis  von 
Scheeffer,  der  ubrigens  nicht  ganz  vollst'andig  ist,  und  der  zweite  Beweis  von 
v.  Escherich  beruhen  auf  emer  Verallgemeinerung  der  Methode  von  Erdmann 
von  §  14,  a),  der  erste  Beweis  von  v.  Escherich  dagegen  auf  einer  Verallgemei- 
nerung dor  Methode  von  Weierstrafi  von  p.  82,  Fufinote  2)  und  §  61,  c)  Wir 
gehen  auf  diesen  Nachweis  nicht  ein,  da  wir  in  §  75  bereits  auf  anderem  Wege 
die  Notwendigkeit  der  Bedingung  (III)  bewiesen  haben,  aller  dings  unter  Beiseite- 
lassung  gewisser  Ausnahmefalle,  die  bei  den  eben  erwahnten  Beweisen  nicht  aus- 
geschlossen  zu  werden  brauchen 
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form  (20)  von  §  75 ,  womit  die  Bezeichnung  A(ls,ii)  fur  die  Deter- 
minante  (52)  gereehtfertigt  ist. 

d)  Konjugierte  Systeme  VOE  Losungen  des  akzessoriscten  Systems 
liuearer  DiffereBtialgleicImagen: 

Sind 

&  r)  s  (*i,  %  *  '  •;  V)  *i,  r2>  '  *  ';  rm) 
and 

(«,  (>)  ™  (^;  te2J  -  -  -,  ww;  px>  ft,  •  -  -,  pj 

irgend  zwei  Systeme  von  n  +  m  Fimktionen  von  x  von  den  erforder- 
lichen  Stetigkeitseigenschaften,  so  gilt  nach  einem  bekannten  Satz 
iiber  quadratiselie  Formen  fiir  die  dnreh  (45)  definierte  Funktion  £1 
die  Pormel: 


w,  u\  e) 


Mit  Hilfe  derselben  verifiziert  maa  leicht  die  folgende  Relation  von 
Clelsch1): 


wo 

'  (55) 


?•»(«,«',  e)  9£(»i«'>*')~| 

*     g<      ~  MZ     a<    J 


t,Jb  t,(f  ' 

Wenn  daher  (0,  r)  und  (u,  Q)  zwei  Lostmgen  des  akzessorischen 
Systems  (48)  sind,  so  ist 

^(#5  r-  u,  Q)  «  konsi  (56) 

Wenn  nun  insbesondere  diese  Konstante  den  Wert  null  hat,  so 
heifien  die  beiden  Losungen  nach  v.  ESCHERICH  ^ueinander  Jconjugiert", 
und  ein  System  von  n  linear  unabhangigen  Losungen  des  akzessorischen 
Systems  (48),  von  denen  je  zwei  zueinander  konjugiert  sind;  heifit  ein 
7}konjugiertes  System".  Unter  der  ^Determinants  eines  "konjugierten 
Systems? 


J)  Vgl.  CLEBSCH,  loc  cit.  p.  260  und  v.  ESCHERICH,  Wiener  Berichte, 
Bd.  CVII,  p.  1244.  Die  Form  el  ist  erne  Verallgemeinemng  von  Grleiclmng  (14) 
yon  §  10 
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Yerstehen  wir  die  Determinante 


Ein  solches  konjugiertes  System  bilden  z.  B,   die  n  ersten  Losungen 
des  kanonisehen  Fundamentalsystems  (51): 


Denn  bildet  man  die  Grleiehung  (56)  fur  irgend  zwei  Losungen 
dieses  Systems  und  berechnet  den.  Wert  der  Konstanten  aus  dem 
speziellen  Wert  x  *»  a,  so  folgt 

as    a?)    d&  /rox 

(58) 


da  nach.  Gleichung  (143)  YOU  §  72 


damit   ist  zugleich.  die  Existenz  Yon  konjugierten  Systemen  bewiesen. 
Durch  Yergleicli1)  mit  (21)  erhalt  man  zugleich  den  Satz: 
Die  Mayer'sche  Determinante  &(x,  a)  ist  gugleich  die  Determinante 

eines  Jconjugierten  Systems,  namlich   des   dem  Punkt  a  zugeordueten 

kanonischen  konjugierten  Systems  (57). 

In  derselben  Weise  findet  man  unter  Benutzung  von  Gleichung 

(143a)Yon§72  ^     ^ 


wo  djk  wieder  das  Kronecker'sche  Symbol  ist. 

Von  besonderer  Wiclitigkeit  ist  fur  uns   der  folgende  Satz  von 
Y.  ESCHEBICH2): 

Zu  jedein    Punkt   x  ~  a    im   Innern   des   Regularitdtsintervalls: 
^i  <  x  <  ®l  der  Extremalen  @0  lapt  sich  ein  'konjugiertes  System 


Tconstruieren,  dessen  Determinante 

V(^^-..,^)  =  K|,  i,Tc  =  l,2,  .-,» 

im  Punlct  x  =  a  von  Null  versckieden  ist. 

Zum  Beweis   gehen  wir   Yon   dem   dem  Punkt  a  zugeordneten 
kanonisclien  Fundamentalsystem  (51)  aus;  das  wir  schreiben 


J)  Statt   des   speziellen,  Punktes  x  =  %   haben  wir  Her  einen  beliebigen 
Punkt  #  =  #  der  Extremalen  @J 

2)  Wiener  Berichte,  Bd.  CYIII,  p.  1339. 
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Darin  bilden,  wie  wir  gesahen  haben,  die  n  ersteii  Losungen  ein  kon- 
jugiertes System.  An  Stelle  der  n  letzten  Losungen  fuhren  wir  andere 
n  Losungen  (jsh?^)  ein  durch  die  Substitution 


Aus  den  Eigenscliaften  der  Funktion  ifj  als  bilinearer  Form  folgt 
dann;  daB 


was  sict  nach  (58)  und  (60)  auf 

^(^r*;-e(*,r*)  =  V^+^p^+^w''-*-^^*)  +  o£  —  a*  (61) 

reduziert.  Daraus  folgt  aber,  daB  wir  die  Konstanten  a  stets  so 
watlen  konnen;  daB 

^0»*,r*-y,r*)  -  03          fur  fe,&  -  1,  2,  .  .  .,  w, 

d  L..  so;  daB  die  ^  Losungen 

^rW;    --;^,r* 

ein  konjugiertes  System  bilden. 

Die  Determinante  dieses  konjugierten  Systems  ist  aber  ftir  x  =«  a 
von  Null  verschieden,  da  nach  Gleichung  (143)  von  §  12 

*?(*)  «  *.*, 
womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

e)  Die  Esctericli'sclie  Fundamentalformel1); 

Es  sei  jetzt 

rt/l  nl.  .,2   ..2.          .  ?/n  nn  /"^9^ 

M  ;  V  5  «*  ;  ^  5         5a;?  ^°^J 

irgend  ein  konjugiertes  System^  dessen  Determinante  Z7« 
V(ul,i<?}  •  •  -,  wn)  in  einem  Teilintervall  [I^J  von  [^%]  Ton  Null  ver- 
scMeden  ist.  Ferner  sei  (&„?£)  ein?  abgesehen  von  Bedingungen  der 
Stetigkeit  und  Differentiierbarkeit,  beliebiges  System  von  n  +  mFunk- 
tionen  von  a?.  Setzt  man  dann  mit  unbestiramten  Multiplikatoren 
wh,  v^  die  n  Ausdriicke  an 

i  '     ft 


'a)  Nacb.  v.  ESCHERICH,  "Wiener  Beriehte,  Bd   CVIII,  p.  1278,  wo  der  Leeer 
die  ira  Text  tibergangenen  Emzelheifcen  der  Eecluning  naclilesen  moge. 
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welcke  lineare,  komogene  Funktionen  der  GroBen  &„  sf%9  r*  sind,  so 
kann  man  ftir  das  IntervaU  [g^]  die  Multiplikatoren *  w\,  ^  so  be- 
stimmen,  daB  in  dem  Ausdruck  wh(#)  alle  GroBen  r^  kerausfallen, 
sowie  alle  Ableitungen  ss't  mit  Ausnakme  von  zk,  welclies  den  Koeffi- 
zienten  1  erkalt;  sodaB  also  wh(0)  die  Form  annimmt 


Das  Resultat  dieser  Bestimmung  ist 


Darin  bedeutet  E  die  durch  Gleickung  (113)  von  §  72  definierte 
Determinante,  Ahk  ist  die  Subdeterminante  von  JRU;  <p%  diejenige  von 
tVp/ty'^  in  der  Determinante  JS;  endlich  ist  C/\  die  Subdeterminante 
von  w*  in  der  Determinante  U. 

Nun  laBt  sick  aber  noch  eine  zweite  Form  firr  die  Funktion  wh(sf) 
mit  diesen  speziellen  Werten  der  Multiplikatoren  angeben.  Denn  aus 
der  Definition  der  konjugierten  Systenie  folgt,  daB  die  n  Funktionen 
wh(e)  identisck  verschwinden,  wenn.  ftir  e,  r  irgend  eines  der  obigen 
Losungssysteme  u',  QZ  von  (48)  gesetzt  wird.  Wir  kennen  also  n  linear 
unabhangige  Losungen  des  Systems  von  n  nomogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung:  wh(0)  *=*  0;  und  konnen  daher  nacn 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  die  Koeffizienten  von 
Wi(g)  durcb.  die  partikularen  Losungen  u\  ausdrticken.  Bezeichnen 
wir  mit  %h(s)  die  Determinante 


so  ist 


,n^. 

(63) 


h\r  )          JJ  %7i\r)"  \®    ) 

Ftir  die  welter e  Diskussion  macken  wir  die  spezialisierende 
Annakme,  daB  die  Funktionen  e%  den  m  Differentialgleickungen 

gentigen.     Dann  vereinfackt  sick  die  durck  Gleicksetzen   der  beiden 
Ausdrticke  ftir  wh($)  erkaltene  Formel;  und  man  erkalt 

JK>   jftamJ  ^  ^  >          ' 
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Hieraus  folgt  zainachst  die  wichtige  Relation 


wenn  man  YOU  der  Grleicbung 

*  <•"> 


Gebraucli  macbt,  die  sich  aus  der  Betrachtung  der  Subdeterminanten 
der  Determinante  R  ergibt. 

Weiterliin  leitet  man  aber  aus  (65)  die  folgende,  YOU  v.  EsCHEEICH 
Kerrulxrende  Fundamentalformel  ab: 

&(*)&(*) 

(68) 


Darin  bedentet  V  die  Ableitung  YOE  V  nacb  a?,  und  die  Formel  gilt, 
ebenso  wie  (66),  unter  der  Voraussetzung,  daB  die  Funktionen  0i  den 
Differentialgleiciuugen  (64)  geniigen. 

Zum  Beweis  setze  man  auf  der  linken  Seite  YOU  (68)  fur  einen 
der  beiden  Faktoren  %(0)  den  Ausdruck  (65)  ein  und  macte  dann  Yon 
den  folgenden  beiden  Determinantenrelationen  Gebraucli: 


- 


deren  erste,  wie  (67),  aus  der  Betracbtung  der  Determinante  R  folgt, 
wahrend  sicb  die  zweite  aus  den  Satzen1)  liber  Determinanten  Yon 
Subdeterminanten,  angewandt  auf  die  Determinante  %j,(0),  und  tiber 
die  Differentiation  einer  Determinante  ergibt. 

f)  Die  zweite  Transformation  der  zweiten  Variation:2) 

Aus  der  Fundainentalformel  (68)  ergibt  sich.  nun  olme  Miine 
eine  zweite  Transformation  der  zweiten  Variation,  und  zwar  auf  die 
der  Jacobi'sohen  Formel  (11)  von  §  10  entsprecbende  reduzierte  Form. 

4)  TgL  z  B  BALTZER,  Determinanten  (1875),  p  60;  es  handelt  sich  ran  die 
Formel  s 


Der  rechten  Seite  derselben  entspncht  bei  der  Anwendung  das  Piodukt 
s)  Nach  v.  ESCHEBICH,  Wiener  Bericlite,  Bd  CVII,  p  1284 
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Immer  unter  der  Yoraussetzung,  daB  die  Determinant  e  des  kon- 
jugierten  Systems  (62)  im  Interval!  [iiij  nicnt  verscnwindet: 

V(«l,«V..w»)H-0     in     [1,1,], 
kann  man  die  Gleiehung  (68)  auch  scnreiben 

2*.A<A*&  v.  x-Vy+S  .  ^  d 

..,«*")  da;  V(W>  «»,*,»"; 

(71) 


Darin  ersetze  man  die  Ableitung  von  if>(u*,  pl;  ^;  r)  durcli  den  aus  (54) 
sich  ergebenden  Wert  und  beacnte?  daB 

Vt(tf,  9')  =  0,         ^(u?)  =  0,         »/«)  =  0, 
und  daB  nach  einfachen  Determinantensatzen 


Dann  geht  die  Gleichung  (71)  tiber  in 


Nun  ist  aber  nach  (46),   wenn  nur  der  Bogen  [^ig]  der  Extre- 
malen  @0  variiert  wird;  . 

-  (46) 

Darin  waren  die  ^,  irgend  ein  System  von  Funktionen  der  Klasse  0", 
welch  e  s'amtlich  in  |3  und  |s  verschwinden  und  den  m  Differential- 
gleichungen  (41)  geniigen,  wahrend  die  ^  beliebige  Funktionen  der 
Klasse  G'  waren.  Man  darf  daher  in  (72):  0i  =  ir],f  r^  =  ^  setzen. 
Integriert  man  die  so  erhaltene  Gleichung  zwisahen  den  Grenzen  |x 
und  |2  und  beacb.tet?  daB  die  Determinante  V^1,  .  .  ,;  w*"*1,  T??  uz+l,  .  .  v  ww) 
zugleich  mit  den  Funktionen  ^  in  |x  und  |2  versch.windet?  so  erhalt 
man  die  folgende;  zuerst  von  CLEBSCH1)  gegebene  reduzierte  Form 


x)  Vgl  CLEBSCH,  loc  cit.  p.  266.  Aus  der  reduzierten  Form  (73)  lafit  sich 
die  Notwendigkeit  der  Bedingnng  (II)  fur  em  sohwaclies  Minimum  lierleiten, 
sieke  v.  ESCHEBICH,  Wiener  Berichte,  Bd.  CYII,  p  1393. 
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der  zweiten  Variation: 


r 

*J-*J 

?i 

wo  zur  Abkiirzung 


gesetzt  1st.    Wegen  (66)  genugen  die  Funktionen  ^  den  m  Gleicfrungen 


Wir  wollen  nun  annehmen,  daB  ffir  unsern  Extremalenbogen  @0 
die  Clebscli'sche  Bedingung  von  §  74  b)  in  der  starkeren  Form  (IP) 
eritUlt  ist  Dann  folgt,  daB  62J">  0,  aufier  wenn  gleichzeitig 


im  ganzen  Interrall  [iiig]-  Das  wiirde  aber  bedenten,  daB  das  Funk- 
tionensystem  1^  eine  Losung  dieser  n  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  ware?  und  da  nach.  (63)  die  Funktionen 
ul,...,uzn  n  Losungen  desselben  Systems  sind;  welcbe  nach  der  De- 
finition eines  konjugierten  Systems  linear  unabhangig  sind,  so  wiirde 
folgen 


JSTun  yerscliwinden  aber  samtlidie  Funktionen  v}k  in  |1;  wahrend  die 
Determinante  |%(§i)l  ^db  Voranssetzung  von  Null  verscMeden  ist; 
also  muB  C±  =  0,  02  «  0,  .  .  .,  Ow«=  0  sein. 

Wir  erhalten  also  den  folgenden  Satz:1) 

1st  fwr  den  Extremalenbogen  @0  die  Bedingung  (IT)  erfullt,  ^md 
gibt  es  ein  Tconjugiertes  System,  dessen  Determinante  im  Intervall  [IxiJ 
von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  zweite  'Variation  fur  dieses  Intervall 
positiv  fwr  alle  nicht  identisch  verschwindenden  Fwiktionensysteme  ^  der 
Klasse  0",  ivelche  in  ^  und  |a  verschwinden  und  den  Differential- 
gleichungen  (41)  genugen. 

g)  Satze  Tiber  die  Mayer'sche  Determinante  A(#,  I): 
Halt  man  den  letzten  Satz  mit  dem  am  Ende  von  Absatz  c)  be- 
wiesenen  zusammen,  so  ertalt  man  das  folgende  ,jOs#ittationstheoretn":*) 
Ist  die  Bedingung  (IP)  fur  die  Extremale  @0  erfidlt,  und  gibt 

J)  Vgl  A.  MAYER,  loc.  cit.  p.  256.  2)  Vgl.  A.  MAYER,  loc.  cit  p.  268. 
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es  ein  konjugiertes  System,  dessen  Determinate  in  einem  Teilintervall 
[|t|2]  von  [#!%]  von  Null  verschieden  ist,  so  ist 

A(S",n  +  o 

fur  je  gwei  den  Ungleidiungen:  ix  <;!i'<i"<^2  genugende  Werte  |' ',(•" r. 
Daran  schliefit  sich  der  folgende?  zuerst  von  v.  EscHERicn1)  be- 
wiesene  Satz: 

Ist  |    ein   Miebiger   Punkt  des   Eegularitdtsintervalls   der   Extre- 
malen  ^* 


und  ist  die  Bedingung  (IP)  in  der  Umgebung  des  PunMes  (•  erfufkt, 
so  hat  die  zum  Purikt  |  gehSrige  Mayer'sche  Determinate  A(#,  |) 
m  |  ^wew  isolierten  NullpunM. 

Demi  nach  Absatz  d);  Ende;  konnen  wir  stets  ein  konjugiertes 
System:  ^,  r1;  .  .  .5  #w?  rw  konstruieren,  dessen  Deterxninante  V(^?  .  .  .,  0W) 
im  Punkt  |  yon  Null  verscliieden  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  der 
Punktion  V  ISfit  sich  dann  ein  IntervaU  [g  —  ^7  |  +  d]  angeben,  in 
welcliem  aucli  noci.  V4=0.  In  diesem  Interval!  kann  daher  die 
Funktion  A  (a?,  |)  nnr  den  einen  Nullpunkt  |  besitzen,  weil  sich. 
sonst  ein  Widerspruch  mit  dem  Yorange'henden  Satz  ergeben  wttrde. 

Dieser  Satz  ist  deshalb  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit,,  weil 
oline  ihn  die  ganze  Theorie  der  konjugierten  Punkte  in  der  Luft 
hangt;  denn  so  lange  nicht  festgestellt  ist,  daB  der  Pnnkt  XL  ein  iso- 
lierter  JSTnllpunkt  der  Funktion  A(#,  a^)  ist,  kann  man  gar  nicht  von 
dem  stunachst  auf  x1  folgenden  Nullpunkt  dieser  Funktion,  und  daher 
auch  nicht  von  dem  zu  Pl  konjugierten  Punkt  sprechen.  Der  Satz 
bildet  daher  eine  unentbehrliche  Erganzung  des  in  §  75  gegebenen 
Beweises  ftir  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  (III)7  der  erst  jetzt 
als  vollstandig  erbracht  angesehen  werden  kann. 

Endlich  gilt  noch  der  folgende  Satz/)  von  dem  wir  spater  Ge- 
brauch  zu  machen  haben  werden: 

Ist  fur  den  Extremaleribogen  ©0  die  Bedingung  (II)  erfullt,  und  ist 

_  AfoffJ  +  O    fur     x1<x^ss^  (III7) 

x)  Wiener  Berichte,  Bd  CYIH,  p  1299.  Wir  haben  zwar  bereits  friiher 
hervorgehoben,  daB  alle  in  diesem  Kapitel  abgeleiteten  Satze  nur  unter  den 
Vorauaeetzungen  A)  bis  D)  von  §§  72  und  74  bewiesen  sind,  wollen  dies  aber 
hier  nochmals  wiederholen  und  ganz  besonders  betonen,  daB  gerade  dieser  Satz 
nur  im  ,,Hauptfallef  richtig  ist. 

*)  Nacn  A.  MAYER,  loc.  cit.  p.  259  und  C.  JORDAN.  Oours  ft  Analyse,  Bd  HI 
3STr.  393. 
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so  Idftt  sick  eine  positive  Crrbfte  d  angeben  derart,  dafi 
A(#,  o?0)  +  0    fur    Xi^x^fy, 

wofern  x±  —  d  <  #0  <  xt . 

Man  beweist  denselben  genau  so,  wie  den  analogen  Satz  in  §  61,  d), 
Ende,,  wobei  man  nur  nocli  zu  beachten  hat,  daB  die  Funktion 
A(#,  |)  naeh  d)  stets  zugleich  die  Determinante  eines  konjugierten 
Systems  ist. 

Dieser  Satz,  in  Verbindmig  mit  dem  am  Ende  von  f)  erhaltenen 
Eesultat  zeigt,  daB  die  Bedingnngen  (II')  und  (III')  fttr  ein  permanentes 
Zeicfren.  der  zweiten  Variation  hinreicberLd  sind.  DaB  dieselben  Be- 
dingnngen  anch  fur  em  schwaches  Minimum  des  Integrals  J  hin- 
redcJiend  sind,  beweist  KNESEB1)  durch  eine  Veral]gemeinerung  der 
Methode  von  §  15,  b).  — 

Seitdem  WeierstraB  und  Kneser  fiir  das  einfachste  Problem  der 
Variationsrecfoaung  gezeigt  liaben,  daB  zum  Beweis  der  Notwendig- 
keit  der  Legendre'schen  und  Jacobi'scten  Bedingung,  sowie  zur 
Anfstelliang  von  Mnreichenden  Bedingungen,  die  Theorie  der  zweiten 
Variation  nicht  no  tig  ist,  ist  dieselbe  wegen  ihrer  geringeren  An- 
schaulichkeit  etwas  in  MiBkredit  geraten.  Dem  gegeniiber  ist  hervor- 
zuteben,  daB  sclton  beim  einfachsten  Problem  der  Variationsrechnung 
ein  alle  Falle  umfassender,  strenger  Beweis  der  Notwendigkeit  der 
Jacobi'schen  Bedingung  mittels  des  Enveloppensatzes  mit  weit  groBeren 
Sclrwierigkeiten  verbtinden  ist^  als  sie  die  zweite  Variation  darbietet 
(vgl.  §  47);  daB  aber  beim  Lagrange'scben  Problem  die  Unter- 
snchung  der  zweiten  Variation  solange  tiberhaupt  -unentbelirlicli  ist, 
als  nicht  die  beiden  letzten  der  oben  gegebenen  Satze  ohne  Hilfe  der 
zweiten  Variation  bewiesen  sind,  ganz  davon  zu  scliweigen^  daB  Her 
der  Nachweis  der  Notwendigkeit  der  Jacobi'scben  Bedingung  fiir  die 
erwaknten  Ausnahmefalle  nut  Hilfe  das  Enveloppensatzes  iiberhaiipt 
nodb.  nicht  erbracht  worden  ist.2) 

x)  MatHematische  Annalen,  Bd.  LI  (1899),  p.  321;  dasselbe  beweiat 
anf  anderem  Weg  v  ESCHJERICH,  Mathematische  Annalen,  Bd  LT  (1902), 
p.  108. 

s)  An  weiterer  neuerer  Literattir  iiber  die  zweite  Variation  erwS,lmen  wir 
nock  eine  Abhandlung  von  Y,  ESCHEBICH,  Wiener  Bericiite,  Bd.  CX  (1901), 
pp.  1355 — 1421,  in  welcher  derselbe  seine  Untersuchungen  anf  den  Fall  der 
Parameterdaistellung  ausdehnt,  und  eine  solche  von  HAHN,  Monatshefte  fiar 
Mathematik  undPnysik,  Bd.XIY,  pp.  1—57,  in  welcher  die  Verallgemeinernng 
der  Esclierie""lijsclien  Resultate  fur  den  Fall  von  gemisohten  Bedingungen  ge- 
geben  wird 
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§  77.  Hinreicnende  Bedingungen  beim.  Lagrange'scnen  Problem.1) 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Ausdehnung  der  Satze  yon  §§16  und 
17  fiber  Extremalenfelder  auf  das  Lagrange'sche  Problem,  und  zwar 
betrachten  wir  in  diesem  Paragraphen  den  speziellen  Fall  von  Feldern, 
deren  Extremalen  durch  einen  festen  Punkt  gelien.  Ftir  diesen  speziellen 
Fall  lassen  sieh  die  friiheren  Resultate  tiber  das  Feldintegral,  den  Un- 
abhangigkeitssatz  und  den  WeierstraB'schen  Fundainentalsatz  ohne 
Schwierigkeiten  Yerallgemeinern,  und  hieraus  ergeben  sich  dann  leicht 
hinreicliende  Bedingungen  des  Extremums  far  das  Lagrange'scne 
Problem  bei  festen  Endpunkten 

Wir  werden  dabei  an  den  Yoraussetzungen  A)  bis  D)  von  §  72 
und  §  74  iiber  den  Extremalenhogen  @0  festhalten. 

a)  Das  Feldintegral  und  der  WeierstraB'sche  Fundamentalsatz  : 
Es  sei  AQ(a°,  6J,  .  .  .,  &J)  ein  beliebiger  Punkt  der  Extremalen  ©*. 
Durcli  diesen  Punkt  gent  eine  n-parametrige  Schar2)  von  Extremalen; 
die  wir  in  der  Normalform 

y^  -  D.(^5  <  B°,  c)  s  Yz(x,  c1?  -  -  .,  O  (75) 

mit  cly  .  .  .,  cn  als  Parametern  scbreiben.     Die  zugehorigen  Multiplika- 

toren  sind          .        o/n?n\        ,  /  ^ 

lp  =  S^Ca?;  a°;  &°;  c)  =  Ap(x,  cl}  -  -  -,  cj. 

Die  Scbar  (75)  entlialt  die  Extremale  @*  fiir  GI  «.  c?  =  vt  (0°)  in  der 
Bezeichnung  von  §  72,  b). 

Wir  nebmen  jetzt  an,  dafi  diese  Schar  em  Feld  bildet,  so  dafi 
also  die  Gleichungen  (75)  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen 
einem  gewissen  Bereicli  <9i  im  Grebiet  der  Yariabeln  x,  GiJ}...}cn 
und  dessen  Bild  oP  im  x,  yly  .  .  .,  yn-Baum  definieren  und  daB  gleicn- 
zeitig  im  Bereicb  €L  die  Funktionaldeterminante  der  Schar,  d.  h.  die 

Funktion8)  -n,  \      f^  /       n^Ax 

}  D(x?c1?  ••  ;CJ  =  ©(^  a°,  6°,  c) 

von  Null  verschieden  ist. 

Durch  jeden  Punkt  (a,  y1}  .  .  .,  yj  des  Feldes  oJ  geht  eine  und 
nur  eine  Feldextremale?  deren  Parameter  c1?  .  .  .,  cn  durch  die  inversen 
Furiktionen  des  Feldes*) 


x)  Vgl.  zu  diesem  Paragrapken  A.  MAYER,  Leipziger  Berichte  1903, 
p  131  und  BCXLZA,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society, 
Bd.  YII  (1906),  p.  476. 

2)  Ygl.  §  75,  a);  unsere  jetzige  Bezeichnung  wird  mit  der  doxtigen  iden- 
tisch  in,  dem  speziellen  Fall,  wo  a°  =  x^ 

3)  Vgl-  wegen  der  Bezeichnung  Grleichung  (148)  von  §  73. 

4)  Vgl.  wegen  der  Bezeichnung  §  73,  b) 
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geliefert  werden.     Dieselben  genugen  den  Grleichungen 


c^-.^o-y.  C76) 

identiseli  im  Bereicli  oT  und  umgekekrt  ist 

e^,Ii,-.-,rj-^  (77) 

identisch.  im  Bereicli  <9L. 

Als  Gefallfunktionen  des  Feldes  bezeichnen  wir  die  n  Funktionen 

Pi  (%,  ft,  •  •  ,  yj  -  E'fo  q,  •  •  ;  O  5  (78) 

dieselben  geniigen.  den  m  Gleichungen 

9v(*;y>p)~°  (79) 

identisch  in  den  Yanabeln  %,  y^,  •  *  -9yn-    Dies  folgt  aus  den  identisch 
in  ^;  c1;  .  .  .;  cw  giiltigen  Gfleichungen 


wenn  man  darin  ct  dnrcK  C2-  ersetzt. 

Ferner  versteken  wir  unter  den  Multiplikatoren  des  Feldes  die 
Funktionen1) 

fy  (»*  2/u  •  •  •*  y«)  -  ^  (^^  ci^  •  •  •?  O-  (8°) 

Endlich.  versteten  wir  unter  dem  Feldintegral  das  Integral  J,  ge- 
nommen  vom  Punkt  A0  bis  zum  Punkt  P(%,  y1;  .  .  .,  yj  des  Feldes 
«ntlang  d©r  eindeutig  definierten  Feldextremalen,  welche  diese  beiden 
Punkte  verbindet.  Wir  bezeicbnen  dieses  Integral  mit  W  (#>  yl7  .  .  .,  yn); 
sodafi  in  der  Bezeiclinung  von  §  73;  c) 

W(cc,  yl}  •  •  -,  JO  -  SB  (o»,  &?,  -  -  -,  6«;  *,  ^,  -  .  -,  ^n). 

Daher  konnen  wir  die  Ausdrticke  fur  die  partieUen  Ableitungen  des 
Feldintegrals  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Formeln  (158)  von 
§  73  entnehmen;  wir  eriialten  so  unter  Beriicksichtigung  der  Defini- 
tion der  Funktionen  pz  und  ^ 

Q  Trr  ,^ 

—-  «  /(^;  y9  p)  —^p9Fn+t  (x,  y,$,  p), 


Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Hitter  fsche  UnabMngigJceitssatz 
ftir  das  Lagrange'sche  Problem2): 

x)  Die  Funktionen  ^  haben  natuiiich  mit  den  in  §  76,  b)  emgefuhrfcen, 
^benso  bezeiclineten  Funktionen  nichts  zu  tun. 

2)  Fur  den  allgemeinen  Fall  zuerst  bewiesen  von  A.  MAYER,  loc.  cit.  p.  140  ; 
ftir  die  speziellen  Falle  n  =  2,  w,  =  0,  und  m  =====  2,  n  ==  1  schon  rorher  von 
,  Gdttinger  Dissertation  1902,  pp.  21  und  63. 
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Der  Wert  des  Integrals 

*,    (82) 


genommen  entlang  einer  ganz  im  Feld  of  gelegenen  Kurve  S  der 
Klasse  G'  von  einem  Punkt  P'(i',  ^,  *•  *;  tyO  bis  zu  einem  Punkt 
P"(i"?  *ji'»  •  •  •?  ifn)>  tangt  nui*  von  der  Lage  der  beiden  Endpnnkte 
P";  P"  ab;  nicht  aber  von  der  sonstigen  Grestalt  der  Kurve  (£,  da 
nack  (81) 


Liegen  insbesondere  die  beiden  Endpunkte  P',  P"  auf  derselben 
Feldextremalen  @7  so  ist 

Jl    (P'P")  -  J|  (P'P")  -  eTi  (P'P")  , 

wie  daraus  folgt,  daB  nacn  (77)  und  (78) 

jpf  (as,  F1?  -  -  -,  YJ  =  i:(x,  ci}  -  -  -,  cn). 
Liegt  daher  (£0  ganz  im  Innern  des  Feldes  of,  und  ist 

®--      y.-y.C^),     *!<:£<:% 

irgend  eine  zulassige  Kurye  fur  das  vorgelegfce  Yariationsproblem; 
welche  ebenfalls  ganz  im  Innern  von  of  liegt,  so  ist,  da  auch  die 
Kurve  ©  von  Px  nach  P2  fiihrt. 

r    _   r*          r* 

^(^0  ~  J®0  =*  ^i  ? 

und  daher  ATT         T         T        T*  tt*\ 

&J=J~~~  e/^  «  e/g  —  e/^  (83) 

Die  Kurve  S  genxigt  als  zulassige  Kurve  den  w  Differentialgleiehungen 

<pp&,i?,  y7)-0- 

DaL.er  kann  man  in  J^  den  Integranden  f(x,y}]/r)  durch  -F(#,  ^7  ^',  ^) 
ersetzen;  ebenso  kann  man  wegen  (79)  in  dem  Ausdruck  fiir  <7|  die 
Funktion  f(x,y,p)  durch  F(x,y,p,[L)  ersetzen.  Ermnert  man  sich 
sehlieBlich  noch  der  Definition  (8)  der  8-Funktion,  so  erhalt  man 
aus(83)  den  Weierstrafi'schenFundamentalsate  fiir  das  Lagrange'sche 
Problem: 

(84) 

Darin  sind  jpt?  resp.  fc/s,  die  Gefallfunktionen,  resp.  Multiplikatoren  des 
Feldes  fur  die  Argumente  (#,  y1;  .  .  .;  yn). 

b)  Hinreiclieiide  Bedingungea: 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daB  fiir  den  Extremalenbogen  @0  die  Bedin- 
gungen  (IF)  und  (III7)  von  §  74,  b)  und'§  76,  g)  erfQllt  sind.  Wahlen 
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wir  dann  den  Punkt  JL0  auf  der  Fortsetzung  von  (£0  ii"ber  Px  hinaus 
hinreichend  nahe  bei  JPa,  so  ist  nach  dem  letzten  Satz  yon  §  76,  g) 

A  (a,  04=0         in  fasj, 
was  wir  nach  (21)  auch  schreiben  konnen. 


in 


wenn  D  dieselbe  Bedeuttmg  hat  wie  unter  a). 

Hieraus  folgt  aber  nach  dem  aUgemeinen  Satz  uber  die  Existenz 
ernes  Feldes  (§  22,  d)  Zusatz),  daB  die  Extremalensctar  (75)  durcli  den 
Punkt  AQ  ein  denBogen  @0  in  seinem  lunern  enthalbendes  Teld  oPliefert. 
1st  dam  (£  irgend  erne  zulassige  Kxu:ve;  welche  ganz  im  Innem  von  oP 
Kegt,  so  gUt  fur  sie  der  WeierstraB'scke  Satz  (84).  Hieraus  folgt  aber*) 

S^nd  fw  den  Extremalenbogen  @0  die  Bedingwigen  (IT)  und  (IIP) 
erfiillt,  und  g^bt  es  eine  Umgebmg  (?)  von  @0  derart,  daft 

8  (z,  y\  P  (»,  »),  £;  f*  (^  y))  >  °  (lv*> 

fur  jedes  Wertsystem  x,  yv  .  .  .,  yn;  ft,  -  -  -,  &,  ^*7^  *»  Bedfagmge* 


;  Extremalevibogen  @0  ^m  5tor*6S,  eigentliches  Mini- 

mum fur  das  Integral  J  mit  den  Nebenbedingungen  9?^  —  0. 

DaB  es  sich  wirklich  um  ein  eigentliches  Minimum  handelt; 
folgt  ganz  wie  in  §  19,  a):  Ware  namlich  A  </=-  0  fte  eine  Ver- 
gleichskurye  S;  so  mtifiten  entlang  dieser  Kurve  die  n  Gleichungen 
bestehen  tf-A&fc,.  -  ,FJ.  (85) 

Dies   ist    aber   ttomoglich,    wenn   S  YOU  @0   yerschieden  ist.     Deun 
differentiiert  man  die  aus  (76)  folgenden  Gleichungen 

^(^•••fCJ-fo  (86) 

in  welchen;  c,  —  c,^,  ^1;  •  •  •,  yj,  nach  a?,  so  wtirde  aus  der  Annahme 
(85)  folgen,  daB  die  n  Gleichungen  bestehen  miiBten 

' 


Die  Determinante  derselben,  d.  h.   die  Funktipn  D(x,  \9  .  .  .,  cj   ist 
aber  in  [^J  von  Null  yerschieden,   wenn  K  ganz  im  Pelde   liegt; 

*)  Immer  nnter  den  beschrankendeii  Annalimen  A)  bis  D)  von  §§  72  und  74. 
*)  Vgl    §§  68  UBd  69 
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und  daher  wtirde  folgen  cf  =  Giy  einer  Konstanten;  deren  Wert  sich 
aus  x  =  x±  als  $  ergibt.  Das  bedeutet  aber  nach  (86),  daB  S  ==  (£0. 
Es  ist  also  in  der  Tat  A  J~>  0  far  jede  von  @0  verschiedene  Ver- 
gleichskurve  £,  welche  ganz  in  der  Umgebung  ($)  yon  @0  gelegen 
ist;  vorausgesetzt,  daB  $  so  klem  gewahlt  wird;  daB  (p)  ganz  im 
Innern  von  of  liegt. 

§  78.    Mayer'seae  Bxtremalenscnaren. 

Im  vorangehenden  Paragraphen  haben  wir  den  Hilbert'scnen 
Unabh'angigkeitssatz  ftir  den  speziellen  Fall  von  n-parametrigen  Ex- 
tremalenscharen  dnrcL.  einen  festen  Punkt  bewiesen.  Im  gegenwartigen 
Paragrapten  soil  dieser  Satz  nun  auf  allgemeinere  ^-parametrige  Ex- 
tremalenscharen  ausgedennt  werden.  Es  wird  sich  dabei  das  Resultat 
ergeben;  daB  der  Hilbert'scne  Unabhangigkeitssatz  und  seine  Folge- 
rungen  beim  allgemeinen  Lagrange'schen  Problem  nicht  fur  beliebige 
n-parametrige  Extremalenscnaren  gilt;  sondern  nur  fur  eine  ganz  be- 
stimmte  spezielle  Klasse  solcher  Scharen,  die  wir  nach  ibrem  Ent- 
decker  ,,Mayer'sche  Eoctremalensckaren"  nennen  werden. 

a)  Die  allgemeinste  Form  des  Hilbert'sclien  Unabhangigkeitssatzes: 

Es  sei1) 

y%  -  r,(0,  \,  .  .  .,  6J,        «.  -  V&,  llf  .  .  .,  6m)  (87) 

eine  beliebige  ^-parametrige  Schar  von  Losungen  der  kanonischen 
Dijfferentialgleicnungen 


_  _ 

dx  ~~  dvt>          dx  ""       dy, 

von  §  72;  vrelche  unsere  spezielle  Losung 

^  =  %C^)?       ^»-^) 

enthalt,  und  zwar  ftir  \  »  6J  .  Diese  Schar  moge  ein  Feld  oT  um  den 
Extremalenbogen  @0  liefern;  die  inversen  Funktionen  des  Feldes  be- 
zeichnen  wir  mit 

6.  -B,0»,  ft,.-.  ,yj, 
die  Grefallfunktionen  und  Multiplikatoren  des  Feldes  mit 


a)  Die  Zeiclxen  3T,,  ViiA^'bi  usw    haben.  Mer  also  eine  allgemeinere  Be- 
deutung  als  in  §  77. 

41* 
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wenn 


die  zur  Losung  (87)  geltorigen  Multiplikatoren  bedeuten 

In  dem  speziellen  Fall,  wo  die  samtlichen  Extremalen  der  Schar 

fc-r,te»i,  -A)  (89) 

durch  emeu  festen  Punkt  geken,  ist  dann  der  mit  diesenFunktionenjp?;^ 
als  Argumenten  gebildete  Differentialausdruck 


uach.  §  77;  a)  ein  vollstandiges  Differential.  Es  fragt  sich  jetzt:  Gilt 
dies  auch  noch  fur  eme  ganz  beliebige  ^-parametrige  Extremalen- 
schar,  wie  dies  beim  emfachsten  Variationsproblem  (n  =  1,  m  =  0)  in 
der  Tat  der  FaU  war? 

Zur  Bntscheidiiiig  dieser  Frage1)  ziehen  wir  quer  durch.  das  Feld 
eine  beliebige  ^-dimensionale  Mannigfaltigkeit  (^Hyperflache"  in  der 
Terminologie2)  der  metLrdimensionalen  Greometrie)  &,  welche  jede  Ex- 
tremale  des  Feldes  in  einem  und  nur  einem  Punkt  sctneidet.  Eine 
solclie  Hyperfiache  kann  man  darstellen  in  der  Form 

,,.  -A), 


wenn  J(i1;  .  .  .,&„)•  die  Abszisse  des  Scltnittpunktes  der  Hyperflaclie  ^! 
mit  der  Extremalen  @6  der  Schar  (89)  ist. 

Wir  betrachten  dann  das  Integral  J9  genommen  entlaag  der 
Extremalen  @6,  Ton  deren  Selinittpunkt  P4  mit  der  Hyperfl'ache  ® 
bis  zum  Punkt  P3?  dessen  Abszisse  %  ist?  d.  K  also  das  Integral 


Dasselbe  Integral,  betracbtet  als  Funktion  der  Koordinaten  a?,yi,  ...,ytt 
des  Punktes  P3  bezeichnen  wir  mit  W(x9y19.  .  .,«/J;  sodaB  also 

yi,--^^-^^---^.).  (92) 


Die   Hyperflaclie  $   nennen   wir   die  ?,Ausgangsbyperflacliea   fto  die 
Funktion   W. 

Wir  berechnen  jetzt  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  W. 
Dabei  machen  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  Ton  der  leiclit 


*)  Ygl.  fiir  das  Folgende  BOLZ.I,  Transactions  of  the  American  Mathe- 
matical Society,  Bd.  YH  (1906),  p.  478 

2)  Ygl.  z  B   BiANCHi-LuKAT,  Differ  'entialgeometne,  p.  564 
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zu  yerifizierenden1)  Bemerkung  Grebrauch,  da8  jede  w-parametrige 
Schar  yon  Losungen  der  kanomsclieii  Differentialgleiclmngen  (88), 
welche  ein  Feld  von  Extremalen  ura  den  Bogen  @0  liefert,  sich  durct 
eine  Parametertransformation  auf  die  kanonische  Form  bringen  laBt: 
y.  ~9.(a;  a»,  I,  <7),  *,  -  ».(*•  a°,  I,  C}  ,  (93) 

wobei  die  GroBen  Q,  .  .  .,  Cn  Funktionen  von  b19  .  .  .,  J)n  sind,  welche 
den  Anfangsbedmgungen 

CM,--  ,6.°)-«f  (93a) 

genugen.    Die  QroBen  a°?  &J?  .  .  .,  6®  sind  dabei  die  Koordinaten  eines 
Punktes  der  Extremalen  @*;  und  cj  =»  «?a(a°). 

Wir  nehmen  an,  die  Parameter  der  Schar  (87)  seien  gerade  diese 
kanonischen  Parameter,  sodaB  also 

^A,...,^^?)^^0,^^),     ^(^^,...,8^8^5^,6,0)-    (94) 
Es  folgt  dann  nach  Gleiciiung  (136)  von  §  72;  dafi 

Y<(<f,  61?  .  .  .,  JJ  -  6,,         F,«  6,,  .  .  h,  6J  -  0,  (95) 

Weiter  folgt,  daB  das  Integral  U  sich  durcli  die  in  §  73;  a)  definierte 
Funktion  U  ausdrticken  laBt: 

U(x,  \t  .  .  .,  Jn)  =  U(«;  a«,  6,  0)  -  U(|;  a°,  &,  0). 
Wir  erhalten  daher 


8  U     rarifon  ,  xi  rgu(g)-|  ag>     acute)] 

dt>k    L  as*  J  ^^ii  L  ac;  J  a&A       a^  ' 
j 

wobei  die  Klammer  [  ]  die  Substitution  von  a°;  Ct  far  a,  cz  andeuten  soil. 

J)  1st  die  Schar  von  Losungen  des  kanonischen  Systems  (88)  zunachst  mit 
beliebigen  Parametern  ^  ,  .  .  ,  y^  gegeben 


wobei  die  Extremale  @0  dem  speziellen  Wertsystem  yz-  =====  y£  entspreclien  moge, 
so  -w'ahle  man  aiaf  @J,  aber  nocn  im  Innern  des  Feldes,  einen  beliebigen  Pnnkt 
(a°,6J,  .  ,  6J)  und  setze  __ 

y.(«°iyi,..Myn)-». 

Diese  w  Gleichungen  konnen  wir,  da  die  "Extremalenschar  ein  Feld  bilden  sollte, 
in  der  Umgebung  der  Stelle  yj,  b%  eindeutig  nacli  yL  ,  .  .  .  ,  yn  auflosen  ;  sei 

na.  3  r.-r,^,...^,) 

Denmeit  man  dann  _ 

O.(6t,.    ..^-FXaSA,..  ,rj, 
so  1st  nach  der  Definition  der  Funktionen  |)z,  SSS  von  §  72,  e) 

iP,(a,r1>...,r11)sD,(aj;o«,&lO),          r.Cas.A,..  ,rn)s8,(a!;o»,6,p), 
•womit  die  Behauptung  bewiesen  1st. 
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Hierin  setze  man  die  Ausdriicke  fiir  die  Ableitungen  von  U(x) 
aus  Gleichung  (146)  von  §  73  ein  und  beachte,  daB  nach.  (94) 


und  nach.  (95)  und  nack  Gleichung  (142)  yon  §  72 

-PU*(*°, 
Danii  erlialt  man 


n+i(x,Y,T,J)        +  Mk,  (97) 

wo  3fA  die  folgende  Funktion  von  61;  .  .  .,  &M  ist: 


Geht  man  jetzt  zur  Punktion  TF(ir;  yl7  .  .  .,  yj  fiber  ^  indem  man 
von  der  Defimtionsgleichung  (92)  und  von  den  dutch  Differentiation 
der  Identit'aten  ^T  ,  t  ... 


folgenden  Relationen  G-ebrauch  maclit;  so  ertalt  man1) 

_-  =  fix, «/,  w)  —  ^  p,FL  ,  ,(x.  ij,p,  ti)  - 

dx         /Vk   >J>VJ         /  i  ^i     n  +  i\   jyufirj 


(99) 


wobei  die  Klammer  ()  die  Substitution  von  B€  fiir  \  andeutet. 

Hieraus  folgt:  Soil  der  Differ  entialausdruck  (90)  ein  vollstandiges 
Differential  sein7  so  ist  notwendig  und  hinreicliend^  daB  auch.  der 
Differentialausdruck* 


em  vollstandiges  Differential  ist.  Die  Integrabilitatsbedingung,  welcbe 
die  notwendige  und  liinreicliende  Bedingung  Iderfiir  ausdriickt;  redu- 
ziert  sich  nach  einfacher  Eechnung  auf  die  Bedingungen2) 


x)  Ygl  die  entspreclienden  Enfrwicklungen  in  §  73,  c). 
2)  Man  erhSlt  zunachst 

\  d\dlk      A     ...  A  , 

*  fur  ^-« 
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aus  denen  durch  die  Substitution  yl  =«  YI  folgt,  dafi  auch 


sein  muB.     Eg  mu8  also  eine  Funktion  N(bl3  .  .  .,  Jw)  geben,  so  da8 

M-8N 

M*~WL> 
d.  L  also 


Wir  liaben  also  den  folgenden,  von  A*  MAYER1)   herriihrenden 
Satz  bewiesen: 

SoU  fur  eine  in  der  Jcanonischen  Form 

yt  =  D^;  <*,  \  COD)  (ioi) 

gegebewe  n-parametrige  Extremalenschar  der  SiTbertfsche  UnabMngig- 
1ceits$at#  lestehen,  d.  Ji.  soil  der  Differentialausdruck  (90)  ein  vollstandiges 
Differential  sein,  so  ist  notwendig  nnd  hinreichend,  daft  die  Funktwnen 
Cffli,  .  .  .,  iw)  den  Integrdbilitdtsbedingungen 


a&4  ~  06, 

geniigen,   also   die  partiell&n  Ableitung&n  ein  und  d&rselben  Funktion 
t>1}  .  .  .,  6J 


Die  Funktion  B(blf  .  .  .,  6J  ist;  abgesehen  von  Stetigkeitsbedingungen, 
nur  der  aus  (93  a)  folgenden  Anfangsbedingung 


(104) 

\J  Vft 

unterworfen. 

Wir  werden  eine  %-parametrige  Extremalenschar,  welche,  in 
die  kanoniscte  Form  (101)  gebracht,  diese  Bedingung  erfullt,  eine 
Mayer'sche  Etttremalensdhar  nennen. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraph.cn  gesehen  b.aben?  gilt  fur  die 
Extremalenscliar  durch  einen  festen  Punkt  der  Hilbert'sche  Un- 


Hieraus  folgt  das  im  Text  gegebene  Eesultat,  da  im  Feld  J*  die  Determmante 

— s  ,  (1,3  =  1,2,    .  ,w) 

von  Null  versckieden  ist 

l)  Von  A.  Mayer   anf  anderem  Weg   bewiesen  in  den  Leipziger 
riehten  1905,  p.  49 
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abhangigkeitssatz;  dalier  miissen  diese  speziellen  Scharen  Mayer'sche 
Scharen  sein.  Dies  lafit  sieh  leieht  mit  Hilfe  der  Resultate  von  §  73 
verifizieren.  Wir  fanden  dort  far  die  Extremale  dureh  die  beiden 
Punkte  (a,  tl9  .  .  .;  6J  und  (£;  ^l;  .  .,  ^n)  in  der  dortigen  Bezeichming 
denAusdruck  fc-  9,(*;M,  O, 

und  nach  Gleichtmg  (159)  von  §  73  war 

K  d® 

v&z.  ^  —  ^T-  ' 
*  0l>k 

Wir  konnen  die  Extremale  also  sclireiben 


Halten  vir  darin  die  GroBen  |,  ^1?  .  .  ,  ^  sowie  a  fest  -and  yanieren 
die  Parameter  51?  .  .  .,  &w;  so  stellen  diese  Gleichungen  die  Extrernalen- 
sciar  durcli  den  Punkt  g,  77^  .  .,  9jw  in  der  kanonischen  Form  (101)  dar 
und  zeigen  dalier,  daB  diese  Schar  in  der  Tat  eine  Mayer'sche  Sohar  ist. 

b)  Yerallgemeinerung  des  Kneser'seteii  Transversaleiisatzes1)  : 
Wir    betracHten   eine   beliebige,    die   Bxtremale   @0    enttaltende 
^-parametrige  Extremalenscliar  in  der  kanoniscken  Form  (93) 

%  -  y,(»,  \,  •  •  .,  *J  =  !).(»;  o°,  6,  C). 

Die  Funktionen  0,  sollen  in  der  Umgebung  der  Stelle  6J;  .  .  ,;  &J  yon 
der  Elasse  0'  sein  und  den  Anfangsbedingungen  (93  a)  geniigen,  und 
die  Schar  soE  ein  Feld  uan  den  Bo  gen  @0  lief  era. 

TInd  nunmehr  stellen  wir  uns  die  Anfgabe2),,  die  Ausgangshyper- 
flache  ^  fiir  das  Integral  W  so  zu  bestimmen;  dafi  die  Ausdrucke  ftir 
die  partiellen  Ableitnngen  yon  W  dieselbe  einfache  Form  (81)  an- 
neimen  wie  in  dem  speziellen  Fall  einer  Sclaar  yon  Extremalen  durch 
einen  festen  Punkt.  Dazn  ist  nacli  (99)  notwendig  und  Hnreickend, 
daB  die  durcli  (98)  defimerten  Funktionen  Mk  samtlicli  identisch.  ver- 
scbwinden,  daB  also 


Die  verlangte  Bestimmung  der  Flache  S  ist  also  nur  moglich, 
die  gegebene  Schar  eine  Mayer'scte  Schar  ist,  wie  dies  anct 
a  priori  aus  dem  unter  a)  erhaltenen  Resultat  folgt.  Diese  Bedingung 
sei  erfuUt,  und  es  sei 


J)  Vgl.  hieizu  BOLZA,  loo.  cit.  p.  483 

*)  In  Verallgeraeineiung  ernes  von  KNESEE  fur  das  einfachste  Variations- 
problem  durchgefuhrten  Gedanicengangs,  vgl.  §  31,  c) 
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Dann  folgt  aus  (105)  durch  Integration 

n(b(fi,1>,^)+3-e,  (106) 

wo  c  erne  von  &1; . . .,  ln  unabhangige  numerisclie  Konstante  ist.    Dieser 
(jleichung  muB  also  die  gesuchte  Funktion  §  geniigen. 

Fur  die  Diskussion  derselben  sckreiben  wir  der  Ktirze  balber 


und  maclaen  die  beschrdnkende  Annahme,  dafi 

f(x,y(x\y'(a$)  +  0  in  foaj  (107) 

Unter  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  die  Aufgabe,  die  Gleichtmg 

•      ^(^&l;--^6J  =  C  (108) 

nach  x  anfzulosen.    Da  naeL.  (104)  nnd  Gleichung  (145)  von  §  73 


so  sind  wegen  (107)  die  Voraussetzungen  cles  erweiterten  Satzes  tiber 
implizite  Funktionen  von  §22,e)  erfQllt,  und  man  erhalt  durch  An- 
wendung  desselben  das  folgende  Resultat: 

Es  sei  c1?  resp.  £2?  das  Minimum^  resp.  Maximum,  der  Funktion 
G(x,  6J,  .  .  .,  6«)  im  IntervaU  [x^  und  x  ==  |0(c)  die  wegen  (107)  im 
Intervall  [qc2]  eindeutige  Losung  der  Grleichung 


Dann  lafit  sich  die  Grleiclmng  (108)  in  der  Umgebung  der  Punktmenge 

®5  «-60(0,         *.-&?,         Ci^c^^ 

eindeutig  nach  a?  auflosen.     Die  Losung  sei 

^  =  i(&i,«  -A;  4 

Schreiben  wir  dann  noch 

?&Q>i,  •  -  -i  5n5  c),  61;  .  .  .,  6n)  -  1?,^,  .  .  .,  6M;  c),   ^       (109) 
so  stellen  die  Gleichungen 

x  -  !(&,,  .  .  .,  &M;  C),  ^  -  ^(^i;  •  •  •>  &n;  ^ 

eine  Hyperflaclie  von  den  verlangten  Eigenschaften  dar,  die  wir  mit 
Zc  bezeiclinen.  Lassen  wir  die  Konstante  c  vanieren,  so  erhalten 
wir  eine  einfach  unendliche  Schar  von  solchen  Hyperflaclien,  die  wir 
die  ,,Transversalhyperfldchen6'  des  Feldes  nennen  wollen.  Man  beweist 
leickt,  daB  bei  gehoriger  Beschrankung  des  Feldes  durclt  jeden  Punkt 
desselben  eine  und  nur  eine  Transversalhypernache  hindurcligelit.  Wir 
konnen  dann  unser  Eesultat  in  den  Satz  zusammenfassen: 
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Damit  die  Ausdrucke  fur  die  parhellen  Alleitungen  der  Funktionen 
.,  v^,  &,  •  •  •>  y»)  dieselbe  einfache  Form  (81)  annehmen  wie  lei  einer 
Schar  von  Extremalen  durch  einen  festen  PunM,  ist  notwendig  und  hm- 
reichend,  da/3  die  mgrunde  liegende  Extremalenschar  eine  Mayer'sehe 
Schar  ist,  und  daft  die  Aiwgangshyperflaclie  fur  die  Function  W  eine 
Transversalhyperflache  des  Feldes  dieser  Schar  ist 

Weiter  folgt  nun  unmittelbar  die  Verallgemeinerung  des  Kneser- 
solien  Transversalensatzes  ftir  das  Lagrange'scle  Problem1): 

Zwei  Transversalhyperflachen  %c,  und  %0,,  eines  von  einer  Mayer- 
schen  Schar  gebildeten  Feldes  schneiden  auf  den  verschiedenen  Extremalen 
der  Schar  Sogen  aus,  welche  fur  das  Integral  J  denselben  Jconstanten 
Wert  Uefern?  namlich  den  Wert  c"  —  c'. 

Denn  es  ist  nach.  der  Definition  der  Funktionen  11  und  |: 

>50XA^)-u(60;Oi<»,^) 


-  c. 


Hieraus  folgt  weiter:  Wird  als  Ausgangshyperflache  bei  der  Defi- 
nition der  Funktion  W  eine  Transversalhyperflaclie  des  Feldes  gewahlt; 
so  sind  die  Transversalhyperflaclien  identisch  mit  den  Hyperflachen 

(110) 


Kombiniert  man  dieses  Resultat  mit  dem  unter  a)  bewiesenen 
Satz,  da6  der  Hilbert'scke  TJnabhangigkeitssatz  fur  ein  beliebiges 
Mayer'sches  Extremalenfeld  gilt,  so  erkennt  man,  mdem  man  genau 
wie  in  §  41,  Ende,  schlieBt,  daB  der  Weierstrafl'sche  Fundamentalsate 
(84)  seine  Gultigkeit  behalt,  wenn  das  Feld  statt  von  einer  Extremalen- 
scliar  durch  einen  festen  Punkt  von  einer  "belie*bigen  Mayer'sclien 
Schar  gebildet  wird;  und  die  Vergleichskurve  S  statt  vom  Punkt  Px 
von  einem  beliebigen  Punkt  der  durcli  Pa  gebenden  Transversalhyper- 
flacLe  %  des  Feldes  ausgeht 

Damit  bat  man  zugleicb.  hinreichende  Bedingungen  fur  die  Auf- 
gabe  gewonnen;  das  Integral  J  mit  den  JSTebenbedingungen  <p^  =  0  zu 
einem  Bxtremum  zu  mach.en;  wenn  der  erste  Bndpunkt  auf  der  Hyper- 
fiache  X  frei  beweglicli,  dagegen  der  zweite  fest  ist. 

c)  Zusammenliang:  mit  der  Transversalitatsbedingung: 
Um   die  Analogie   der   im    vorangehenden    entwickelten  Theorie 
mit   den   entsprechenden   Untersuchungen  von  Kneser  fur  den  ein- 

x)  Hierzu  die  Ubungsawfgabe  NT.  9  ana  Ende  yon  Kap.  XIII 
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faelsten  Fall  w=l,  m  =*  0  zu  vervollstandigen,  haben  wir  nun  zu 
zeigen,  daB  die  Transversalhyperflachen  auch  durcn  ein  System  Ton 
partiellen  Differentialgleiclrangen  definiert  warden  konnen,  welche 
die  Verallgemeinerung  der  Transyersalitatsbedingung  des  einfachsten 
Falles  sind. 

Dazu  differentiieren  wir  die  Gleiehung  (106)  ;  durcn  welche  die 
Funktion  |(i1;  .  .  ,  6n;c)  definiert  wird,  partiell  naeh  "bk  und  rnachen 
Yon  den  bei  der  Ableitung  der  Grleicliungen  (97)  erhaltenen  Resultafcen 
Gebrauch  Dann  kommt 


,  Y,  D       -          Fn,t(x,  T,  T,  A)         =  0.          (Ill) 


Umgekekrt:  1st  |  eine  Funktion  von  61;  .  .  .;  bnJ  welclie  diesen 
n  partiellen  Differentialgleichungen  geniigt;  so  folgt  riiekwarts  die  Glei- 
chung  (106).  Die  TransYersalhyperflacheE  konnen  also  in  der  Tat  durch 
die  n  partiellen  Difierentialgleiclmngen  (111)  fur  die  Fnnktion  |  defi- 
niert werden;  dieselben  sind  infolge  der  Belationen  (102)  mitemander 
vertraglich. 

Futrt  man  die  durch  die  Gleichungen  (109)  definierten  Funk- 
tionen  ^  ein^  so  geten  die  Gleichungen  (111)  iiber  in 


i 

Fiir  n=l,  w  =  0  reduzieren  sick  diese  Gleickungen  auf  die 
eine  Grleichung 

f(x,  Y,  r)  -  r /;,(*,  r,  r)  s|f  +  fs,(x,  Y,  r,)  *fj  -  o,  (112*) 

d.  h.  eben  auf  die  bekannte  TransYersalitatsbedingung. 

Hiermit  sind  zun'aehst  rein  formal  die  TransYersalb.yperflacb.en  als 
Yerallgemeinerung  der  TransYersalen  des  einfachsteB.  Falles  naekgewiesen. 
Es  bleibt  jetzt  aber  no  oh  zu  zeigen,  daB  die  Differentialgleichungen 
(112)  fur  das  Lagrange'scke  Problem  mit  einem  variables.  Endpunkt 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  die  TransYersalitatsbedingung  (112  a) 
fur  den  einfachsten  Fall. 

Wir  betraehten  daher  jetzt  die  Aufgabe?  —  gleicb.  etwas  allge- 
meiner?  als  fur  unsern  unmittelbaren  Z  week  notig  ware  — ;  das  Integral  J 
mit  den  Nebenbedineunsen  WA  =*  0  zu  einem  Extremum  zu  machen, 

O         O  f  p  / 

wenn  der  Punkt  P2  fest  ist,  wahrend  der  Anfangspunkt  auf  einer  ge- 
gebenen  g;-dim'ensionalen  Mannigfaltigkeit  ^  bewegliek  ist,  welcke  in 
Parameterdarstellung  gegeben  sein  moge  durck  die  Grleichungen 

wo  q  ^  n. 
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Die  gesuchte  Kurve  ®0  muB  dann  eine  Extremale  sein,  und  wenn 
ilir  Anfangspunkt  P1  auf  $  den  Parameterwerten  b±  =  6J,  •  -  v  6^  «=  &° 
entsprichi,  so  mufi  nach  der  in  §  38  entwickelten  Differentiation  s- 
methode  in  der  Bezeichnung  von  §  73,  c)  die  Funkfcion 


der  unabhangigen  Variabeln  6^  •  •  -,  6ff  fiir  5X  ==  &5,  •  •  •,  &?  ««  6g  ein 
Extremum  besitzeu;  dabei  1st  (xz,  yiB,*  •  *,  yn^)  em  Punkt  der  Extre- 
malen  @0;  der  so  nahe  bei  Pl  gewahlt  ist,  da6  A(#l7#3)  4=  O,1)  Dies 
fiilirt  nach  den  GleichuBgen  (158)  von  §  73  anf  die  Bedingungen: 


(>  -  1,  2,  •  -  •,  & 

wobei  der  Index  0  die  Substitution  von  &J  fiir  Z^  andeuten  soE. 

Dieselben  lassen  sicli  unter  Einfiilining  der  Fnnktionen  ^(#)  naclt 
den  Gleichungen  (122)  und  (129  a)  von  §  72  auch  einfacher  schreiben 
in  der  Form 

-0.  (114) 

Diese  q  Gleichungen,  welclie  im  allgemeinen  die  Lage  des  Punktes  Pl 
auf  der  Mannigfaltigkeit  ^  bestimmen,  bilden  zusammen  die  ^Trans- 
versalitatsbedingung"  fiir  das  vorgelegte  Variationsproblem;  wenn  die- 
selbe  erfiillt  ist;  werden  wir  sagen;  die  Mannigfaltigkeit  ^  sclmeide 
die  Extremale  (£0  im  Punkt  Pi  transversal.  — 

Die  Grleiclmngen  (112)  sagen  also  aus,  daB  die  durch  Grleichung^ 
(106)  definierte  Transversalhyperflaclie  ^  in  jedein  ihrer  Punkte  die 
durch  denselben  blndurchgehende  Extremale  der  Mayer'schen  Scbar 
transversal  sclmeidet,  womit  die  Bezeichnung  Trans  versaUayperflaclie 
ihre  Rechtfertigung  findet. 

.  d)  Zwei  Aufgabeii  liter  Transversalliyperflaclieii: 
Hieran  scklieBen  sich  naturgemaB  zwei  Aufgaben;  deren  Losung 

eine  wichtige  Erganzung  zu  den  unter  a)  und  b)  gegebenen  Entwick- 

lungeu  liefern  wird;  zunachst  die  Aufgabe: 

Zu  einer  leliebig  gegebenen  Hyperflache  ®  eine  n-fach  unendliche 

Extremalenschar  $u  bestimmen,  welche  von  $  transversal  geschnitten  wird. 

*)  V&   §  73:  ^),  insbesondere  p  597,  FuBnote  2)  und  §  76,  g). 


§  78.   Mayer'sche  Extremalenseliaren,  649 

Dabei  wird  angenommen,  daB  die  spezielle  Extremale  @0  im  Punkt 
Px  von  £  transversal  geschnitten  wird.  Die  Eyperflache  tl  sei  wieder 
gegeben  in  der  Form 

*  =  £0>i,"-;U  &-%&,     "A)- 

Durcli  den  Punkt  (6)  derselben  zieheu  wir  zunachst  eine  beliebige 
Extremale,  die  wir  in  der  Normalform  von  §  72,  c) 

y^  =  2),0;  I,  %,  ••-,%,  q,  ••  •,  cj, 

ansetzen.  Dann  ist  nach  (114)  die  Bedingung  dafiir,  daB  diese  Ex- 
tremale  von  der  Hyperflaohe  5i  in  ihrein  gemeinsanien  Sclmittpnnkt 
transversal  gesclinitten  wird: 


-0*        *-l,3, 

^  l  L 

da  nacli  Grleichung  (136)  von  §  72 


Da  nach  Voraussetzung  die  Hyperflache  ^  die  Extremale  @0  in  Pt 
transversal  sclineidet;  so  werden  die  w  Gleiehungen  (115)  befriedigt 
durcli^  das  spezielle  Wertsystem  \  =  6J^  ^  _  co  s  ^^j  Daher  k5imen 
wir  dieselben  in  der  Dmgebung  dieser  Stelle  eindeutig  nach  c^  •••,<? 
auflosen,  wofern  an  derselben  die  Funktionaldeterminante  der  Auf- 
losung  von  Null  verschieden  ist.  Erinnert  man  sich,  daB  nach  (88) 


so  erhalt  man  fur  die  fragliche  Funktionaldeterminante  nach  einfachen 
Determinantens'atzen  die  Determinante  n  +  Iten  Grades 


(116) 


Wir  konnen  also  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Determinante  (116)  von  Null  verschieden  ist^),  so  laflt 
sifh  stets  eine  und  nur  e^ne,  die  Extremale  @0  enfhaltende  n-parametrige 
Extremalenschar  konstruieren,  welche  von  der  Hyperftache  ®  transversal 
geschnitten  wird. 

^  D.  h.  geometrisch:  Wenn  die  Hyperflache  ^  im  Punkt  P1  die  Extremale 
@0  nicht  beriihrt. 
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Die  zweite  der  oben  erwahnten  Aufgaben  1st  die  zur  ersten  in- 
verse Aufgabe: 

Zu  einer  gegebenen  n-parametngen  Extremalenschar  eine  Trans- 
versalhyperfldcke  m  Jconstruieren. 

Wir  nekmen  dabei  an,  daB  die  gegebene  Seiar  die  Extremale  S0 
enthalt,  und  prazisieren  die  Aufgabe  genauer  dakin,  daB  die  zu  kon- 
struierende  TransTersaliyperflache  durah  einen  gegebenen  Punkt 
A  (a°>&i>  •••>%)  von  @0  gehen  soil. 

Wir  schreiben  die  gegebene  ExtremalerLsenar  m  der  kanomschen 
Form  (93)  mit  der  Nebenbedingung  (93  a)  und  scbneiden,  wie  unter 
a),  die  Schar  mit  einer  beliebigen  durcb  den  Punkt  J.0  gehenden 
Hyperflache  ft,  die  wir  wieder  durch  die  Grleicliungen  (91)  analytiscli 
darsteUen.  Soil  dann  ^  jede  Extremale  der  Schar  transversal  schnei- 
den?  so  mnB  die  Fnnktion  |(ft1?  •  •  -,  6J  den  n  partiellen  Differential- 
gleichungen  (111)  genugen.  Fuhren  wir  jetzt  wie  unter  a)  die  Funk- 
tiott  Z7(^,^1?*  •  -»&J  ein  und  machen  von  den  Formeln  (96)  und  (97) 
Gebrauch,  so  gehen  die  Gleictungen  (111)  fiber  in 


£ 


was  wir  anch  schreiben  konnen 


Da  aber  U(%,\>-  •-,  6J  ^  0,  so  folgt:  1^  =  0.  Hiermit  sind  wir 
aber  auf  die  bereits  unter  b)  geldste  Aufgabe  zuruckgefiikrt  und 
erhalten  dalaer  den  Satz: 

Sott  es  mbglich  sein,  0u  einer  gegebenen  n-parametrigen  JZxtremalen- 
schar  eine  TransversalJiyperflache  #u  konstruieren,  so  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daft  die  gegebene  Schar  eine  Mayer'sche  Sehar  ist. 

Durcii  Kombination  mit  dem  oben  gefundenen  Resultat  ergibt 
sick  hieraus  der  weitere  Satz1): 

Konstruiert  man  m  einer  leliebigen  Hyperflache  $  die  von  ihr 
transversal  geschnittene  Extremalenschwr,  so  ist  letetere  eine  Mayer'sche 
Schar,  und  umgekehrt  Tcann  jede  Mayer'sche  Schar  auf  diese  Weise 
erzeugt  werdm. 

l)  Hiermit  1st  die  Verbmdung  zwischen  den  Resultaten  von  A.  MAYEB  und 
HILBEST  hergestellt.  Letzterer  hatte  n^mlich,  noch  vor  Veroffentlichung  der 
oben  zitieiten  Mayer'sohen  Arbeit,  an  dem  Fall  w=»2,  w  =  0  in  sehr  einfacher 
Weise  durcii  vollstandige  Induktion  bewiesen,  daB  fur  jede  w-parametrige  Extre- 
malenschar,  velche  von  einer  Hyperflache  transversal  geschnitten  wird,  der  Un- 
arbnangigkeitssafz  gilt,  vgl.  Zur  Variationsrechnung,  GSttinger  Nachrichten 
1905,  p  159  und  Katkematiscke  Annalen,  Bd.  LXII  (1906),  p  351, 
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Hiermit  1st  zugleich  eine  von  der  speziellen  Normalform  (93)  un- 
abnangige  Definition  der  Mayer'schen  Scharen  gewonnen. 

Be^S!p^el  XXVIII-  Fur  das  Problem  der  kurzesten  VerUndungskurve  sweier 
Punkte  im  drei-dimensionalen  Raum  die  Mayer'schen  Extremalenscharen  zu  ~be- 
stimmen. 

Hier  hat  man  das  Integral 


ohne  Nebenbedingung  (m  =^=  0)  zu  einem  Minimum  zu  machen 

Die    Extremalen  sind   die  Geraden  des  Ratimes      Eine  n(=  2)-parametrige 
Extremalenschar   ist    eine   Kongruenz  von    Geraden      Die   Bedingung,   daB    eine 
=*  Hyperflache) 


, 
die  Extremale 

y*=  ctx  +  fa          s 

transversal  schneidet,  wird  dnrcli  die  beiden  Grleichungen 


ansgedriickt      Transversal  ist  also  mit  orthogonal  identiscn.     I'lir  das  vorliegende 
Problem  sind  also  die  Mayer'  schen  Extremalenscharen  Normalerikongruentsen  *) 

JDer  Kneser'scheTransversalensatz  geht  in  den  bekannten  Satz  uber  Parallel- 
•flaclien  iibera):  Tragt  man  auf  den  Normalen  einer  Flache  von  ihren  FuBpunkten 
ans  eine  konstante  Strecke  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  derselben  eine  Flache 
welche  die  Normalen  der  ersten  Flache  wieder  senkrecht  schneidet  (eine  ,,Paral- 
lelflache"  dex  ersten). 

J)  Vgl  z.  B  BIANCHI-LUKAT,  Differentialgeometrie,  §  143. 
2)  Ygl.  z  B.  SCHEPFERS,  Theorie  der  Flachen,  p.  205. 
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Elemente  der  Theorie  der  Extrema  YOU  Doppelintegralen. 

§  79.    Die  erste  Variation  von  Doppelintegralen  mit  x,  y  als 
nnabliangigen  Variabeln. 

Die  Theorie  der  Extrema  yon  Doppelintegralen  1st  noch  nicht 
•2u  einem  ahnlichen  AbschluB  gelangt  wie  die  analoge  Theorie  der 
-einfachen  Integrale.  In  der  Tat  lafit  sich  zwar  ein  Teil  der  Betrach- 
tungen,  die  wir  bei  einfachen  Integralen  durchgefuhrt  haben,  ohne 
grofie  Mtihe  auf  Doppehntegrale  ausdehnen,  bei  eraem  anderen  Teil 
dagegen  wachsen  die  Schwierigkeiten  beam  tJbergang  zu  Doppelinte- 
gralen ganz  aufierordentlich,  was  in  erster  Linie  damit  zusammenhangt, 
daB  hier  an  Stelle  der  gewohnlichen  Differentialgleichungen  partielle 
Differ  entialgleichungen  tret  en.  Wir  werden  tins  daher  bei  der  fol- 
genden  Darstellung  auf  die  einfachste  Klasse  Yon  Problemen  nnd  auf 
die  einfaciisten  darauf  beziiglichen  JPragestellungen  beschranken, 

Wir  Tinterscheiden  wieder  ??Funktionenproblemeu3  bei  denen  eine 
Funktion  zweier  unabh'angiger  Variabeln  zu  bestimmen  ist?  und 
75Flachenprobleme",  bei  welchen  es  sich  urn  die  Bestimmung  einer 
Flache  m  allgemeiner  Parameterdarstellung  handelt.  Die  Theorie  der 
ersten  Variation  werden  wir  fiir  beide  Problerne  durchfuhren  (§§  79;  80); 
tins  dagegen  bei  der  Theorie  der  meiten  Variation  (§  81)  und  der 
hinreichenden  Bedingungen  (§  82)  auf  den  Fall  des  Funktionen- 
problems  beschranken. 

a)  Die  Lagrange'sclie  Differentialgleichung1): 

Es  sei  einerseits  eine  Funktion  f(%,y,#,p,ci)  der  unabhangigen 
Variabeln  x,  y,  #,p,  q  und  andererseits  eine  geschlossene  Baumkurve  fi 
gegeben  Wir  betrachten  die  Aufgabe:  Unter  alien,  in  rechtwinkUgen 
Koordinaten  in  der  Form 

* « *($>  V)  (1) 

a)  Vgl.  dazu  die  Darstellung  von  G-OUKSAT,  Oours  d' Analyse,  Bd.  II  (1906), 
JNr  456,  der  wii  im  wesentHchen  gefolgt  sind. 
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darstellbaren  Flaclien^},  welche  von  der  Kurve  £  ~begrenzt  werden,  die- 
jenige  0u  bestimmen,  fur  welche  das  Doppelintegral 


den  Ideinsten  Wert  annimmt. 

Dabei  ist  in  dem  Integranden  des  Doppelintegrals 

*  =  *O;  y),         p  -  *,(«,  y),         g.  -  *9(x,  y) 

zu  setzen  und  das  Integral  ist  fiber  die  Projektion  £t  der  Flache  (1) 
auf  die  x,  «/-Ebene  zu  erstrecken. 

Uber  die  Funktion  f(x,y,&,p,g[)  wird  vorausgesetzt,  daB  sie  von 
der  Klasse  G  "  ist,  wenn  der  Punkt  (x,  y,  #)  in  einem  gewissen  Bereicn 
51  des  Ratlines  liegt  und  p  und  q  beliebige  endliche  Werte  haben. 

Die  geschlossene  Kurve  S  soil  ganz  im  Inneren  dieses  Bereiches 
S\,  liegen  und;  ebenso  wie  ihre  Projektion  ^  auf  die  a^-Ebene,  eine 
gewonnliche2)  Kurve  ohne  menrfacne  Punkte  sein.  Uberdies  soil  es 
eine  ganze  Zahl  n  geben  derart^  daB  jede  Grerade  der  a;;^-Ebene;  welcne 
zur  #-Achse  oder  zur  ^/-Aclise  parallel  ist,  die  Kurve  $  hochstens  in 
n  Punkten  trifft;  es  sei  denn,  daB  sie  eine  ganze  Strecke  mit  ihr  gemein 
hat.  Das  Innere8)  der  Kurve  S  zusammen  mit  der  Kurve  $  selbst 
ist  dann  der  oben  mit  <9L  bezeicnnete  Integrationsbereich. 

Von  den  ??zulassigen  Flachen"  wird,  abgesehen  davon,  daB  sie  von 
der  Kurve  2  begrenzt  sein  sollen.,  vorausgesetzt,  dafi  sie  ganz  im 
Inneren  des  Bereiches  3\,  liegen  und  von  der  Klasse4)  D'  sein  sollen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  das  Integral  (2)  fur  jede  zulassige 
Flache  eineu  bestimmten  endlichen  Wert.5) 

Wir  nehmen  an,  wir  hatten  eine  zulassige  Plache  ?F0  von  der 
Klasse  G"  gefunden,  —  dieselbe  sei  durch  die  Gleichung  (1)  dar- 
gestellt  —  ,  welche  dem  Integral  J  einen  nicht  groBeren  Wert  erteilt 
als  jede  andere  zulassige  Flache  5F  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
9^.  Ist  dann  f(#,y)  irgend  eine  Funktion,  welche  in  (SC  von  der  Klasse 
D'  ist  und  eutlang  der  Begrenzung  ®  verschwindet: 

___  6|*-0,  (3) 

l)  Das  Wort  T1Flacheu  wird  hier  tiberall  im  Sinn  von  ,,Fl&clienstiicku  gebraucht. 

^  VgL  die  Definition  in  §  25,  a),  die  "sick  unmittelbar  auf  Rainnkurven 
rdbertragen  lafit. 

*)  VgL  A  VI  2 

4)  D.  h.  die  Funktion  z  (re,  y)  soil  stetig  sein  im  Bereicli  (9C,  und  dieser  Be- 
xeich  soil  sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilbereichen  zerlegen  lassen,  in 
deren  jedem.  zfay)  von  der  Klasse  Cf  ist,  wobei  die  Trennungslinien  denselben 
allgemeinen  Charakter  haben  sollen  wie  die  Ejurve  ^. 

*f  Vgl  JORDAN,  Gours  d}  Analyse,  Bd.  I,  Nr  66  ;  STOLZ,  Griwdzuge,  etc.,  Bd.III,  p.  69. 

B  o  1  z  a  ,  Variationsrechnung  42 
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•so  stellt  die  Gleichung 

*  -  *(*>y)  +  *&fay),    foy)  ^  &  (4) 

bei   kLnreichend   Heinem     s     eine  Scliar  YOU  zulassigen  Variationen 
der  Flache  Jf0  dar.     Daher  muB  die  Funktion 


a 
ftir  £  =  0  ein  Minimum  besitzen,  es  muB  also  *) 

0 


seiiij   wobei  die  Argumente  in  den  Ableittmgen  von  /  sich.  auf  die 
Plache  JT0  beziehen     Nun  ist  aber2) 


und  nack  dem  Grreen'sclaea  Satz3)  ist 

rcw*®*  *    rf^      r  r 

JJ  -£r***y-Jffs*y,     JJ 


wobei  die  Linienintegrale  auf  der  reehten  Seite  im  entgegengesetzten 
Sinn  des  Unrzeigers  tiber  die  Kurve  ^  zu  erstrecken  sind,  wenn;  wie 
wir  stets  Toraussetzen,  die  positive  2/-Achse  links  von  der  positiven 
#-Acnse  liegt.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  ftir  die  erste  Variation 
den  Ausdruck 


!)  Wegen  der  Differentiatioa  emes  Doppelintegrals  nach  einem  Parameter 
vgl  JORDAN,  loc  cit.  ]STr  83. 

^  Diese  der  partiellea  Integration  von  §  5,  a)  entsprechende  Transformation 
der  ersten  Variation  ruJbrt  von  LAGRANGE  kert  die  Einfukrang  dea  LinieBintegrals 
von  GAUSS  (1830),  Werke^  Bd  V,  p  "60  Dabei  ist  von  der  vorausgesetzten  Existenz 
und  Stetigkeit  der  zweiten  partiell  en  Ableitungen  von  0  Q-ebrauch  gemacht  Will 
man  nur  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  ersten  Ableitungen  voraussetzen,  so  hat 
man  analog  wie  in  §  5,  c)  zu  verfahren;  mit  dieser  Verallgemeinerung  der  Dn- 
Boia-Rejmond'schen  Methode  beschaf'tigen  sich  HJLBBRT,  Mathematische 
Annalen,  Bd.  LIX  (1904),  p.  160;  MASON,  Ibid,  Bd  LXI  (1905),  p.  450;  HABAMARD, 
Comptes  ftendus,  Bd.  OXLIV  (1907),  p.  1092.  Vgl  unten  Beispiel 

s)  Ygl.  z.  B.  STOIZ,  G-iundzuge,  Bd.  Ill,  p.  94. 
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Wegen  (3)   ist   das  Linienintegral  gleich  Null,   und  es  nniB  also  das 
Doppelintegral  fur  alle  zul'assigen  Funktionen  g  verschwinden. 
Dem  Fundamentallemma  von  §  5,  b)  entspricht  nun  hier  der  Satz: 
Ist  die  Funktion  M(x?  y)  stetig  im  Bereich  £t,  und  ist 

dy^Q  (6) 

£iir  alle  Funktionen  £;  welche  in  €L  von  der  Klasse  Cf  sind  und  ent- 
lang  der  Begrenzung  $  von  (9L  verschwinden,  so  ist 

in  <9t. 


Denn  angenoinmen,  es  sei  M  (#0  ,  #0)  4=  0;  etwa  >  0,  fur  einen 
inneren  Punkt  P0  (#0;  1/0)  von  <9L,  so  konnen  wir  die  positive  GroBe  $ 
so  klein  wahlen,  daB  M(x,y)>Q  in  der  Kreisflaclie  Q  mit  dem 
Radius  ()  und  dem  Mittelpunkt  P0?  und  dafi  gleichzeitig  dieser  Kreis 
ganz  im  Innem  von  <£C  liegt.  Dann  hat  die  durc]i  die  Festsetzung 

.([?'-(*  -«o)'-(y-  yo)1]*  me 

b      I          0  auBerhalb  (5 

definierte  Funktion  f  die  verlangten  Eigenschaften  und  macht  trotz- 
dem  das  Integral  (6)  positiv.  Daraus  folgt,  daB  M(x,  y)  =  0  sein 
muB;  zunachst  im  Innern  von  QL,  und  wegen  der  Stetigkeit  von  M 
alsdann  auch  auf  der  Begrenzung  $. 

Wendet  man  dieses  Lemma  auf  die  Grleichung  d  J  =  0  in  der 
zuletzt  erhaltenen  Form  an,  so  erhalt  man  den  Satz1): 

Die  erste  notwendige  Bedingwig  fur  ein  Extremum  des  Doppel- 
integrals  J  'besteht  darin,  daft  die  Funktion  2  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

f*  ""  35  ?*  ""  dyfy  ***  °  W 
genugen  mu/3. 

Dabei   sind  die  Differentiationen   nach  x  und  y  so  zu  verstehen, 

daB   vor  der  Differentiation  in  fp  und  fq  ftir  0,  p,  q   die  Funktionen 


x)  Znerst  von  LAanANaE  (1760)  fur  den  Fall  der  Mmimalflaehen  gegeben,  vgL 
Oewres,  Bd.  I,  p.  356. 

Mit  dem  ^inversen  Problem"  (vgl.  §  6,  c)),  die  Funktion  f  so  zu  bestimmen, 
dafi  die  Differentialgleichung  (I)  mit  einer  vorgegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  identisch  wird,  beschaffcigen  sich  HIBSCH,  M  at  hem  a  - 
tische  Annalen,  Bd  XLIX  (1897),  p  49;  HEKTZ  in  seiner  Dissertation  »Ueber 
partielle  Differentialgleichungen,  d^e  in  der  Var^at^onsrechnung  vorJcommen"  (Kiel, 
1003);  KUKSCHAK,  Ma  them  a  tische  Annalen  Bd  LX  (1904),  p.  157  und  Bd. 
LXII  (1906),  p.  148;  und  KoNiasBERGEE,  Berliner  Berichte,  1905,  p.  205. 
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&(%>  y)>  ®x(x>  y)?  2y(x,  y}  einzusetzen  sind,   so   daB  die  Differential- 
gleiclmng  in  ausgeschriebener  Form  lautet: 

\    f     ^JLf     ~±f      —4-f      4-f     _/•«()         m 

'  '         *  ^  '*        ^'  *  '**  *w     '*  v4/ 


Man  hat  es  also  mit  einer  partiellen  DifferentialgleicJiung  zweiter 
Ordnung  von  dem  nach  MOKGE  und  AMPERE  benannten  Typus  x)  zu  tun, 

Man  hatte  nun  weiter  zunachst  die  allgemeine  Losung  derselben 
zu  finden  und  die  darin  enthaltenen  willktirliclieii  Funktionen  so  zu 
bestimmen,  daB  die  Funktion  0  entlang  der  Kurve  ^  die  durcb.  die 
Kui*ve  fi  vorgesckriebenen  Bandwerte  annimmt;  eine  Aufgabe  YOU 
ungleicb.  groBerer  Schwierigkeit  als  die  entsprechende  Aufgabe  im  Fall 
des  einfaclien  Integrals. 

Jede  Maohe;  welche  der  Lagrange'sclten  Differentialgleickung  (I) 
geniigt,  nennen  wir  eine  ,,Extremalfldckee'  2)  far  das  Doppelmtegral  (2). 

Bei  spiel  XXIX.  Das  Integral 


jaw  einem  Minimum  zu  m&chen 

ffier  findet  man  als  Differentialgleichung  des  Problems  die  Laplaee'sche 
X)ifferentMgle%chung  «2  ^ 

**  +  w  ~  0>  (9) 

deren.  allgemeines  Integral  bekanntlich  s)  ist 

z  ==  fftgp  (x  -f-  ^y)1 

V?Q  <p  eine  willkiixliclie  analytische  Funktion  von  x  -f-  iy  bedeutet  und  der  Buck- 
stabe  9?  anzeigt,  daB  der  reelle  TeJ.  derselben  genommeai  werden  soil, 

Die  Frage  nach  der  Existenz  einer  Losung,  welehe  durch  die  gegebene  ge- 
schlossene  Kurve  £  gekt,  ist  identisch.  mit  dem  beruhmten  JDir^chlet'schen 
JVo&tem.  4) 

Hat  man  eine  der  Diffeientialgleichting  (9)  genugende  Flache  gefunden, 
welche  von  der  gegebenen  Kurve  £  begrenzt  wird,  so  lieferi  dieselbe  stets  ein 
absolutes  Mmimum  fiir  das  Integral  (8).  Ist  n^mlicli  co  (o?7  y)  eine  beliebige 
Funktion  von  #,  y,  welche  in  €t  von  der  Elasse  G'  ist  und  entlang  der  Begren- 
zung  ^  verschwindet,  so  findet  man  fur  die  totale  Variation  des  Integrals  (8) 
beim  IJbergang  von  &  zu  %  -\-  a> 

A  J  *** 


*)  Vgl  z.  B.  GOURSAT,  Legons  s«*r  l} integration  des  equations  OMX  derivees  jpar- 
Uelles  du  second  ordr^  Chap.  II 

2)  KNESER  sagt  statt  dessen  einfach  ,,Bxtremale",  vgl.  Lehrbuch,  p.  271 
s)  Vgl.  z.  B.  PICARB,  Trctite  tf  Analyse,  Bd.  II  (1905),  p    6. 
4)  Vgl.  daruber  z.  B-  PICABD,  loc.  cit.  pp.  36—50,  81—108. 
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Wie  sick  aus  der  oben  allgemein  durchgefuhrten  Transformation  der  erst  en 
Variation  ergibt,  1st  das  erste  Integral  gleich  Null,  weil  z  der  Differentialglei- 
chung  (9)  geniigt  und  w  entlang  dem  Rande  verschwindet.  Es  ist  also  in  der 
Tat  AJ>  0,  auBer  wenn  co^  =  0,  coy  =  0,  d  h.  co==  0  in  €L,  Dasselbe  gilt 
aueh  noch,  wenn  die  Funktion  a>  von  der  Klasse  D'  ist,  wie  man  sich  iiber- 
zengt,  wenn  man  vor  der  erwahnten  Transformation  das  fragliche  Integral  in 
eine  Snmme  von  Integralen  zerlegt,  entsprechend  den  Teilbereicnen  von  <&t  in 
welchen  o»  von  der  Klasse  C'  ist. 

Kann  man  a  priori  die  Existenz  eines  Minimums  fur  das  Integral  (8)  be- 
weisen,  so  folgt  daraus  die  Existenz  eiaer  Lo'sung  der  partiellen  Differential- 
gleichung  (9)  mit  den  vorgeschriebenen  Bandwerten  (DincTilet'scties  Pnnzig)  1). 

IB  ei  spiel  F2).*   Die  IBlache  Tdeinsten  Irihalts  zu  Itestimmen,  welche  von  einer 
gegebenen  geschlossenen  Itaumkurve  "begrenzt  wird. 

Hier  hat  man  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen    Die  Lagrange  'sche  Differentialgleichnng  lantet  8) 

g 


oder  wenn  man  die  Differentiationen  ausfuhrt  nnd  von  den  in  der  Flacnentheorie 
tlblichen  Abljurzungen 

P*=*xi     ff^V    r  *******    **=***'     tssa*yy 
Gebranch  macnt, 

r(l  +  ^  —  2pqs  +  t(l+p^^  0.  (11) 

Diese  Gleichung  hat  eine  einfaehe  geometrische  Bedeutung.  4)  Die  beiden  Hanpt- 
krizmmungsradien  Q^  ,  @2  in  einem  Punkt  einer  in  der  Form  (1)  dargestellten 
Flache  sind  die  Wurzeln  der  qtiadratischen  Gleichung5) 


Daraus  folgt  fur  die  mittlere  Krummung  der  Ausdruck 


Die  gesuchte  Flache  hat  also  die   charakteristische  Eigenschaft,  dafi  in  jedem 
ihrer  Punkt  e  die  mittlere  Krummung  gleich  Null  ist. 

Jede  Flache,   welche  diese  Eigenschaft  besitzt,   heiBt  eine  Minim  alfldche. 
Das   allgemeine  Integral6)  der  Differentialgleichung  (11)  ist  zuerst  von  MQNGE 


J)  VgL  §  55,  insbesondere  die  Fufinote  *)  auf  p  421. 

2)  Vgl.  p.  7. 

8)  Schon  von  LAGHIANGE  gefunden  (1760). 

4)  Zuerst  von  MEUSNIER  angegeben  (1776). 

6)  Vgl   z.  B.  KNOBLAUCH,  Krumme  Flachen,  p,  40 

6)  Vgl   daruber  auch  p,  667. 
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angegeben  worden  (1784)  Mit  der  Aufgabe,  eine  Minimalnache  zu  konstruieren, 
welehe  von  einer  gegebenen  geschlossenen  Uaumkurve  begrenzt  wird,  liat  sich 
besonders  H,  A.  SCHWABZ  *)  beschaftigt  Experiment  ell  wird  dieselbe  durch  die 
Grleigewichtslage  einer  zwischen  der  Begrenzung  ausgespannten  Flussigkeits- 
lamelle  gelost  (Plateau'sches  Problem},*) 
>.  B ei spiel  XXX:  Das  Integral 


zu  einevn  Extremwtn  zu  machen 

Die  Lagrange'sche  Differentialgleichung  lautet. 

^£_j^ 
dx*       dy* 
Ihre  allgememe  Losung  ist 


wo  cp  und  ty  zwei  willktrliche  Funktionen  sind, 

Das  Beispiel  illustriert  8)  zwei  Eigentumlichkeiten  von  Vanationsproblemen 
mit  zwei  unabhangigen  Vaiiabeln,  welche  im  Fall  einer  unabnangigen  Yariabeln. 
kein  Analogon  haben 

1)  Die  Lagrange'sche  Differenttalglewhung  eines  analytischen  Variations- 
problems  Jcann  mcht-analytische  Ldsungen  besztzen     Man  braucht  nur  fur  <p  und 
ip  nicht-analytische  Funktionen  der  Classe  G"  zu  wahlen     ' 

2)  Die  erste  Variation  Jcann  versehwinden,  ohne  daft   die  Lagrange'sche 
Differentialgleichung  befriedigt  wtrd     "Wahlt  man  fur  g?  und  ^  zwei  Funktionen, 
welche  stetige  erste,  aber  keine  isweiten  Ableitungen  besitzen,   so  erhalt  man 
eine  Funktion  z,  welche  der  Lagrange'schen  Differentialgleichung  nicht  geniigt, 
aber  trotzdem  die  erste  Yariation  fur  alle  zulassigen  Funktionen  f  der  Klasse  G" 
zum  Yerschwinden  bringt,  da  hier 


wenn 
und 


/If  +  f,,  --       x  - 


0  entlang 


Der  Du-Bois-Reymond'sche  Einwand  ist  also  bei  Doppelintegralen  viel  ein- 
schneidender  als  bei  einfachen  Integralen.  4) 

J)  G-esammelte  mathemattsche  AlJiandlungen,  Bd   I, 

2)  PLATEAU,  Statique,  experimental  et  theorique  des  liguides  (1873);  vgl.  auch 
EncyMopadie  Y  9,  N"r  10  (MINKOWSKI) 

8)  Nach  HADAMAED,  vgl.  die  Fufinote  2)  auf  p.  654  Die  beiden  Eigentumlich- 
keiten hangen  damit  znsammen,  dafi  das  vorliegende  Beispiel  kein  nregula,res 
Yariationsproblem"  ist,  vgl  p  675  Fufinote  J). 

4)  Hierzu  weiter  die   Ubungsaufgaben  Nr.  10,  20  am  Ende  von  Kap.  XIII 
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b)  Ausartung-  der  Lagrange'schen  Differentialgleiclnmg  IE  erne 
Identitat:1) 

Fiir  spatere  Anwendung  betrachten  wir  noch  den  Pall,  wo  die 
Lagrange'sche  Differentialgleichnng  (I)  in  eine  Identitat  degeneriert, 
und  zwar  soil  dies  in  dem  Sinn  stattfinden;  dafi  die  Differential- 
gleichung  in  ihrer  ausgeschnebenen  Form  (7) 

fppr  +  2fpis  +  fqqt  +  fP*P+fq*Q+fP*+fPy-f*  -  0 

fiir  jeden  Punkt  (#?  y,  z)  in  einem  gewissen,  im  Innern  yon  91  ge- 
legenen  Bereich  910  und  fiir  alle  endlichen  Wertsjsteme  p,  q,  r?  $,  i 
erfiillt  sein  soil. 

Man  zeigt  leicht,  daB  hierfur  notwendig  und  hinreichend  ist,  dafi 
die  Funktion  f  yon  der  Form 

f-  L(x,  y,  fi)  +  M(x,  y,  #}p  +  N(x,  y,  2}% 
1st,  und  die  Funktionen  L,  M,  N  in  910  identiscli  der  Relation 

L,~Mx  +  Ny 
gentigen. 

Es  sei  jetzt  eine  diesen  Bedingungen  geniigende  Funktion  f  ge- 
geben;  die  Funktionen  L,  M,  N  seien  im  Bereich  910  von  der  Klasse  C' 
und  iiberdies  moge  der  Bereich  9\,0  in  Beziehung  auf  die  5f-Richtung 
konvex2)  sein  und  die  vorgegebene  geschlossene  Knrre  S  enthalten 

Dann  ist  der  Wert  des  Doppelintegrals  (3),  genommen  uber  irgend 
eine  in  der  Form  (1)  darstellbare  Fldche  von  der  Klasse  G'?  welche 
von  der  ^irve  S  begrenzt  wird  und  ganz  ^n  9V0  liegt,  nur  von  der 
BegrenizungsJcurve  S,  nicht  aber  von  der  sonstigen  Grestalt  der  Fldche 
abhangig* 

Denn  smd 

s^ttfay)     nnd    jer  — ^a(o?,y), 

(#,y)  in  0L7 

zwei  diesen  Bedingungen  gentigende  Flachen,  so  genugt  auch  jede 
Flache  der  Schar 

*  =  0±  (x,  y)  +  a  (>2  (x,  y)  —  %  (x,  #))  =  Z(x, «/;  a), 
(x,y)  in  6L;  O^a^l, 


x)  Vgl.  die  analogen  Betraclatungen  in  §  6,  b)  und  JELLETT,  Treatise  on  the 
Calculus  of  Variations,  p.  340;  ferner  wegen  verschiedeaer  Verallgemeinerungen 
KONIGSBERGER,  Matkematische  Annalen,  Bd  LXII  (1906),  p.  118. 

2)  D  h    sind  Pt  und  P2  irgend  zwei  Punkte  YOU  6i0  mit  denselben  a?,  y- 
ordinaten,  so  liegt  stets  die  ganze  Strecke  P±  Ps  in  0la. 
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denselben  Bedingungen.    Berech.net  man  jetzt  die  Ableitung  des  Doppel- 
integrals 


& 

nach  cc  und  benutzt  dabe*  die  unter  a)  bei  der  Berechntmg  von  8J 
angewandte  Umformung1),  so  ergibt  sich 

eT(a)«0     ftir     O^a^l. 

Denn  in  der  der  Gleichung  (5)  entsprechenden  Formel  verschwindet 
das  Doppelintegral,  weil  nach  Voraussetzung  die  Lagrange'sche 
Differentialgleichung  (I)  in  dem  obigen  Sinn  identisch  erfullt  ist,  und 
das  Linienintegral,  weil  #i(x,y)  —  ^(jX9y)  entlang  der  Kurve  ®.  Hier- 
aus  folgt  aber,  daB  J"(0)  =  J(l),  d.  h  die  bei  den  Flaehen  liefern  fur 
das  Doppelintegral  J~  denselben  Wert;  was  zu  beweisen  war, 

TJmgetehrt  zeigt  man  leicht,  daB  das  identische  Erfiilltsein  der 
Lagrange'schen  Differentialgleichung  zugleich  die  notwendige  Be- 
dingung  fur  die  Invarianz  des  Doppelintegrals  in  dem  angegebenen 
Sinn  ist. 

c)  Der  einfaehste  Fall  variaMer  Begrenznng: 

Die  Formel  (5)  fur  die  erste  Variation  fiihrt  auch  leicht  zur  Er- 
ledigung  des  Falles,  wo  die  Begrenzung  £  der  gesuchten  Flache  zwar 
nicht  selbst  gegeben  ist,  wohl  aber  ihre  Projektion  $  auf  die  x,  y-Ebene, 
d.  h.  also  des  Falles,  wo  die  Kurve  8  der  Bedingung  unterworfen  ist, 
auf  einem  gegebenm}  0ur  x,  y-Ebene  senkrechten  Zylinder  m  liegen. 

Man  schlieBt  zunachst  durch  Betrachtung  von  Variationen;  welche 
die  Begrenzung  nicht  andern,  daB  die  gesuchte  Flache  auch  in  diesem 
Fall  der  Differentialgleichung  (I)  genugen  muB,  also  eine  Extremal- 
flache  sein  niuB.  Man  betrachtet  dann  weiter  eine  beliebige  Variation 
der  Form  (4),  welche  die  Begrenzung  auf  dem  angegebenen  Zylinder 
variiert.  Dabei  ist  ftir  das  Integral  J(i)  der  Integrationsbereich 
derselbe  wie  fiir  das  Grundintegral  J"(0).  Daher  andert  sich  nichts 
an  der  obigen  Transformation  der  ersten  Variation,  und  man  erhalt; 
da  jetzt  g  langs  der  Kurve  ®  nicht  verschwindet,  die  weitere  Be- 
dingung 


a)  Bei  diesei  Umformung  muB  vorausgesetzt  werden,  daB  fp  und  fq  von  der 
Klasse  (7'  sind;  dazu  genugt  es  im  gegenwartigen  Fall  wegen  der  speziellen 
Form  von  /",  dafi  Z  von.  der  Klasse  0"  Ist 
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wobei  wir  auf  der  Kurve  ft  den  Bogen  s  als  Parameter  eingefuhrt 
haben.  Hieraus  schlieBt  man  leieht,  daB  wegen  der  WiUktirlichkeit 
von  g  der  Faktor  yon  g  entlang  der  KurTe  ft  verschwinden  muB,  daB 
also  die  ,,Grren#gleichung£{ 

'#  d s      '  2  5s" 
erfullt  sein  muB. 

Fur  die  beiden  Beispiele  XXIX  nnd  V  lautet  die  Grenzgleichung 

d  y  doc 


Nun  sind  aber 


=  0. 


die  Kichtungskosinus  der  (positiven)  Normalen  der  Extremalflache,  dagegen 

dy  dx 

ds  ?  ds  * 

diejenigen  der  Normalen  des  gegebenen  Zylinders;  die  Grenzgleichung  druckt 
also  ana,  dafi  in  jedem  Punkt  der  Begrenznng  2  die  Exiremalflache  den  Zylmder 
serikrecht  schneiden  mnB  l) 

d)  Die  Euler'scie  Regel  fiir  Doppelintegrale:2) 

Auch  die  Euler'sche  Regel  fur  isoperimetrische  Problenie  laBt 
sich  leicht  auf  Doppelintegrale  ubertragen.  Sind  die  zulassigen  Flachen 
aufier  den  unter  a)  augegebenen  Bedingungen  noch  der  isoperimetrischen 
Bedingung  unterworfen,  daB  sie  einem  zweiten  Doppelintegral  der- 
selben  Form 

iy>0>P>£)diKdy 

einen  vorgeschriebenen  Wert  I  erteilen  sollen,  so  betrachte  man  wie 
in  §  59,  a)  Yariationen  Ton  der  Form 

0  —  0(x9y)  +  $£(#,y)  +  ^i£t(^y)  =  ^(^iy;^O; 
wobei  g(fl?,y),  t^fay)  beliebige  Funktionen  der  Klasse  D'  sind;  welche 


*)  Hierzu  weiter  die  Ubungsawfgaben  Nr  15,  16  am  Ende  von  Kap  XIII 
2)  Piir    die  weitere  Tkeorie   der   isoperimetrischen  Probleme   bei  Doppei- 
integralen verweisen  wir  auf  KOBE,  Acta  Mathematica,  Bd  XVII  (1893),  p  321 
und  J.  0.  MXILLBR,    ,,Uber    die   Minimaleigenschaft    der   Kugel" ,    Dissertation, 
GSttingen  1903. 
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entlang  der  Kurve  ®  versehwinden,  wahrend  die  GroBen  s,  sl  Kon- 
stanten  sind,  welcte  der  G-leiclmng 

K(e,  ti  )  s  ffg(x,  y,  Z}  Zx,  Zy]  dxdy^l  (14) 

a" 
genugen.     Die  Funktion 

j-fe  O  =  //Vfo  y,  3  ^  #,)  ^^  *y 

a 

mu6  dann  an  der  Stelle  £  «  0;  ^  «=  0  ein  Bxtremum  mit  der  Neben- 
bedingung  (14)  tesitzen.  Indem  man  genau  wie  auf  p.  458,  FuB- 
note  J)  weiter  schlieBt,  erhalt  man  das  Resultat,  dafi  die  gesuclite 
Flache  der  parti  ellen  Differentialgleichung 


gentigen  muB;  wobei 

h 

und  I  eine  Konstante  ist.     Ansgenommen  ist  wieder  der  Fall,,  wo  die 
Flaclie  zugleich  Extremalflaelie  fur  das  Integral  K  ist. 

Ftir  den  unter  c)  betrachteten  speziellen  Fall  yariabler  Begrenzung 
lantet  hier  die  Grenzgleicliung: 

*>%-*,£'-<>•   • 

Heispiol  2LK3LI:  Unter  alien  Flacken,  welche  Ton  einer  gegebenen  ge- 
scMosseneii  Kurve  S  "begrenzt  werden  und  zusammen  mit  dem  die  Kurve  S  auf  die 
re,  y-Ebene  projizierendert  Zylinder  und  dessen  Basis  in  der  #,  ^/-Ebene  eia  ge- 
getenes  Tollmen  einschliefien  ,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  den  kleinsten 
Flacheninhalt  besitzt. 

Hier  bat  man  das  Integral 


q^  dxdy 
211  emem  Minimum  zu  machen  mit  dei  Nebenbedingung 

/  /  zdxdy  =  a3. 
Ee  ist  also 

woraus  sick  die  parfcielle  BifferentialgleickuEg l)  eigibt 

=a. 


JN'ach  (12)  druckt  dieselbe  aus,  daB  die  Bxtremalflacnen  Wlachen  konstanter 
mittlerer  JCrummung  sind 


Scbon  von  LAGBAN-as  gegeben  (1760),  Oeuvres,  Bd.  I,  p,  356, 
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Auch  Her  lafit  sich  die  Flache  experimentell  darstellen  durch.  eine  Flussig- 
keitslamelle,  welche  zwisehen  dem  Band  eines  zylindrischen  QefaBes  ausgespannt 
isfc  nnd  in  letzterem  eia  bestimmtes  Volumen  Lnft  abschlieBt  *)  Anon  die  Ober- 
flache  eines  Oltropfens,  der  in  einer  gleich  schweren  Misclmng-  von  Wasser  und 
Aikcxbol  frei  scnwebt  oder  sich  an  eingetauchte  feste  Korper  anlehnt,  nimmt  im 
Gleichgewicntszustand  die  Figur  einer  Flacne  konstanter  mittlerer  Kriimniung  an.  3) 

§  80.  Die  erste  Variation  von  Doppelintegralen  in  Paramaterdarste]lung. 

Ans  denselben  Grrunden?  wie  bei  einfachen  Integralen  3),  1st  eine 
erscnopfende  Behandlung  von  geometrischen  Variationsproblemen  aucli 
bei  Doppelintegralen  nur  unter  Benutzung  der  Parameter  darstellung4) 
moglich. 

a)  Allgemeiaes  liber  Placlieii  in  Parameterdarstelluag: 
Es   sei   eine  Flache   in  Parameterdarstellung  gegeben  durcli   die 
Oleichungen 

X  =  OG(U,V\        y  =  y  («,«?),        s*=0(u,v).  (16) 

Die  unabhangigen  Yariabeln  u,  v  (die  ^Parameter")  deuten  wir  als 
rechtmnklige  Koordmaten  eines  Punktes  in  einer  M,0-Ebene.  Die 
Funktionen  ^  («,«),  y(w,v),  ^(«*,^)  seie^  ^OIi  der  Klasse  0'  (resp.  C^\ 
D^)  in  einem  Bereick  <9i  der  ^;#-Ebene,  welcher  von  einer  endlichen 
Anzahl  gewohnlicher,  geschlossener  Ktirven  ohne  menrfache  Pnnkte 
begrenzt  wird7  deren  Gesamtheit  wir  mit  St  bezeichnen;  die  Kurve  S 
soil  die  Eigenschaft  naben;  von  jeder  zur  M-Achse  oder  znr  v-Achse 
parallelen  Geraden  hoclistens  eine  "bestimmte  endliche  Anzahl  von 
Malen  geschnitten  zu  werden,  es  sei  denn,  daB  sie  eine  ganze  Strecke 
mit  ihr  gemein  hat.  Uberdies  sollen  die  drei  Funktionaldeterminanten 
A  -  yu*v  -  **y.,  B  =  euxv  -  xuzv,  C  =  xuyv  -  yux, 

in  keinem  Punkt  von  £C  gleichzeitig  verschwinden. 

Die  Gleichraigen  (16)  ordnen  jedem  Punkt  («,  v)  des  Bereiehes  6L 
einen  Punkt  (x,y,0)  der  Flache  zu,  dein  ganzen  Bereich  6L  ein  Stuck 


*)  Ygl.  l&ncyklopadie  V  9  (MINKO^SKI),  ITr  10 

2)  Ibid.  Nr.  9  Hierzu  weiter  die  Whungsaufgaben  Nr.  11  —  16  am  Ende  von 
Kap,  Xin, 

8)  Vgl.  §  25,  e). 

*)  Dieselbe  ist  znerst  vonPoissoN  auf  Yariationsprobleme  angewandt  worden, 
allerdinga  nnr  als  Mittel  zur  Ableitung  der  Grenzgleichungen  bei  Problenaen  mit 
variable!  Begrenrang,  M^moires  de  1'Acade'raie  de  Trance,  Bd.  XH  (1833), 
p.  286.  Systematise]!  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Extrema  von  Doppelinte- 
gi-alen  angewandt  wurde  dieselbe  zuerst  von  KOBB,  Acta  Mathematica,  Bd.  XVI 
(1892),  p.  65;  vgl.  atieh  ENBSEB,  Lehrlucb,  Abschnitt  VIII 
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y  der  Flache,  der  Begrenzung  $  des  Bereici.es  <St  die  Begrenzung  S 
des  Flachenstfiekes  JF.  Umgekelirt  soil  auch  jedem  Pnnkt  von  JF  nur 
ein  Punkt  von  €L  entsprechen1).  JEin  alien  diesen  Bedingungen  ent- 
sprechendes  Flaehenstuck  soil  eine  Flache  der  Klasse  G'  (resp.  0^n\ 
D<*>)  heifien. 

Eine  solche  Flache  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  eine   bestimmte 
positive  Normale*\  deren  Richtungskosinus  sind: 

A  B  C 


TJnter  einer   ,,mlassigen  Parametertransformation"  verstehen  wir 
eine  Transfonnation 

|)«-P(t*,«?),        2*«(tt,w)  (17) 

von  folgenden  Bigensetaften: 

a)  Die  Fnnktionen  P,  ^  sind  im  Bereich  0C  von  der  Klasse  Cr  5 

b)  ilire  Fnnktionaldeterminante  ist  positiv  in  0L; 

c)  die  Transformation  (17)  definiert  eine  ein-eindeutige  Beziieliung 
zwischen  dem  Bereich  <SC  und  dessen  Bild  Si  in  der 

Ist 


die  zu  (17)  inverse  Transformation;  so  lafit  sich  die  Flache  5F  aucli 
darstellen  durch  die  Gleichnngen 


n 


Bei  einer  zidassigen  Parametertransformation  bleibt  wegen  b)  die 
positive  Riehtung  der  Normalen  erhalten. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  Doppelintegral  von  der  Form 


wobei  die  Funktion  F  von  der  Klasse  G'"  sein  soll;  wenn  xy  y}  z  in 
emein  gewissen  Bereich  SI  des  Raumes  liegt  und  die  tibrigen  sechs 
Argumente  von  F  beliebige  endliche  Werte  haben,  fiir  welche 


Die  Flache  <&  soil  ganz  in  diesem  Bereich  91  liegen 

x)  Ygl    wegen    dieser    verecJaiedenen   Einschrankungea    z.   B.    KNOBLAUOHT 
Ifrumme  Flachen,  p  7, 

2)  Vgl.  z  B.  SCHEPFERS,  Tkeorie  der  Flachen,  pp.  27,  30, 
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Wir  fragen  zunackst:  Unter  welcken  Bedingungen  ist  der  Wert 
des  Integrals  (18)  Ton  der  Wakl  der  Parameter  unabhangig  und  nur 
von  der  Flacke  JF  abkangig?  Eine  den  Entwicklungen  von  §  25,  b) 
genau  parallel  laufende  SckluBweise,  bei  welcker  man  von  dem  Satz1) 
xiber  die  Einfukrung  neuer  Variabeln  in  em  Doppelintegral  Gebrauck 
zu  maclien  hat,  fiikrt  okne  Sckwierigkeit  zu  dem  Resultat2): 

SoU  der  Wert  des  Doppelintegrals  (18)  Id  jeder  zulassigen  Para- 
metertransformation  invariant  Ueiben,  so  ist  notwendig  und  Unreichend, 
da/3  die  Funktion  F  in  dem  oben  angegebenen  Sereich  ^hrer  Argumente 
die  Relation 


''.,xu,-.-9st9,.-.')  (19) 
fur  jedes   Wertsystem  der  konstanten  K^,^V  erfullt,  fur  welches 

xv  —  k[i  >  0. 

Dabei  gehen  die  nicht  hingesclariebenen  Argumente  aus  den  Mn- 
geschriebenen  durch  zyklische  Vertausclmng  der  Buehstaben  x,  y7  $  hervor. 

Differentiiert  man  die  Identitat  (19)  der  Reihe  nack  nacli  »,  A, 
p,  v  und  setzt  nacn  der  Differentiation:  %  =  1,  1  =  0,  ^  =  0,  v  =  1, 
so  erhalt  man  die  folgenden  Identitaten: 

xxu~0, 

-,  (20) 

wobei  die  Summation  sick  auf  eine  zykliscke  Vertauschung  der  Buck- 
staben  %,  y,  z  beziekt. 

Fuhrt  man  auf  einer  in  der  Form  (1)  gegebenen  Flache  durch  eine  den 
Bedingungen  einer  zulassigen  Parametertransformation  geniigende  Transformation 

x  =  x(u,v),  y 

die  Parameter  u,  v  ein,  BO  wird 

su=pxu  +  gyU3  Zv 

also 


daher  gekt  nacn  den  Regeln  far  die  Einfuhrung  nener  Yariabeln  in  ein  Doppel- 
integral das  iiber  die  Flache  genomraene  Doppelintegral  (2)  in  ein  Integral  von 
der  Form  (18)  iiber,  in  welch  em 


a)  ^g1   z-  B«  SBRRET,  LeMtich  der  Differential-  und  Integralrechnung,  Bd  II, 
(1899),  p.  271. 

*)  Zuerat  gegeben  von  KOBB,  loc.  cit.  p.  68. 
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Daraus  leitet  man  ab: 

FX,  «  —  Pfqxu  —  (f  —  Pfp)  yu  > 


(21) 


b)  Die  Differentialgleiclmng  des  Problems  im  Fall  der  Parameter- 
darstelhmg: 

Unter  der  Voraussetzung,  daB  die  Relation  (19)  ftir  die  Funktion  F 
erfiillt  ist?  nehmen  wir  jetzt  an,  wir  fatten,  eine  Flache  3^  der  Klasse 
G"  gefunden,  dargestellt  durch  die  Gleichungen  (16),  welche  dem 
Integral  J  einen  nicht  grdfieren  Wert  erteilt  als  jede  andere  Flache 
der  Klasse  D';  welclie  dieselbe  Begrenzung  fi  besitzt  und  in  einer  ge- 
wissen  TJmgebung  von  SF0  liegt  Wir  betrachten  dann  Variationen 
von  der  Form 


#«#(«,  v)  +  €%(u,  v),        y^yfa  v)  +  *i?(tt,  v),        *  =  0(u,  v)  +  e£(u,  v), 

wobei  die  Funktionen  £,  ^  ?  entlang  der  Begrenzung  ^  des  Bildes  <SC 
der  Flacke  9^  in  der  ^-y-Ebene  verschwinden.  Das  in  §  79  ange- 
wandte  Verfahren  fiibrt  dann  auf  den  folgenden  Ausdruck  fur  die 
erste  Variation: 


(22) 


a 


wobei  die  Summation  sich    wieder  auf  eine  zykhsche  Yertauschung 
der  Bucbstaben  x7  y,  #}  resp,  |?  YJ,  %  bezient. 

Hieraus  selalieBt  man  wie  in  §  79;  daB  die  erste  notwendige  £e- 
dingung  fur  ein  Extremum  des  Doppelintegrals  (18)  darin  besteht;  daB 
die  Funktionen  x,  yy  0  den  drei  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
ntigen  miissen  «  « 

T7T  ^        T7T  0  f 


F.. 


TTT     _  , 


__  _  -fit    __  A 


__ 

du 


(23) 


Wie  man  a  priori  zu  erwarten  hat;  siud  diese  drei  Differential- 
gleichungen nicht  voneinander  unabhangig.  In  der  Tat  bestehen 
zwischen  den  Imken  Seiten  derselben;  die  wir  zur  Abkitrzung  mit 
P;  Qj  E  bezeietnen  wollen?  zwei  identisehe  Relationen.  Setzt  man 
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namlick  in  den  Gleichungen  (20)  ftir  x,  y,  &  irgendwelcke  Ftmktionen 
von  u  mid  0  ein  und  differentiiert  die  erste  Gleieirang  nach  u,  die 
zweite  nach  0  und  addiert,  so  findet  man,  daB 

P*U  +  Qyu  +  R*u  -  o, 

und  ebenso  ergibt  sieh  aus  den  beiden  letzten  der  Gleicfoingen  (20) 

•P*.  +  Qyv  +  £*„  -  0. 

Hieraus  folgt  aber,  daB  es  eine  Funktion  T  der  Funktionen  o?;  y,  8 
und  ikrer  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  gibt,  so  daB 


Die   drei  Differentialgleichungen  (23)    sind  also    mit    der   einen 
Differentialgleich.ung  x) 

Equivalent. 

Be^sp^el  V:  Die  Mmimalflachen  m  Parameter  darstdlung.     (Siehe  p.  657) 
Hier  1st 


t 


Daraus  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen  (23)  zunachst  in  dei  Form 

d    /E^-F^\ 

Ji  V  /Ts;  "  °  (26) 


und  zwei  weiteie,   die  durch  zyldische  Vertauschung  von  x,  y,  z  hieranas  her- 
vorgehen 

JSTtinnaehr  wahlen  wir  fur  die  bisher  willkurlich  gelassenen  Parameter  u,  v 
insbesondere  isometnsche  Parameter*),  was  zur  Folge  hat,  daB 

E  =  G,  F  =  0.  (26) 

Dann  reduzieren  sich  die  Differentialgleichungen  (25)  auf 


Die  allgemeinen  Losungen  dieser  Differentialgleichungen  sind  bekanntlich  8) 
x  =  jR^to)  ,        yssaftg(w)9        gsss  $fa(p)  ,  (28) 

wo  f(w),  g(w),  h(w)  drei  willkiirliche  analytische  Funktionen  der  komplexen 
Variabeln  w^u  +  iv 

sind.  Da  die  Funktionen  x,  y,  8  aber  nicht  nur  den  Differentialgleichungen  (27), 
sondern  auch  den  beiden  Differentialgleichungen  (26)  geniigen  mu'ssen,  so  sind 
die  Funktionen  /,  g,  h  einer  Beschrankung  zu  unterwerfen.  Setzt  man  namlich 


:)  Explizite   ausgeschrieben  findet  sich  der  Ausdruck  fur  T  bei  KOBE,  loc. 
cit.  p.  79,  Gleichung  (14) 

2)  Ygl.  z.  B,  BIANCIII-LTJKA.T,  Differentialgeometne,  p.  72. 

3)  ^gl-  wegen  der  Bezeichnung  p.  656. 


668  Dreizehntes  Kapitel.    Extrema  von  Doppelintegralen. 

so  ist  nach  GAUCHE  x) 


Daher  sind  die  beiden  reellen.  Gleichungen  (26)  mit  der  ein  en  komplexen 
Gleichxtng 

aqttivalent.     Man  kann  der  letzteren  in  allgemeinster  Weise   genfigen,    indem 
man  setzt 


wo  (r(w),  H(w]  zwei  beliebige  analytische  Funktionen  von  w  sind.     Fuhrt  man 
schHefilich  eine  neue  komplexe  Variable  ein  mittels  der  Gleichung 

(29) 


und  definiert  die  Funktion  ?J  (s)  durch,  die  Gleichung 


eo  erhalt  man  den  folgenden  von  WEIEESTRASS  2)  Herriihrenden  allgemetnsten  Aus- 
einer  Mimmalfldche 

ys=9lji(l  +  *9)%(s)ds9      s=*$tj*s%($d8.     (30) 

c)  Der  Fall  variabler  Begrenztuxg8): 

Die  Methode  der  Parameterdarsteilung  eignet  sicL.  besonders  auck 
zur  Behandlung  YOU  Aufgaben^  bei  welclien  die  Begrenzung  niclit 
vorgeschrieben,  sondern  mir  gewissen  weniger  weitgebenden  Bescitran- 
kungen  unterworfen  ist;  well  man  bei  Benutzung  derselben  die  Variation 

x)  VgL  z.  B.  PICABD,  Traite  d3  Analyse,  Bd  II  (1905),  pp    2,  4. 

2)  Ygl.  die  grandlegende  Arbeit  von  WBIEKSTRASS,  Monatsberichte  der 
Berliner  Akademie,  1866,  p.  612.  Im  iibrigen  verweisen  wir  fur  die  Theorie 
der  Minimalflachen,  die  dnrcn  ihren  Ztisammenlaang  mit  der  Theorie  der  analy- 
tisclien  Funktionen  em  besonderes  Interesse  gewonnen  hat,  auf  die  UlncyMopadie, 
HE  I)  5  (v.  LIMENTHAL),  sowie  anf  die  Darstellxingen  in  den  Lehrbuchern  von 
ScHBFFBus,  Theorie  der  Flachen,  Zweiter  Abschnitt,  §  15;  BJANCHI-LUKAT,  JDiffe- 
rewfaalgeowietrfa)  Kap.  XIY,  XV";  DABBOUX,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  I,  Livre  IH. 
Hierzu  welter  die  Ubungsaufgdben  Nr.  17  —  19  am  Bnde  von  Kap.  XIII 

s)  GUuss  war  der  erste,  welcher  ein  spezielles  Variationsproblem  dieser  Art 
behandelte  (1830),  Werlce,  Bd  Y,  p.  68.  Den  allgemeinen.  Ausdruck  fur  die  erste 
Variation  bei  variabler  Begrenzung  hat  znerst  POISSON  gegeben  (1833)  in  der  auf 
p.  663,  Fnfinote  4)  zitierten  Arbeit.  VgL  daruber,  eowie  uber  die  analoge  Auf- 
.gabe  fiir  mehrfache  Integrale,  KKTESBE'S  Artikel  in  der  HjncyTdopadie,  II  A,  p.  616,- 
ferner  C.  JOBDAH,  Cowr*  d'  Analyse,  Bd.  III.  Nr.  395  —  400,  und  KNBSKE,  Lehr- 
buch,  %  65. 
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des  Integrationsbereiches  yermeiden  kann,  welche  andernfalls  im  all- 
gememen  notig  ist  und  groBe  Komplikationen  herbeifukrt 

Man  schlieBt  zun'achst  in  bekannter  Weise,  da6  die  das  Extremum 
liefernde  Flache 

*F0:        x  —  x  (u,  v\     y^y  (u,  v),     #  =  0  (u,  v),       (u,  v}  in  6t 

auch  in  diesem  Fall  eine  Extremalflache  sein  muB. 

Urn  die  Grenzgleichungen  zu  erhalten,  hat  man  dann  allgemeinere 
Variationen  der  Flache  9^  von  der  Form 

x  =  X(u,  v;  s}9     y  =  Y(u>,  «?;  «),     ^=  Z(u,  v-  e),     (u,  v)  in  (St     (31) 

zu  betrachten.  Die  Funktionen  X,  Y,  Z  mussen  sich  fur  s  =  0  auf 
x(U)i)))  y  (UjV^,  0  (u,v)  reduzieren  und  die  liblichen  Stetigkeitseigen- 
schaffcen  besitzen,  und  uberdies  mufi  die  Begrenzung  Se  der  Fl'ache  (31) 
bei  beliebigem  e  den  yorgeschriebenen  Grrenzbedingungen  geniigen. 
Schreiben  wir  die  Begrenzung  $  des  Bereiches  (St  in  der  Form 

ft:         «*-«(*),         t>-3(0,         *i^iR4; 
so  ist  die  Begrenzung  Sa  dargestellt  durch  die  Grleichungen 

Qs:         a?-3:(«i,5;  e),         y  -  r(ti;  5;  «)         £i  -  Z(S,  5;  e), 

"wofiir  wir  einfach  X?  3T?  ^  schreiben  werden. 

Ftir  die  Sehar  (31)  nauB  nun  die  erste  Variation  des  Integrals 
J  yerschwinden.  Wir  konnen  dieselbe  auf  die  Form  (22)  bringen; 
wobei  nunmehr 

6-.Z.(«,«;0),         if-r.(«,t>;0),         e-^.(u,f»;0)        (32) 

Da  die  Flache  3^  den  Differentialgleichungen  (23)  genugfc,  so  reduziert 
sich  daher  die  Gleichung  <5J=0  auf 


wobei  |,  i$;  f  aus  den  Ausdriicken  (32)  fur  |,  ^;  g  durch  die  Substi- 
tution von  uy  v  fur  -w,  v  hervorgehen;  die  Argumente  der  Ableitungen 
yon  F  sind:  x  (&,  5),  •  •  ,  a;M  (S,  v),  •  *  -,  x,  (5,  5),  •  •  •. 

Die  Funktionen  !,?}>£  sind  gewissen  aus  den  gegebenen  Grrenz- 
bedingungen  folgenden  Beschrankungen  unterworfen;  aus  diesen  zu- 
eammen  mit  der  Grleichung  (33)  hat  man  dann  die  G-renzgleichungen 
-abzuleiten. 

Bo  l^aa,  Yariationsraclmung  4S 
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Wir  wenden  diese  allgemeinen  frberlegungen  zunaclist  auf  den 
Pall  an,  wo  die  Segrenmngen  der  zulassigen  Flaehen  der  Bedmgung 
unterworfen  sind?  auf  einer  gegebenen  Flache 

9  0,  0,  *)  -  ° 
zu  liegen.     Hier  mufi  also  ftir  jedes  s  die  Gleidmng 

9(x,  r,5)-o 

erfUlt  sein,  aus  welcher  sick  durch.  den  Variation  sprozeB  ergibt 


wobei  die  Argumente  von  <px,  <py,  <p,  sich  auf  die  Begrenzung  S  der 
.Flaciie  fT0  bezieten 

Man  Teifahrt  nun  ganz  wie  beim  Beweis  der  Multiplikatorenregel 
fiir  den  PaU  endlicher  Bediugungsgleiclmngen  (§  68):  Man  multipliziert 
die  GrleicKung  (35)  mit  einer  unbestimmten  Funktion  v(t),  integriert 
YOU  tt  bis  it  und  addiert  das  Resultat  zu  (33);  so  erhalt  man 

l  [F*uv'-~  Fxur  +  vq>tt]  dt  -  0. 

Nun  schliefit  man  weiter1):  Von  den  drei  Funktionen  |,  ^,  f  kann 
man  zwei  willkurlich  wahlen,  die  dritte  ist  dann  durah  die  Gleichung 
(35)  bestimmt,  Daraus  folgert  man  wie  in  §  68  ,  daB  es^eine  Funk- 
tion v(f)  geben  mu8  derart,  daB  die  Faktoren  Ton  l,y,  g  unter  dem 
Integralzeichen  einzeln  verschwinden.  Daraus  folgt  durcli  Elimination 
Ton  u,v9v  das  Resultat: 

Ist  die  Hegrenzung  der  gesuckten  Flache  nicht  vorgeschrieben,  son- 
dwn  nur  der  Sed^ngung  unterworfen,  auf  emer  gegebenen  Flache 
<p(%i  y>  *)  =*  0  $u  liegen,  so  mufi  enflang  der  Begrenmng  die 
erfilllt  sein 


F, 


0.  (36) 


J)  Der  Beweia  leidet  an  deDselben  Mangeln  wie  die  klteren  Beweiae  der 
Multiplikatorenregel  (vgl.  die  Kntik  derselben  auf  p.  568).  Es  miiBte  gezeigt 
•werden  Sind  |,  ??,  f  irgend  welehe  Funktionen  von  t,  -welche  der  Gleicbung  (35) 
geimgen,  so  kann  man  stets  eine  Schar  von  zulassigen  Variationen  (31)  konstmieren^ 
ftir  welche  Jf*(&,  v,  0)  »  |,  etc. 
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Be^spiel  V  (siehe  p  667):  Im  Fall  der  M^mmalflachen  reduziert  sich  (36) 
auf  die  Gleichung 

A  9^  +  By  +  69^==  0, 

welche  aussagt,  daB  die  Minimalflac'he  entlang  der  RandJcurve  &  auf  der  gegebenen 
Flache  senkrecht  steHen  muB.  _ 

Aus  dex  Gleichung  (36)  kann  man  die  entsprechende  Grenzgleichung  fiir 
das  Integral  (2)  xnittels  der  tJbergangsformeln  (21)  ableiten.  Man  erhalt  nach 
einfacher  Rechnnng1) 


0  (36a) 

Erne  andere  Art  der  Grenzbedingung  besteht  darin,,  daB  ftir 
samtliche  zul*assige  Flachen  em  entlang  der  Segrensung  genommenes 
einfaches  Integral  von  der  Form 


y,  z,  x',y', 

einen  vorgeschriebenen  Wert  haben  soil. 

Hier  sind  die  Funktionen  g,  ij,  \  der  Bedingung  unterworfen?  daB 

+  E&dt-Q.  (37) 

h 

Auf  diese  Grleiclituig  wende  man  die  Lagrange'sche  partielLe  Inte- 
gration an;  wobei  das  rom  Integral  freie  Glied  wegfallt,  weil  die  Be- 
grenzungsknrven  der  zulassigen  Flaclien  gescUossen  sind.  Nunmehr 
schliefit2)  man  nach  dem  Fundamentallemma  ftir  isoperimetrische 
Probleme  (p.  462,  FuBnote  1));  daB  es  eine  Konstante  I  geben  muB, 
so  daB  gleichzeitig 


(38) 


x)  Hierzu  die  (Jbungsaufgdben  Nr  15,  16  am  Bnde  von  Kap.  XIII. 

*)  Einen  strengen  Beweis  erhalt  man,  indem  man  Variationen  von  der  Form 

x  =  x  (u,  t?)  +  s|  (u,  v)  +  sx  |x  (u,  v),    etc. 

ansetzt   imd   dann    nach    der  auf  p    458,    FuBnote   x)    erklarten    Methode    von 
HILBERT  weiter  schliefit. 
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§  81.    Die  zweite  Variation  bei  Doppelintegralen.1) 

Wir  kekren  jetzt  zu  dem  in  §  79  definierten.  ;;Funktionenproblem" 
mit  x,  y  als  unabhangigen  Variabeln  und  mit  fester  Begrenzung  zurtick 
und  wenden  uns  zur  Betrachtung  der  zweiten  Variation.  Man  erhalt 
far  dieselbe  den  Ausdruck 


(39) 

a 

wobei  2ii  die  folgende  quadratische  Form  von  5,^,^  bedeutet: 

2a  =  fzg  +  2fspttx  +  2£8££,  +  f,&  +  2fM  +  ftt&     (40) 

Die  Argumente  der  Ableitungen  der  Funktion  /'  beziehen  sich  dabei 
auf  die  Fl'ache 

9^:  #  =  *(x,y),  (x,y)  in  61, 

Ton  welcher  wir  voraussetzen,  daB  sie  yon  der  Elasse  C"  ist;  der 
Lagxange'sclien  Dijfiferentialgleicliung  (I)  geniigt  und  die  vorge- 
sckriebene  Begrenzung  S  besitzt.  Diese  Ableitungen  sind  daher  Funk- 
tionen  von  #,  y,  welche  im  Bereich.  (9L  von  der  Elasse  Cf  sind. 

Es    soEen    in    diesem   Paragraphen    die    den   Bedingungen    von 
und  JACOBI  entsprechenden  Bedingungen  abgeleitet  "werden, 


J)  Der  erste,  welcher  Untersuchungen  uber  die  zweite  Variation  von  Doppel- 
integralen angestellt  hat,  scheint  BRUNACCI  gewesen  zu  sein  (Memorie  dell1 
latitnto  Nazionale  Italiano,  Bd  II,  Teil  II  (1810),  p.  121)  Derselbe  uber- 
tr&gt  den  Legendre'schen  Kunstgriff  von  §  9,  b)  in  der  Lagrange'schen  Modi- 
fikatioa  (§  15,  b))  auf  Doppelintegrale ,  indem  er  zur  zweiten  Variation  das  bei 
fester  Begrenzung  verschwindende  Integral 


mit  unbestimmten  Funktionen  a,  ^  Hnzufiigt  und  dann  die  Funktionen  a,  ^  so 
zu  wdhlen  suckt,  dafi  die  alsdann  tmter  dem  Doppelintegral  erscheinende  qua- 
diatische  Form  von  f ,  g^t  fy  definit  -wird.  Damit  wird  zunachst  nur  bewiesen, 
dafi  die  tmten  mit  (UJ)  bezeichnete  Bedingung  fur  ein  permanentes  Zeichen  von 
<y2/  liinreicliend  1st,  -wenn  der  Integrationabereich  hinlanglich  klein  ist 

Die  analoge  Transformation  fur  den  Fall,  dafi  hohere  Ableitungen  von  e 
unter  dem  Doppelintegral  vorkommen,  gibt  DELAUNAT,  Journal  de  1'ficole 
Polytechni<iue,  Bd  XVH,  Cahier  XXIX  (1843),  p.  90. 

Weitergehende  Folgerungen  haben  an  die  Brunacci'sehe  Transformation 
MAINAEBI  (siehe  unter  c)),  KOBB  und  KNESEB  gekniipft  (siehe  unter  c),  Ende). 

Die  zweite  Variation  von  Doppelintegralen  fur  den  Fall  der  Parameter- 
darstellung  haben  H.  A  SCHWARZ  (siehe  die  Zitate  auf  p.  682,  FuJBnote  8)),  KOBB, 
(Acta  MatJbematica,  Bd.  XVI  (1892),  pp.  86—116)  und  KNESER,  LeTwluch  §§  67, 
68  behandelt. 
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a)  Das  Analogon  der  Legendre'sohen  Bedingung: 
Dasselbe  lautet  folgendermafien1): 

Die  zweite  notwendige  Sedingimg  fur  ein  Minimum  des  JDoppel- 
integrals  (2)  besteht  darin,  daft 

fpf^o,         /i/M-£^o  (ii) 

im  ganzen  Bereich  <9L 

Dies  lafit  sieh  aueh  so  ausdrueben:  Es  muB 

fppX*  +  2ff9XY  +  fggY*^0  (41) 

sein   fur  jeden  Punkt  (x}  y)  des  Bereich.es   €t  und  fur  jedes  reelle 
Wertsystem  X,  T. 

Zum  Beweis2)  nehmen  wir  an?  die  Bedingung  sei  nicht  erftillt, 
es  gabe  also  einen  Punkt  P0(irOJ^0)  des  Bereiches  (9L7  —  und  zwar 
moge  es  zunachst  ein  innerer  Punkt  sein  —  ?  und  ein  reelles  Wert- 
system X0,  YQ,  so  dafi  in  leicht  verstandlicher  Bezeichnung 

(ffp\  XI  +  2(fft\  X0  T0  +  (fsy\  7>  <  0.  (42) 


Dann  lassen  sich  zwei  niod^r  verschiedene  Winkel  aly  cc%  angeben,  so 
daB  auch 


cos  a.  sin  ^  +  (fqq\  sin2  *,  <  0, 
i  -  1,  2. 

Aus  der  Stetigkeit  der  Funbtionen  fppf  fpq,  fqq  folgt  dann  weiter, 
daB  sich  eine  Umgebung  (p)  des  Punktes  P0  und  erne  positiye  GrroBe 
7c2  angeberi  lassen,  so  daB 

fpp  ™**  *.  +  2ff9  cos  a%  sin  at  +  fgg  sin2  «,  <  -  P,  (43) 

t-1,2, 

fur  jeden  Punkt  (#,  y)  von  (9). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  konstruieren  wir  in  der  #,2/~Ebene 
das  Parallelogramm,  dessen  Seiten  dureh  die  Gleichungen  gegeben  sind 

(a):  d  —  ut  *=*  0;  (c):  d  +  %  ==  0, 

(6):  d  —  u%  =  0,  (d):  d  +  %  =  0, 


Fur  ein  Maximum  lautet  die  Bedmgung 


sodafi  also  im  Fall  fppf^q  —  /pj<°  weder  Maximum  noch  Minimum  eintritt. 

2)  Im  wesentlichen  riach  MASON  (Bulletin  of  the  American  Mathema- 
tical Society,  Bd  XIII  (1907),  p  293). 
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wobei  d  eine  positive  Konstante  1st  und 

ui  «  0  —  #0)  cos  ext  +  (y  —  y0)  sin  at,  £  «  1,  2. 

Der  Mittelpunkt  dieses  Parallelogramms  ist  der  Punkt  P0  Wir  konnen 
dalier  d  so  klein  wahlen,  daB  das  Parallelogranim  ganz  im  Innern  der 
eben  definierten  Umgebung  (p)  uad  zugleicli  im  Innern  des  Bereiches 
GL  liegt. 

Das  Parallelogramm  wird  durch  seine  beiden  Diagonalen  in  vier 
Dreiecke  A,  B,  C,  D  geteilt,  welche  resp.  die  Seiten  (a),  (6);  (c),  (d)  ent- 
halten.  Wir  definieren  jetzt  eine  Funktion  ^(x,y)  folgendermafien: 
AuBerhalb  des  ParaUelogramms  soil  £  s  0  sein;  in  jedem  der  vier 
eben  definierten  Dreiecke  gleich  der  linkexi  Seite  der  Gleichung,  durch 
welche  wir  oben.  die  dem  betreffenden  Dreieck  angehorende  Seite  des 
Parallelogramms  dargestellt  haben.  In  einem  Punkt  P(x9y)  des  Drei- 
•ecks  A  ist  dann  £  gleick  dem  positiv  gereckneten  Abstand  des  Punktes 
P  von  der  Seite  (a),  und  analog  fur  die  ubrigen  drei  Dreiecke 

Daraus  folgt,  daB  die  so  fiir  den  ganzen  Bereich  <SC  eindeutig 
definierte  Funktion  g  in  €L  von  der  Klasse  Df  ist  und  iiberdies  auf 
der  Begrenzung  ^  von  £C  versclrwindet.  Fiir  diese  Funktion  g  muB 
daher  im  Fall  eines  Mimmums  die  zweite  Variation  positiv  sem. 

Zur  Berechnung  des  Wertes  derselben  zerlegen  wir  d*J  in  die 
beiden  Bestandteile 


und 


& 


Fiir  den  absoluten  Wert  des  ersten  Integrals  konnen  wir  leicht 
eine  obere  Grenze  angeben.  Denn  aus  der  Definition  der  Funktion  f 
folgt,  daB  im  ganzen  Bereich  <St 


und  tiberdies  folgt  aus  der  Stetigkeit  der  Funktioneii  \fgt  ,  \fep\,  \fft  {, 
daB  dieselben  im  Bereich  6C  endliche  Maximalwerte  besitzen,  deren 
grofiten  wir  mit  M  bezeichnen.  Ist  daher  8  der  Flacheninhalt  des 
Bereiches  Qi,  so  ist 


Andererseits  ist  im  Dreieck  A: 

%    ***  ~~~  COS  a 
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und  analog  for  die  tibrigen  Dreiecke.     Daraus  folgt  wegen  (43) 

d^J^-aVS. 

Durcli  Verkleinerung  der  GroBe  d  kann  man  nunmehr  bewirken,  daB 
<?2  J  <  0  wird,  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist;  wenn  man  nooh 
hinzufCigt,  daB  aus  dern  Bestehen  der  Ungleickung  (42)  fur  einen 
Punkt  P0  der  Begrenzung  S?  sofort  folgt,  da8  dieselbe  auch  fur  ianere 
Punkte  von  €L  in  der  Nahe  von  P0  erflUlt  ist. 

Wir    werden   in  der  weiteren  Diskussion  yoraussetzen^    daB  die 
Bedingung  (II)  in  der  starkeren  Form1) 

fpp>0>        ^/s,~4>Oin0C  (IF) 

erfullt  ist     Dann  ist 


fur  jeden  Punkt  (x,y)  Yon  €L  und  fiir  jedes  reelle,  von   (0,0)  ver- 
scHedene  Wertsystem  X,  T. 

b)  Das  Analogon  der  Jacobi'schen  Bedingung: 
Aus  dem  Euler'schen  Satz  uber  homogene  Punktionen  folgt,  daB 
wir  die  quadratische  Form  2^  schreiben  konnen 

oder  auch. 


Integrieren  wir  jetzt  liber  den  Bereich  0i  und  wenden  auf  die 
beiden  letzten  Grlieder  den  Green'sohen  Satz  an  wie  in  §  79,  a),  so 
erhalten  wir  entsprechend  der  Jacobi'sclien  Transformation  von  §  10,  b) 
die  Fonnel2) 

(44) 


wenn  wir  zur  Abkiirzung  schreiben 


a)  Variationsproblerae  mit  zwei  unabhangigen  Variabeln,   bei  welchen  fiir 
die  in  Betracht  kommenden  Argumente  die  Bedingung 

f      f      —  f2 

''          ' 


erfullt   ist,   nennt   HILBBHT    ,,regulare    Variationsprobleme"   (Gottinger 
richten  1900,  p.  288) 

*)  Von  TODHUNTBR,  History  of  the  Calculus  of  Variations  (1861),  p.  280  ge- 
geben  und  MAJNARDI  zugesclmoben 
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oder  auch  ausgeschrieben 


Die  TJmformung  setzt  voraus,  daB  die  Funktion  £  im  Bereicli  (90 
von  der  Klasse  0"  ist.  Sie  gilt  aber  auch  noch;  wenn  g  in  emem 
ganz  in  6C  enthaltenen  Bereich  <£C0  von  der  Klasse  (7"  ist,,  auf  der 
Begrenzung1)  $0  von  6t0  nnd  anBerlialb  (9L0  dagegen  gleich  Null  ist. 
NUT  ist  dann  in  der  Forme!  (44)  das  Doppelintegral  fiber  den  Bereich 
<9C0,  das  Linienintegral  entlang  der  K/urve  ^0  zu  nehmen. 

Hieraus  schlieBen  wir  zunachst: 

Wenn  die  ,,ak#essorische"  Uneare  partielle  Differentialgleichung 

W(u)  -  0  (46) 

ein  Integral  u  lesitzt,  welches  entlang  einer  ganz  im  'Bereich  £t  ge- 
legenen  einfachen  gesMossenen  Kurve  $0  verschwindet  und  in  dem  von 
der  Eurve  ^0  I>egren0ten  Bereich  (900  von  der  Klasse  G"  ist  und  nicht 
identisch  verschwindet,  so  Jcann  man  durch  passende  Wahl  der  Funk" 
tion  g  die  #weite  Variation  gleich  Null  machen. 
Man  braucht  nur  zu  setzen 

(u     in  6L0, 

10     auBerhalb     6Cft, 


und  die  Forrnel  (44)  auf  den  Bereich  <9C0  anzuwendenj  das  Doppel- 
integral verschwindet  dann  wegen  (46)^  das  lanienintegral,  weil  u 
entlang  ^0  verschwindet. 

Dartiber  hinaus  hat  SOMMEEFELB  2)  durch  Verallgemeinerung  der 
in  §  14,  b)  entwickelten  Schwarz'schen  Methode  gezeigt,  daB  unter 
den  genannten  Voraussetzungen  die  zweite  Variation  nicht  nur  gleich 
Null;  sondern  auch  negativ  gemacht  werden  kann;  wenigstens  wenn 
die  Kurve  S0  ganz  im  Innern  des  Bereiches  6C  liegt 

Zu  diesem  Zweck  wahle  man 

\u  +  Jcv    in  0LOJ 

1         ~kv     auBerhalb  6C0; 

wo  Jc  eine  Konstante  ist  und  v  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  y, 
welehe  im  Bereich  €L  von  der  Klasse  C"  ist  und  entlang  der  Be- 
grenzung S  verschwindet.  Diese  Funktion  f  ist  stetig  in  6C,  da  u 

J)  Die  Kurve  f0  mufl  dieselben  allgemeinen  Eigenscliaften  haben  wie  die 
Kurve  ^  (§  79,  a)),  damit  die  Anwendbarkeit  des  Green'schen  Satzes  gesichert  ist. 

2)    Jahresberichte    der    Beutschen    Mathematikervereinigung 
Bd   Vm  (1899),  p.  188 
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entlang  ®0  yerschwindet;  sie  verschwindet  auf  der  Begrenzung  yon  <SL 
und  ist  in  jedem  der  beiden  Bereiche  €C0  und  6C  —  6t0  ron  der 
Klasse  G". 

Urn  den  Wert  der  zweiten  Variation  fur  diese  spezielle  Funk- 
tion  £  zu  berechnen,  zerlegen  wir  zunachst  $2  J  in  eine  Summe  YOU 
zwei  Integralen,  den  beiden  Teilbereichen  <9L0  und  Gi  —  <St0  ent- 
sprecliend.  Das  auf  den  zweiten  Bereich  bezugliche  Integral  hat  den 
Faktor  ^2.  Auf  das  iiber  den  Bereich  (SC0  zu  erstreckende  Integral 
wenden  wir  die  Transformationsformel  (44)  an.  Beaehtet  man  dabei, 
dafi  die  Operationen  W,  &^9  iflt  distributiv  smd,  ferner,  daB  die 
Funktion  u  der  Differentialgleichung  (46)  gentigt  und  entlang  ®0  rer- 
schwindet;  so  erhalt  man  den  folgenden  Wert  fur  die  zweite  Variation 


(47) 
«** 


*  f  *[&„*, 

®o 


wo  H  eine  von  Jc  unabhangige  Konstante  ist 

Das  Doppelintegral  transformieren  wir  jetzt  mittels  der  folgenden^ 
leicht  zu  yerifizierenden  Identitat,  welclae  fur  irgend  zwei  Funktionen  u9  v 
der  Klasse  0"  gilt, 

u^)-^)--^^  (48) 

wo  wir  zur  Abkiirzung  gesetzt  tab  en 

MX—  ^^  =  1;  uvy*-~vu,y=ri. 

Integriert  man  diese  Grleichung  iiber  den  Bereich.  (9L0  und  wendet  den 
Green'schen  Satz  an;  so  erhalt  man 

^  (49) 

a0  fto 

Ist  nun  insbesondere;  wie  in  Gleichung  (47),  u  eine  Losung  yon 
(46),  welche  entlang  ®0  yerschwindet,  so  folgt  durch  Anwendung  yon 
(49),  daB  das  Doppelintegral  in  (47)  gerade  gleich  dem  in  derselben 
Formel  auftretenden  Linienintegral  ist,  sodaB  der  Ausdruck  fur  <J2J" 
die  Form  annimmt 


VH\  ,    (50) 


wenn  wir   auf  der  Kurve  ^0   den  Bogen  s  als  unabhangige  Variable 
einfuhren. 
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Es  fragt  sieh  nun?  ob  man  die  Funktion  v  so  wahlen  kann,  da£ 
das  hierm  auftretende  Linienintegral  von  Null  verschieden  ist.  Ware 
dasselbe  fur  alle  zulassigen  Funktlonen  v  gleich  Null,  so  wurde  durch 
eine  leichte  Modifikation  des  Fundamentallemmas  von  §  5,  b)  und 
§  79;  a)  folgen,  da6  der  Faktor  von  i?  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
lang ^0  identisch  verschwinden  muBte;  d  h. 


(Jleichzeitig  folgt  durch  Differentiation  der  Identitat 


nach  s;  da6  entlang  der  Kurve  ^0  auch. 

dx        ,   dy 
3i-M.  +  2*ttr 

Es  mufite  also  entweder 


- 

w  ds  ds       ' 

sein?  was  wegen  der  Toraussetzung  (II')  nicbt  moghch  ist;  oder  aber 
es  mtlBten  ua,uy  entlang  S0  identiseh  verschwinden. 

Nun  folgt  aber;  wie  wir  weiter  unten  naher  ausfuhren  werden; 
nnter  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  aus  dem  gleichzeitigen  Ver- 
schwinden yon  u,ux,uy  entlang  der  Begienzung  ^0;  daB  u^Q  im 
ganzen  Bereich  €L^  was  nnserer  Voraussetzung  widerspricht. 

In  alien  Fallen,  in  denen  der  Scblufi  auf  das  identische  Ver- 
scbwmden  von  u  gestattet  ist,  konnen  wir  daher  in  der  Tat  t?  so 
wahlen,  daB  der  Faktor  von  fc1  in  dem  Ausdruck  (50)  ftir  §*  J  von 
Null  verschieden  Ist  Alsdann  konnen  wir  aber  <52  J<  0  maehen, 
indem  wir  ~k  numerisca  ninreichend  klein  nnd  von  geeignetein  Vor- 
zeichen  wahlen.  Damit  ist  (uater  der  erwahnten,  noch  naher  zu  for- 
mulierendeii  Einschrantuaag)  der  Satz  bewiesen: 

Die  dritte  notwend^ge  Sedingung  fur  ein  Minimum  des  Do&pel- 
integrals  (2)  testekt  darin,  da$  Jceine  Losung  u  der  parti  ellen  Differ  en- 
tialgleichung  (46)  existieren  darf,  weleJie  entlang  einer  einfadien,  ge~ 
scMossenen,  ganz  im  Innern  des  Bereiehes  €L  gelegenen  Kurve  fic 
verschwindet  und  in  dem  von  derselben  legrenzken  Bereich  0C0  von  der 
Klasse  G"  ist  und  nicht  identisch  verschwindet. 

Wir  haben  jetzt  noch  den  Beweis1)  des  Hilfssatzes  nachzutrageii; 

a)  Vgl.  ISncyUo^adie  II  A,  pp  513,  515  (SOMMERFELD)  und  HBDRICK,  G-ottinger 
Dissertation  (1901),  p.  32. 

Erne  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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wonaeh  u  ==  0  in  <9L0;  wenn  u9  uxJ  uy  entlang  der  Begrenzung  §tQ  ver- 
sckwinden.  Es  sei  P0(X);%)  e^n  Punkt  im  Innern  des  Bereiches  <SC0, 
und  es  werde  vorausgesetzt,  daB  eine  zugekorige  „  Grundlosung"  co 
der  partiellen  Differ  entialgleickurig  (46)  existiert,1)  d.  h.  eine  Losung 
von  der  Form 


CD  «  9(x,  y)logV(ic  -  a0)2  +  (y  -  2/0)2V  +  *(0,  y), 

wo  <p(#;  y)  und  ^(#;  y)  in  6t0  von  der  Klasse  C"  sind  und  <p  (^07  j/0)  —  1  1st. 
Alsdann  konstmiere  man  um  den  Punkt  P0  einen  ganz  im  Innern 
von  @L0  gelegenen  Kreis  mit  dem  Radius  @  und  wende  die  Formel 
(49)  mit  v  =  co  auf  den  nach  Herausnahme  dieses  Kreises  tibrig 
bleibenden  Teil  von  (9L0  an.  Greht  man  dann  zur  Grrenze  Q  =  0  tiber; 
so  erhalt  man  naeh  emfacher  Rechnung  die  Formel2) 


Da  wegen  der  Voraussetzung  (II  ;) 

/i/^yo)  +  ^ff(^yo)  +  o, 

so  folgt  kieraus,  da6  n(^0,  y0)  =  0;  wenn  u,  ux,  uy  entlang  ^0  ver- 
sckwinden.  Somit  ist  der  oben  benutzte  Hilfssatz  und  damit  die 
dntte  notwendige  Bedingung  unter  der  Vorauesetzung  bewiesen,  daB 
fur  jeden  Punkt  im  Innern  von  (£C0  eine  Grundlosung  existiert. 

c)  Hmreictende  Bedingungen  fur  ein  permanentes  Zeiclieii  der 
zweiten  Variation: 

Den  in  den  beiden  vorangenenden  Absatzen  abgeleiteten  not- 
wendigen  Bedingungen  (II)  und  (III)  lassen  sick  nun  auck  kinreickende 

keifit  von  elliptisckem,  parabolisckem  oder  liyperbolischem  Typus,  je  nackdem 
A.O  —  J?2>0,  =0  oder  <0;  sie  keiBt  sick  selbst  adjungiert,  wenn 

#-4,+  *,,  E  =  Ex  +  Cy 

Die  Differentialgleichuug"  (46)  ist  daker  wegen  der  Voraussetzung  (IF)  von 
elliptischem  Typus  und  uberdies  sick  selbst  adjungiert  wegen  f$%  =  fqp' 

l]  Kine  partielle  Differentialgleichung  der  Form  (51)  vom  elliptiacken  Typus 
lafit  sick  durck  Einfukrung  von  neuen  unabkangigen  Variabeln  auf  die  Normal- 
formbringen  ^  «,  ^  ,78«, 

W  +  cy*  +  a^  +  b8J  +  cu-°- 

Fur  diese  Normalform  haben  HEDRICK  (loc  cit.  p  37)  und  HOLMGREN  (Matke- 
matiscke  Annalen,  Bd.  LVin  (1903),  p  404)  die  Existenz  einer  Grundlosung 
fur  den  Fall  bewiesen,  daft  die  Koeffizienten  a7  &,  c  analytische  Funktionen  sind. 
2)  Dieselbe  ist  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten  Green'schen  Formel 
der  Potentialtkeorie,  vgl.  z.  B  PICARD,  Tra^te  df  Analyse,  Bd.  II  (1905),  p.  15 
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Bedingungen  fur  ein  permauentes  Zeichen  der  zweiten  Yariation  an 
die  Seite  stellen. 

Da?u  stellen  wir  uns  nach  CLEBSCH1)  die  Aufgabe,  drei  Funk- 
tionen  w,  v9  w  yon  x  und  y  so  zu  bestimmen,  daB  identisch  in  g,  £a?  g 
die  Gleichung  gilt 


Fiihrt  man  hierin  die  angedeuteten  Differentiationen  aus  und  setzt 
dann  beiderseits  die  Koeffizieiiten  entsprechender  Produkte  der  GrroBen 
S?  %x>  %>y  ^i^ander  gleicli;  so  erlialt  man  die  drei  Grleicliungen 


(53) 


Berechnet  man  ans  den  beiden  leizten  Grleichungen  die  Werte 
yon  vx  und  wy  und  setzt  dieselben  in  die  erste  ein;  so  erlialt  man 
ftir  die  Punktion  u  die  partielle  Different  ialgleiclrung 

y(«*)-0,  (46) 

wo   W  wieder  dureli  (45)  definiert  ist.     Die  Werte  von  v  und  w  er- 
geben  sich  alsdann  aus  (538)  und  (533). 

Integriert  man  jetzt  die  Grleicliung  (52)  tiber  den  Bereich  6L 
und  wendet  auf  die  beiden  letzten  Grlieder  den  G-reen'sehen  Satz  an, 
so  erhalt  man  fur  d*J  den  Ausdruck 

fa(vdy  -  wdx),     (54) 

x 


a)  Journal  fur  Mathematik,  Bd.  LY  (1868),  p.  271,  wo  dieselbe  Trans- 
formation fur  r-fache  Integrale  durchgefuhrt  wird  Eine  nicht  wesentlich  von 
(54)  versciiiedene  Formel  gibt  ubrigens  schon  MAINAEDI,  Annali  di  science 
matematiclie  e  fisicne  (Tortolini),  Bd.  Ill  (1852),  p.  163.  In  einer  sp^teren 
Arbeit  hat  CLEBSCH  aeine  Untersuchungen  tiber  die  zweite  Variation  auf  r-fache 
Integrale  ausgedehnt,  welche  n  unbekannte  Funktionen  enthalten  (Journal  fiir 
Mathematik,  Bd.  LVI  (1859),  p.  122).  Schon  im  Fall  r  =  2,  w==  2  treten  hier 
eigentumliche  Schwierigkeiten  auf,  anf  welche  neuerdings  HADAMAKD  aufmerksam 
gemacht  hat  (Bulletin  de  la  Soci^te  Mathematique  de  France,  Bd.  XXX 
(1902),  p  258,  und  Bd.  XXXIII  (1905),  p.  73. 
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wo  zur  Abkurztmg 

gesetzt  ist. 

Die  Transformation  setzt  voraus,  daB  u  im  Bereich  €L  nicht 
verschwindet  und  von  der  Klasse  C"  ist  Da  jede  zulassige  Funk- 
tion  £  entlang  der  Begrenzung  &  verschwindet,  so  reduziert  sich  d2  J 
auf  das  Doppelintegral,  und  wir  konnen  daher  den  Satz  aussprechen: 

Ist  die  Bedingung  (IF)  erfullt,  und  gilt  es  ein  Integral  u  der 
aTwessorischen  Differentialgleichung  (46),  welches  im  Integrationslereich 
nicht  verschwindet  und  von  der  Klasse  C"  ist  (Bedingung  (IIP)),  so 
ist  die  sweite  Variation  fur  jede  zulassige  FunUion  g  der  Klasse  C'  positiv. 

Denn  wegen  (III')  gilt  alsdann  die  Transformation  (54),  und  die 
unter  dem  Doppelintegral  stehende  quadratische  Form  ist  wegen  der 
Voraussetzung  (IF)  positiv,  auBer  wenn  X  und  Y  in  €L  identisch  ver- 
schwinden.  Daraus  wurde  aber  folgen:  g  =»  cu7  was  nicht  moglich 
ist,  da  £  entlang  ®  verschwindet,  u  aber  nicht 

Eine  wichtige  Erganzung  zu  den  Resultaten  dieses  und  des  vor- 
angehenden  Absatzes  bildet  der  folgende,  schon  von  MAINARDI  und 
CLEBSCH  gegebene  Satz  fiber  die  Integration  der  akzessorischen  Diffe- 
rentialgleichung (46),  welcher  das  Analogon  des  Jacob i'schen  Theorems 
von  §  12,  b)  ist: 

Ist  *  =  yfoy;a)  (55) 

eine  einparametrige  Schar  von  Lbsungen  der  Lag  range' schen  Differential- 
gleichung (I)}  welche  die  Flache  ?F0  fur  a  —  a0  enfhalt,  so  ist 


eine  Losung  der  akzessorischen  Differentialgleichung  (46). 

Zum  Beweis  setze  man  in  (I)  die  Losung  (55)  ein;  differentiiere  die 
so  entstehende,  in  x,  y  und  a  identische  Grleichung  nach  a  und  setze 
schliefilich  a  =  a0. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  einfache  geometrische  Deutung1)  der  er- 
haltenen  Resultate,  welche  eine  Art  Analogon  der  Satze  uber  konju- 
gierte  Punkte  bei  einfachen  Integralen  darstellt: 

Man  betrachte  eine  einparametrige  Schar  (55)  von  Extremalflachen, 
welche  die  Flache  9^  fur  a  «  a0  enthalt.  Die  Flache  (a)  der  Schar  (55) 
moge  die  Flache  3^,  beziehungsweise  ihre  Fortsetzung  in  einer  Kurve  S>a 
schneiden;  lafit  man  a  gegen  a0  konvergieren,  so  moge  Sa  gegen  eine 
Grenzkurve  S0  konvergieren. 

l)  Vgl.  CLEBSCH,  loc    cit.  ,p.  273. 
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Gibt  es  dann  eine  Schar  (55),  fllr  welche  diese  Grenzkurve  S0 
erne  geschlossene  Kurve  als  Bestandteil  entlialt,  welche  ganz  auf  dem 
Flaclienstuck  JF0  liegt,  ohne  die  Begrenzung  desselbea  zu  treffen,  so 
findet  kein  Extremum  statt. 

Gibt  es  dagegen  eine  Schar  (55),  fur  welche  die  Grenzkurve  C0 
ganz  auBerhalb  ?F0  liegt,  so  ist  die  zweite  Variation  stets  positiv. 

ISTacb.  BJNESER1)  lafit  sich.  ferner  inittels  des  auf  p  672  FuBnote  *) 
erwahnten  Yerfahrens  von  Brunacci  beweisen,,  daB  die  Bedingwngm 
(I),  (IF),  (IIP)  fur  ein  schwaches  Extremum  des  Doppelmtegrals  (2) 
Mnreichend  sind. 

Be^sp^el  V  (Siehe  pp.  657,  667).  Zweite  Vanation  bei  Mtnimalfldchen 

Hier  findet  man2) 


Die  zweite  Vanation  des  Flachemnhaltes  eines  Minimal  flaclienstuckes  %st  also 
stets  positiv,  wenn  sotcohl  das  Mznimalflachenztuck  als  die  Vergleichsflaclien  in 
der  Form 


dctrstellbar  vorausgesetzt  warden. 

"Wir  wollen  noch  unsere  allgemeinen  auf  die  JacoM'&che  Bedingung  be- 
zuglichen  ftestiltate  an  dem  vorliegenden  Beispiel  verinzieren.  Da  hier  fw  =  0, 
^  =  0,  fx  3  =  0,  so  ist  in  der  akzessorisehen  Differentialgleichung  (46)  der  Koeffi- 
zient  von  u  gleich  Null  ;  daher  kdnnen  wir  sofort  eine  Losnng  derselben  angeben, 
welche  m  61  von  Null  versckieden  ist,  najnlich  u  =**  1 

Dementsprecbend  lafit  sich  eine  einparametrige  Sonar  von  Minimalflachen 
angeben,  welcbe  die  Flache  ^  nicht  schneiden,  namlich  die  Schar 


wie  daraus  nervorgeht,  daJB  die  Differentialgleichung  der  Minimalflachen  niir  die 
Ableitnngen  von  #,  nicht  aber  z  selbst  entlaalt. 

Fiir  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  zulassigen  Flachen  in  Parameterdarstellxmg 
vorausgesetzt  werden,  hat  SCHWAKZS)  unter  Benutzung  eines  speziellen  Systems 
von  Parametern  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  far  die  zweite  Variation  des 
Flacheninhalts  eines  Minimalflachenstuckea  angegeben.  Man  bilde  das  Minimal- 
flachenstnck  ^  durch  parallele  Normalen  auf  die  Einheitskugel  mit  dem  Koordi- 
natenanfang  als  Mittelptinkt  ab4)^  proji25iere  sodann  den  Bildpunkt  Q  eines 
variabeln  Punktes  P  der  Minimalflacbe  vom  Punkt  ^  =  0,  y«  0,  #=«  1  auf  die 


3)  Vgl    EncyUopadie,  IIA,  p  617. 

*)  Schon  von  T&)^NAT  gegeben,  Annales  de  Mathdmatiq-ues  pax  Ger- 
gonne,  Bd.  YII  (1816),  p.  284. 

8)  Vgl  SCHWARZ,  Gesammelte  Matl^emat^sche  AVhandlwngen ,  Bd.  I,  pp.  156, 
187,  236.  Vgl  auch  die  Darstellung  bei  BIAKOHI-LUKAT  ,  J)ifferentialgeometrie^ 
p  414. 

4)  Vgl.  z.  B   BIANCHI-LTJKAT,  loc   cit ,  Kap.  V. 
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Ebene  z  =  0  und  wahle  die  Koordinaten  |,  77  der  Projection  des  Punktes  Q  als 
Parameter  fur  die  Darstellung  der  Mmimalflache.  *)  Ferner  varnere  man  das 
Minimalilachenstuck  bei  fest  bleibender  Begrenzung  ia  der  Weise,  dafi  man  jeden 
Punkt  auf  der  durch  ihn  gehenden  Flachennormale  um  em  Stuck  s  w  verscMebt, 
wobei  w  eine  willkurliche  Funktion  YOU  |  und  rj  1st,  welehe  entlang  dem  Kande* 
verschwmdet  Dann  erhalt  man  fur  die  zweite  Variation  des  Flacheninhaltes 
den  folgenden  Ausdruck 


Die  zweite  Yariation   ist  also   nur  von  der   G-estalt  des  sphansclien  Bildes, 
nicht  aber  von  der  sonstigen  Bescbaffenheit  des  Mimmalflaclienstiickes  atihangig 
Auf  das  Integral  (56)  lassen  sieb  die  unter  b)  und  c)  entwickelten  Schliisse 
anwenden,  wobei  die  akzessoriscbe  Differentialgleichung  die  Form  annimmt 


_ 

"" 


31*       ^p       (l  +  5*  + 

Wegen  der  aua  diesen  Resultaten  zu  ziehenden  geometrischen  Folgemngen 
veiweisen  wir  auf  die  oben  zitierte  Abhandlnng  von  SCHWARZ  2) 

§  82.  Hinreicliende  Bedingtmgen  flir  Extrema  von  Doppelintegraleu.s) 

Der  Hilbert'sciie  Unabhaogigkeitssatz  lasst  sich  otae  ScLwieng- 
keit  auf  Doppelintegrale  ubertragen;  aus  iliin  folgt  dann  die  Yerall- 

*)  Zwischen  der  durcb.  (29)  definierten  komplexen  Grofie  s  und  den  Para- 
metern  |,  q  besteht  naeh  WEJEKSTRASS  die  Beziehung:  s  ==  i  +  iq. 

2)  Hierzu  die  Ubungsaufgaben  Nr  18,  19  am  Ende  ron  Kap   XIII. 

8)  Hinreichende  Bedingnngen  fur  Extrema  von  Doppelintegralen  bat  zuersfc 
SCSWARZ  fur  den  speziellen  Fall  von  Mimmalnachen  in  Parameterdarstellung  ent- 
-wickelt  in  der  Arbeit  „  Uber  ein  die  Flachen  klemsten  Flacheninhalts  betreffendes 
Problem  der  Vanationsrechnung"  (1885),  Gesammelte  Mathematische  Al- 
handlungen,  Bd.  I,  p  222.  Mit  der  Aufstellung  von  Mnreichenden  Bedin- 
gungen fur  den  allgemeinen  Fall  in  Parameterdarstellung  beschaftigen  sich  £OBR 
(in  der  auf  p.  663  FuBnote  4)  zitierten  Arbeit  (1892))  und  KNESEE,  Lehrbuch 
%  69  (1900). 

Den  Unabhangigkeitssatz  ftir  Doppelintegrale  hat  zuerst  HILBEET  gegeben 
G-ottinger  Nachrichten  1900,  p  295;  vgl.  auch  die  Darstellung  von  OSGOOI> 
(Annals  of  Mathematics  (2),  Bd.II  (1901),  P-  126),  der  wir  imText  gefolgt  sind. 

Endiich  hat  HILBEET  in  der  Arbeit  »Zwr  Variationsrechnung"  (asttinger 
Nachnohten  1905,  pp.  171  und  174)  den  Tlnabhangigkeitsstitz  auf  den  Fall 
eines  Doppelintegrals,  welches  yon  zwei  unbekannten  Funktionen  von  x  und  y 
abhaugt,  ausgedehnt,  sowie  auf  den  Fall,  wo  die  Summe  eines  Doppelintegrals 
von  der  Form  (2)  und  eines  einfachen,  uber  einen  Teil  des  Randes  erstreckten 
Integrals  zu  einem  Extremum  gemacht  werden  soil,  wahiend  z  auf  dem  ubrigen. 
Teil  des  Randes  vorgeschriebene  Werte  hat  Mit  der  ersteren  dieser  beiden 
Aufgaben  beschaftigt  sich  auch  HADAMARD  im  Bulletin  de  la  Socie'te'  Mathd- 
matique  de  France,  Bd.  XXXHI  (1905),  p.  73 
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gemeinerung  des  Weierstrafi'sclien  Fundamentalsatzes.  Aus  letzterem 
ergeben  sich.  binreichende  Bedingungen  fur  ein  Extremum  eines  Doppel- 
integrals,  welcbe  den  in  §  19  fiir  emfaciie  Integrale  entwickelten  ganz 
analog  sind. 

a)  Das  Feld  imd  die  Gefallfunktionen: 

Wir   nebmen   an,    es   existiere    eiue    einparametrige    Scbar    von 

Extremalflacben  ,          ,  ,Kr,v 

*-9(o?,y5a),  (58) 

welcbe  unsere  spezielle  Extremalflacbe  SF0  entbalt,  etwa  fur  a  =  a0; 

und  fur  welche  ,  >   ,   A  •     /cv 

<Pa($>  V\  ao)  4=  0  in  <9L 

Tiber  dies  werde  vorausgesetzt,  daB  die  Funktionen  <p,  <px,  <py  von  der 
Klasse  C'  sind^  wenn  (x,y)  in  einem  den  Integrationsbereicli  6L  in 
seinem  Intiern  enthaltenden  Bereich  der  x,  «/-Ebene  li^gt  und 
|  a  —  a0  ^d  ist 

Wir  konnen  dann  nach  §  21;b)  eine  Konstanie  k<^d  angeben 
derart,  daB  f  ,  A  ,KA, 

9«(^y;«)H-o  (59) 

in  dem  Bereicli 

(a?,  y)  in  6t,          a  —  •  a0  1  ^  ft.  (60) 

Man  schlieBt  dann  genau  wie  in  §  16,  c)  weiter:  Das  Bild  <$k  des 
Bereiches  (60)  im  ^^,^-Eauin  mittels  der  Transformation  (58)  bildet 
ein  Feld  von  Extremal  flachen,  d.  h.  dureh.  jeden  Punkt  a?;  ^  #  von  G^ 
gett  eine  und  nur  eine  Flache  der  Schar  (58),  fdr  welcLe  |  a  —  a0  [  ^  k? 
und  der  zugehorige  Wert  von  a} 

a  «  a(«,  y,  4 

die  inverse  Function  des  Feldes,  ist  von  der  Klasse  C'  in  oJJ..  Fiir 
die  parti  ellen  Ableitungen  derselben  findet  man  durcli  Diflferentiation 

der  Identitat  ,  x 

a?asxr 

die  Werte 


ivobei  die  Klammer  (  )  die  Substitution  von  a  fiir  a  andeutet. 

Als  GefallfunJctionen  des  Feldes  definieren  wir  die  beiden  Funktionen 


Aucb.  sie  sind  von  der  Klasse  C'  in  <4.    Durcb  Differentiation  erhalt 
man  hieraus  die  Relationen 

p.  +  pp,  -  («O>  P^  +  qp,  -  (^,); 

-  -  c  ; 
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Tr'agt  man  jetzt  in  die  Lagrange'sche  Differ  entialgleichung  in  der 
Form  (7)  fur  js  die  der  Diiferentialgleiehung  fur  jedes  a  genugende 
Funktion  #>(#,#;  a)  ein  und  ersetzt  dann  in  der  so  entstehenden,  in 
x,y,a  identischen  Grleichung  a  durch  a,  so  erhalt  man  die  folgende, 
identisch  in  %,y,&  geltende  Gleichung 

(^ 


•wobei  die  Klammer  []  andeuten  soil,   daB  die  Argumente  der  einge- 
klammerten  Funktionen  sind 

x,y,8,$(x,y,e\<\(x,y,  *). 

Die  Grleichung  (63)  stellt  eine  partielle  DifferentialgleichungT)  fur 
die  leiden  GefallfwnUionen  $,  q  dar?  die  Verallgemeinerung  der  partiellen 
Differentialglei  chung  (19)  von  §  17.  Die  Grleiclomg  (63)  l&Bt  sich; 

man  unniittelbar  yerifiziert,  auf  die  Form  hnngen: 


([/'I  - 

b)  Der  Hilbert'sclie  UnabMngigkeitssatz  und  seine  Folgernngen: 
Die  Gleichung  (64)  gilt  im  ganzen  Bereich  $t;  in  demselben  Be- 
reicli  sind  die  drei  Funktionen 

i  -  [/I  -  ^[/il  -  q[/*J>      M-  C/y,      N-  W 

yon  der  Klasse  G'  und  der  Bereich  $  ist  wegen  (59)  in  Bezug  auf 
die  #-Riehtung  konvex     Daher  konnen  WIT  auf  die  Funktion 


den   Integrabilitatssatz   von   §  79,b)    anwenden  und  erhalten   so   den 
Eilberfschen  Unabkangvglmtssate  fur  Doppelintegrale: 

Ist  &  eine  ganz  im  Feld  oJJ,  gelegene,  geschlossene  Raumkurve2)7 
so  hat  das  Doppelintegral 

(65) 


denselben  Wert  fur  aEe  Flachen  der  Klasse  C'}  welche  von  der  Kurve  S 
begrenzt  werden  und  ganz  im  Felde  o^  gelegen  sind. 
Hieran  schlieBt  sich  analog  wie  in  §  17?b)  der 
2fusat0:  Liegt   die   Kurve  ©   ganz   auf  einer  Extremalflache   des 
Feldes  oJJ,,  so  ist  der  Wert  des  Hilbert;schen  Integrals  J"*  tiber  irgend 

x)  Erne  z-weite  ergibt  sich  durch  Grleichsetzen  der  beiden  Ausdrticke  fiir  (cp^ 
und  (qpfa)  in  (62). 

*/  Von  deuselben  allgemeinen  Eigenschaften  wie  die  vorgegebene  Kurve  S 
<§  79,  a)). 

Bolza,  Variationflreohnting.  44 
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eine  von  S  begrenzte,  ganz  in  o^  gelegene  Flache  der  Klasse  C'  gleich 
dem  Wert  des   Grrundintegrals   (2),   genommen  iiber  das   von   S  be- 
grenzte  Stuck  der  fraglichen  Extremalflacne. 
Denn  fur  eine  Extremalflache 

a*=  <p(x,y\  a) 
des  Feldes  1st 

P-=$=*<Px,        %  **  q  ^  <Py> 

und  daner  rednziert  sich  der  Integrand  von  J*  auf 
\f\-f  (x,  y,  cp,  ¥„,  9y). 

1st  jetzt 

ST:         «  =  *  («,  y) 

irgend  eine  Flache  der  Klasse  C',  welche  von  der  vorgeschriebenen 
Kurve  £  begrenzt  wird  nnd  ganz  ina  Feld  oft  liegt,  so  ist  nach  den 
beiden  eben  bewiesenen  Satzen 


also 

Jff--J'r-J?  (66) 


Definiert  man  jetzt  die  g-  Function  als  Funktion  von  sieben  un- 
abhangigen  Variabeln  durcn  die  Gleichung 

8  (^  y,  ^;  JP;  2;  i?;  5)  -  ffa  u,  *,  p,  s)  -f(*>  .v,  ^^,  ff) 

-  (g  -  jp)  4  (a,  y,  «,  JP,  2)  -  (§  -  ff)  ^  (^;  2/;  *;  P;  2);  (6^) 

und  bezeichnet 

F==^?   ff8-^   p^pC^iy^)^   q-q(»iy^)^ 

so  ergibt  sich  aus  (66)  ;  indem  man  die  Integrale  reckterhand  aus- 
schreibt;  unmittelbar  der  Weterstrafi'scfo  Fundamentalsafa  fur  Doppel- 
integrate 

^^-/jsc^y^;^^^?)^^-  C68) 

a 
Hieraus  folgtx);  dem  Satz  von  §  19,  a)  entsprechend,  der  Satz: 

Wenn  die  Extremalflache  SF0  sich  in  ein  Feld  o^  einbcUen  lafitf 
und  wenn  uberdies 

&(%,y,0;  $  (x,  y,  *),  q  (a?,  y,  ^);  i>,  5)  >  0  (IV;b) 

/®r  ^dew  Pwwfc^  (#,  y,  ^)  dieses  Feldes  und  fur  jedes  endliehe,  von 
(p,  q)  verschiedene  Wertsystem  (p,  g),  50  W^erJ  SFo  e^  stcerkes,  eigentr 
licJies  Minimum  fur  das  Doppelmtegral  J. 

x)  Bei  Beschr&nkung  auf  yergleichsfldchen  der  Klasse  C'. 
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Denn  alsdann  1st  der  Integrand  von  (68)  positiv  in  alien  Punkten 
des  Integrationsbereiches  mit  Ansnahme  derjenigen-,  in  welchen 

J-P,         ff-q.  (69) 

AJ"  ist  also  positiv,  auBer  wenn  die  Gleicbungen  (69)  im  ganzen 
Bereich  €L  gelten,  in  welchem  Fall  A  67=0.  Dnrch.  eine  dem  ent- 
sprecbenden  Beweis  von  §  19,  a)  genau  parallele  ScbluBweise  zeigt 
man  aber,  daB  letzteres  nur  dann  stattfinden  kann?  wenn  die  Flache  JF 
mit  90  identiscli  ist. 

Auch  der  Satz  von  §  19,  b)  hat  sein  Analogon  bei  Doppelinte- 
gralen.  Aus  dem  Taylor'schen  Satz  fur  Funktionen  zweier  Variabeln 
folgt  n&mlich,  entsprechend  der  G-leicbung  (28)  von  §  18,  die  Formel 


wo 

P*  =P  +  0  (p  -  jp),       #*  -  ff  -f  0  (q  -  ^),       0  <  0  <  1, 

und  wir  der  EinfacEheit  balber  die   Argumente  x,  y,  2  in  den  Ab- 
leitungen  von  f  unterdruckt  haben     Hieraus  ergibt  sich  nun  der  Satz: 
Wenn  die  ExtremalftacJie  9^  sich  in  em  Feld  evribetten  la/it,  und 
tvenn  ubevdies  die  Bedmgung 

^>°;      4/M-/le>o  (ny 

mit  den  Arguwienten  x,  y,  $,]),  q  von  fpf,  fpq,  f<iq  erfullt  ist  fur  jeden 
PimM  (a?,  y,  0}  einer  gewissen  Umgebung  (Q)  von  SF0  und  fiir  jedes 
cndliche  Wertsystem  p,  q,  so  liefert  9^  ein  starves,  eigenthehes  Minimum 
fur  das  Dogpelintegral  J. 

Denn  wendet  man  auf  den  Integranden  von  (68)  die  Formel  (70) 
an,  so  gekfc  derselbe  in  eine  quadratische  Form  der  GroBen  Qj>  —  f))? 
(q  —  Cf)  tiber;  welcite  wegen  (H'b)  ini  ganzen  Integrationsbereicb  positiv  ist, 
auBer  wo  $  «  p,  g  =  q;  vorausgesetzt,  daB  man,  was  stets  moglich 
ist,  die  GroBe  7c  so  klein  gewahlt  bat,  daB  das  Feld  o^  ganz  in  der 
Umgebung  (^>)  von  9r0  hegt. 

Se^sp^el  Y  (siehe  pp    657,  682):  Minimalfldchen. 

1st  jes=«f  (as,  y)^a8  betrachtete  Minimalflachenstuck,  so  stellt  die  Gleichuiig 

8  =  &  (x,  y)  -\~  a  ;       (#,  y)  m  <2t  ;       —  oo  <<  a  <  +  oo 
eine  Schar  von  Mmimalflachen  dar,  welche  ein  Feld  "bilden     Da  iiberdies 


so  ist  auck  die  Bedingung  (IFib)  erftillt,  und  daher  besitzt  das  Minimalflach  en- 
stuck  eT0  einen  klemeren  Flachenmhalt  als  jede  andere  Flache  z  =  ^(#,  y}  der 
Klasse  <7'7  welcne  dieselbe  Begrenzung  besitzt  (absolutes 
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1*    Sestimmung  der  geodatischen  Limen  des  Rotat^onsen^pso^des  ^m  n-dimen- 
stonalen  jEuJchdischen  Maum  (§  68) 

Es  handelt  sich  darnm,  das  Integral 


zu  einem  Minimum  zu  machen  mit  der  Nebenbedingung 

*f+*8+   "       +^-!     ,     ^  __ 

a2  "^  62 

Losung-    Setzt  man 

eZs*  «  tfasj  +  dx\  +         +  ^^2  ? 
so  erhalt  man  fur  die  Extremalen 

fe2  __  ^n  q^—  &s 


wobei  ^  eine  Integrationskonstante  und  ^  der  Multiplikator  1st.  Die  Funktionen 
^,0?^,  .  ,  xn^i  geaugen  samtlich  derselben  homogenen  linearen  DijGFerential- 
gleichung  zweiter  Ordnung 


man  kann  sie  daker  durch  zwei  linear  unabhangige  Integrale  x7  y  dieaer  Diffe- 
rentialgleichxing  homogen  und  linear  ausdrucken,  und  zwar  kann  man  dxe 
letzteren  so  wahlen,  da6 


Tvomit  das  Problem  atif  das  entsprecKende  dreidimensionale  zxirtickgefuhrt  wird 


2.    Greod^sche  Linten  des  n-dimensionalen  JKaumes 

Im  Raum  JRn  der  Variabeln  x±,  x^  .  .  .,  xn  sei  die  Lange  emer  ,7Kurveu 

definiert  durck  das  bestimmte  Integral 
J- 


J)  Vgl.  BiANCHi-LuKAT,  Differ entialgeometrie  (1899),  p.  568. 
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wobei  die  atk  gegebene  Funktionen  von  x^,  #g,  .  .    ,  xn  sind  und  die  quadra- 
tische  Differentialform 

ds*=*^£atkdx%dxk,  (akt=*a^ 

definit  und  positiv  ist. 

Es  soil  die  kurzeste,  zwei  gegebene  Punkte  des  JRn  veibmdende  Kurve 
(„geoddt^sche  L^nle")  bestimmt  werden  (§§  66,  69,  70). 

Lasting:  Die  Differentialgleichungen  der  geodatischen  Linien  sind,  wenn 
s  als  unabh'angige  Variable  gewahlt  wird, 


wobei 


das  ,,Christoffel'sche  Drei-Index-Symbol  erster  Art"  bedeutet  x) 

Dieses  Eesultat  soil  abgeleitet  werden  1)  indem  man  zunachst  von  einem 
beliebigen  Parameter  t  ausgekt,  2)  indem  man  von  vorn  herein  s  zur  -anabnan- 
gigen  Yariabeln  wahlt 

3.  Das  im  funften  Kapitel  beliandelte  ebene  Variationsproblem  in  Para- 
metexdarstelltuig  laBt  sich  aueh  als  Lagrange  'sch.es  Funktionenproblem  behan- 
deln,  wenn  man  den  Bogen  5  als  unabhangige  Variable  einfuhit     Es  ist  dann 
das  Integral  s 

J=*J*F(x,  y,  x\  y')  ds 

o 

zn  einem  Extremnm  zu  machen  mit  der  Nebenbedingung 

a;'s+i/'s=l 

bei  nicht  vorgeschriebener  oberen  Grenze  ss  (§  70,  a)). 

Hiernach  die  Extremalen  far  Beiepiel  I  und  XY  zu  bestimmen. 

4.  Wird    die   Aufgabe   daMn  modifiziert,   dafi   die   Lange   der   zulassigen 
Kurven  vorgeschrieben  ist,  so  hat  man  em  La  grange  'sches  Problem  mit  festen 
Endpunkten,  auf  welches  sich  die  Resultate  von  §§  74—77  anwenden  lassen 

Hiernach  Beispiel  II  und  XXI  vollstandig  durehzufuhren 

JDieselbe  Methode   laBt  sich  allgemein   auf  das  in  Kapitel  X   behandelte 

isoperimetrische  Problem  anwenden,  wenn  die  Funktion  Gr  (a;,  y,  #',  yf]  im  Sinn 

yon  §  33,  c)  definit  ist,  da  man  dann  das  Integral 


als  unabhangige  Variable  einfuhren  kann 
l)  Ibid,  p   43. 


690  tlbungsaufgaben  zu  Kapitel  XI  bis  XIIT 

5  Analoge  Bemerkungen  gelten  fur  raumliche  Variationsprobleme  Hier- 
nach  folgende  Aufgaben  als  Lagrange'sche  Probleme  mit  der  Bogenlange  als 
tmabhangiger  Yariabeln  zu  behandeln: 

Beispiel  XVI  (Creodatische  Lvmen)  (LIKDBLOF-MOIO-NO) 

Aufgabe  Nr  15  auf  p.  298   (Allgemeine  Srachistochrone  auf  einer  Flache), 

(LlNDELOF  -MoiGWO) 

Aufgabe  Nr.  2  auf  p.  528  (Spezielles  isoperimetrisches  Problem  auf  etner 
Flache). 


6*  Zwischen  zwei  gegebenen  Pnnkten  dte  Icurzeste  Hautnhurve  von  gegebener 
Jconstanter  erster  Kiummung  ^  zu  ztehen  (§  71)  (&ELAUNAY) 

L  5  sung1)  Wenn  man  die  Bogenlange  s  als  unabbangige  Variable  emfiilirt 
und  setzt:  x  =  |,  yr  =  -?2i  ^'  =  ?i  so  ^a^  inan  eiri  Lagrange'sches  Funktionen- 
problem  mit  gemischten  Bedingungen,  bei  welchem  die  obere  Grrenze  ss  nicht 
vorgesciineben  ist  Bei  passender  Wab.1  der  #-Aehse  findet  man 


wobei:    6?(f)  =  (f  +  «)2(1  —  ^2)  —  c9.      Die   Gro£en    a  imd    c   sand    konstant. 
Setzt  man 

l  +  ^^ee**,      aj  +  ty^re'01, 

so  findet  man  welter 


uad  nach  geeigneter  VerscMebung  des  Koordmatenanfangspunktes  in  der  x,  y- 
Ebene 

»•»  =  S«[(t  +«}»-««],       do 

Setzt  xoaia 


so  kann  man  samtliche  Variabeln  nuttels  der  Funktionen  <yw,  pw  ausdriicken 
<jr(J)  hat  gena,n  dieselbe  Form  wie  in  Aufgabe  Nr  13  p  532;  dahei  dieaelbe 
Realitatsdiskussion  wie  dort. 

Ausartxingen-  1)  Em  JTre?s&o^ew  (c  =  0),  zuerat  von  DELAUNA»V  an- 
gegcben,  von  H.  A.  SCUWARZ  2)  auf  Hmlanglichkeit  untersucht.  Dies  ist  die  ein- 
zige  mogliche  Losung,  wenn  die  Tangentenricbtungen  in  beiden  Endpuakten 
niclat  Yorgeschrieben  sind 

2)  Eine  Sehraubenlmie  ,  zuerst  von  TODHUNTKK  angegelben,  von  VENSKK 
genauer  untersuclit 

*)  Vgl  die  Dzssertation  von  0  VENSKE,  Go'ttingen  18D1,  auck  fur  die  son- 
stige  Literatur  uber  da,s  Problem 

2)  Berliner  Berichte,  1906,  p.  365. 
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7    Fur  das  Problem 

J  f  (xi  Hi  y',  y" ,  '  -    ,  y^)  dx  =  Minim-am. 

a)  nachzuweisen,  daB  stets  der  ,,Hauptfallu  emtritt  (§§  66,  69,  d),  74), 

(v.  ESCHEEICH) 

b)  die  Bedingungen  (H),  (IB),  (IV)  aufzustellen  (§§  66,  74,  75,  76) 

(JACOBI,  ZERMELO) 

8*     Die  Stabilitatsgrenzen  fur  einen  an  semen  betden  Enden  festgeUemmten 
ebenen  elastischen  Dralrt  m  bestimmen  J)    (§  69,  74,  75) 

9*.     Fur    das    raumliche   Vanationsproblem  in  Parameterdarstellung  ohne 
Nebenbedmgungen  • 

J"= J  F(x,  y,  z,  x\  y',  /)  dt  =  Minimum 
*i 

lanten  die  Hamilton'schen  Formeln  fur  die  partiellen  Ableitungen  des  Extre- 
vnalentntegrals  28  (#n  yx,  ^ ;  x%<,  y21  ^2) : 

u  2S  j—  1 1    o  *uj  —.    i     o  SGS  1 1 

22B  &S  »  (71) 

Fur  das  spezielle  Integral 


(72) 

folgt  hieraus:  Sincl  die  beiden  Endpunkte  Pl(xlJyl,sil)1  resp.  -P2(#2,  ya,^2),  auf 
zwei  K-aumkurven  ^,  resp  ,^2,  beweghch,  welche  durch  ihre  respektiven  Bogen- 
1'angen  st  und  5g  dargestellt  sind,  und  bezeichnet  ooj,  re&p  to2,  den  Winkel 
zwischen  der  Extremalen  P1  P2  und  der  positiven  Richtttng  von  ^  im  Punkt  J^, 
xesp.  der  Kurve  ®2  im  Punkt  Pa,  so  lautet  das  Differential  des  Sxtremalen- 
integrals  von  PI  nacfi  Pz: 

dSS  =  G-(x^  2/2,  ^a)  cos  co2  ^52  —  ^(^n  yu  #1)  cos  ^  ^S!  (73) 

(THOMSON  und  TAIT) 

Hiernach  den  folgenden  Satz  von  THOMSON  und  TAIT  zu  beweisen- 
ZieM  man  von  den  Punkten  einer  gegebenen  Flache  of  aus  ^Extremalen  fur 
das  Integral  (72)  senJcrecht  zur  Pldche  und  schneidet  auf  jeder  derselben  von 
ihrem  SclimttpunJet  P  mit  der  Flache  aus,  nach  derselben  Seite  liin,  einen  Bogen 
PQ  al>,  icelcher  fur  das  Integral  einen  konstanten  Wert  liefert,  so  ist  der  geo- 
metrische  Ort  der  JSndpunhte  Q  eine  Flache,  ivelche  samthche  Extremalen  senk- 
recht  schneidet  (§  78), 


Sxehe  Aufgab©  Nr  21  auf  p  586  und  die  dort  zitierte  Dissertation  von  BORN. 
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10.     Das  Doppelintegral 

v,y,s)]dxdy 


zu  einem  Extremnm  zu  machen  (§  79,  a)) 

Ldsung:  Die  Extremalflachen  sind  charakterisiert  durch  die  Gleichung 


•wo  X,  T,  ^  die  Richtungskosinus  der  positiven  Hormalen  und  e17  p2   die  Haupt- 
kranamungsradien  der  Flache  sind 


11.     Unter  alien  gesMossenen  Flachen,  welche  ein  gegebenes    Volumen  ein- 
schltefien,  diejenige  Tdeinster  Olerflache  zu  lestimmen  (§  79,  d}) 

Dabei    sollen    die   zulaasigen  Flaclien    in   raumlichen  Polarkoordinaten   in 
der  Form 

r  =  r(0,gp) 
darstellbar  sein 

Die  Lagrange'sche  Differentialgleiclrang  aufzustellen  und  zu  zeigen,   dafi 
die  Kugel  mit  dem  Koordinatenanfang  als  Mittelpunkt  derselben  geniigt  *) 


12.    Die  Flache  medwgsten  Scliwerpuriktes  t>ei  gegebenem  Flaclieninhalt 
gegebener  Hegrenzung  m  Jconstruieren  (§79,  d)) 

L  6  sung:  Die  positive  #-Achse  werde  vertikal  nacli  unten  gewahlt     Dann 
haben  die  Extremalflachen  die  charakteristische  Eigenschaft,  dafi 


wo  N  das  Stuck  der  Flachennormale  zwischen  der  Flache  und  der  konstanten 
horizontalen  Ebene  :  z  -\-  %  =  0  bedeutet 


13.  Em  gtgebenes  Quantum  homogener  Materie  ist  nach  oben  begrenzt  von 
einer  horizontalen  Ebene,  nacH  unten  von  einer  Flaohe  von  gegebenem  Fldchen- 
tnhalt.  Die  Fl^cne  so  zu  bestimmen,  daB  der  Schioerpunkt  der  Masse  moglichst 
tief  liegt  (§  79,  d)) 

Ldsung:  Die  positive  ^-Achse  werde  vertikal  nach  unten  gewahlt  Dann 
haben  die  Extremalflachen  die  charakteristiache  Eigenschaft,  daB 


wo  I  und  fi  die  beiden  isoperimetrischen  Konstanten  sind. 

tJberdies  mufi  die  Flache  die  gegebene  horizontale  Ebene  senkrecht  schneiden 

(§  80,  C)).  (LlNDELOF-MoiGNO) 

l)  Wegen  des  ISTachweises,  daB  die  Kugel  wirkhch  die  kleinste  Oberflache 
bei  gegebenem  Volumen  besitzt,  vgl,  H  A  SCHWAKZ,  G-ottinger  Fachrichten, 
1884,  p  1;  MINKOWSKI,  Mathematische  Annalen,  Bd.  LVII  (1903),  p,  447;  und 
die  auf  p.  661,  Fufinote  2)  zitierte  Dissertation  von  J.  0  MULLER. 
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14.  Unter  alien  Flachen  von  gegebener  Begrenzung  und  gegebenem  Fldchen- 
inhalt  diejenige  zu  bestimmen,  deren  Potential  in  Beziehung  auf  emen  gegelenen 
Punkt  ein  Extremum  ^st  (bei  Zugrundelegung  des  Newton'schen  Anziehungs- 
gesetzes) 

Losung:  Die  Extremalflachen  haben  die  chara-kteristische  Eigenschaft,  da& 
in  jedem  ihrer  Punkte 


Darin  bedeutet  r  den  Abstand  des  Flachenpunktes  P  von  dem  angezogenen 
Punkt;  d  den  senkrechten  Abstand  des  angezogenen  Pnnktes  von  der  Tangential- 
ebene  an  die  Flaehe  im  Punkt  P;  I  die  isopemnetrische  Konstante 

(JELLETT) 

15*.  Die  Grleichgeivichtsfigur  einer  Jiomogenen  Flussiglett  in  einem  Gefafi 
wit  verUJcaler  zylindrischer  Wandung  unter  der  Einwirkung  der  Schwere  und  der 
Kapillarkrafte  zu  bestimmen  (§  79,  d),  §  80,  c)) 

Losung:  Die  positive  #-Achse  werde  vertikal  nach  oben  gewaklt;  der 
Boden  des  GefaBes  sei  eine  horizontal  Ebene,  welche  wir  zur  x,  o/-Ebene  waHen. 
Es  bezeichne  V  das  Yolumen  der  Flussigkeit,  H  die  Hohe  des  Schwerpunktes 
derselben  uber  dem  Boden  des  Gefafies,  ferner  T  den  Inhalt  desjenigen  Teiles 
der  Oberflache  der  Flussigkeit,  welcher  die  "Wand  berunrt,  U  den  Inhalt  des 
freien  Teiles  der  Oberflache,  welcher  entlang  der  Kurve  £  an  die  Wand  grenzen 
moge;  endhch  seien  a,  /3  zwei  von  dem  Yerhaltnis  der  Schwere  zur  Intensitat 
der  Kapillarkrafte  abhangige  Konstanten. 

Alsdann  ist  die  Gleichgewichtslage  der  Flussigkeit  nach  GAUSS  x)  dadurch 
charakterisiert,  dafi  der  Ausdruck 


*U  (74) 

em  Minimum  wird  mit  der  Nebenbedingung,  daB  das  Volumen  V  einen  vorge- 
schriebenen  Wert  haben  soil,  wahrend  die  Kurve  £  nur  der  Beschrankung  unter- 
worfen  ist,  auf  dem  gegebenen  Zylinder  zu  liegen 

Betrachtet  man  zunachst  Yariationen,  bei  welchen  £  ungeandert  bleibt,  so 
bleibt  T  konstant  und  man  hat  ein  isoperimetrisches  Problem,  wie  das  in  §  79,  d) 
behandelte.  Man  erh'alt  als  chaiakteristische  Eigenschaft  der  freien  Oberflache 
die  Relation  (LAPLACE) 

1        1       z  +  1, 
"£  +  "  —  '  W 

wo  I  die  isoperimetrische  Konstante  bedeutet. 

Bei  Yariationen,  welche  die  Kurve  £  andern,  ist  auch  das  einlache  Integral 
T  zu  berucksichtigen.  Eine  leichte  Modifikation  der  in  §  79,  c)  und  d)  durch- 
gefuhrten  Schliisse  fdhrt  auf  das  Eesultat  (LAPLACE,  GAUSS),  daB  entlang  der  Kurve  £ 


:)  Werto,  Bd  Y,  pp.  55,  290,  wo  die  Aulgabe  far  beliebige  Gestalt  des  Ge- 
faftes  durchgefuhrt  wird  Ygl.  auch  KNESEE,  Lehrbuch,  pp.  274,  280,  wo  die  Auf- 
gabe  in  Parameterdarstellung  behandelt  wird. 
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sein  mufi,  wenn  i  den  Neigungswinkel  zwisehen  der  Tangentialebene  der  freien 
Oberflache  und  der  vertikalen  Bichtung  bedeutet  (GAUSS  ) 

16*.  Grleichgewtehtsfigur  e^nes  an  einer  howzontalen  Eb&ne  hangenclen 
Tropfens1)  (§79,d),  §  80,  c» 

Losung:  Es  muB  wieder  der  Ausdruek  (74)  em  Minimum  werden  mit  der 
Nebenbedingung  F==  konst  Dabei  ist  hier 


und  ^  =  a, 

Die   Gleichung  (75)   gilt  auch  hier.     Die  Grenzgleichung  geht  in   die  Be- 
dingnng  iiber,  daB  die  freie  Oberflache  des  Tropfens  die  korizontale  Ebene  be- 


17  Die  ,,Kawtenbedmgung£t  fur  diskontinuierliclie  Losuugea  (Flachen  der 
Klasse  Z>")  fur  das  Integral  (19)  aufzustellen  (§80,b)) 

Losung:  Ist  S  die  JKurre  in  der  u,  «j-Ebene7  an  welcher  die  partiellen  Ab- 
leitungen  TOB  x,  y,z  Sprunge  erleiden,  so  mussen  beiin  ttberschreiten  von  (£  die 
Ausdrucke 

Fxy  -  Fxu',  FVu*'~  JTV«\  F.uv'  -  F.u' 

stetig  bleiben,  wobei  die  Ableitungen  u\  v'  entlang  der  Kurve  (£  genoinmen  sind. 

(KOBE) 

18.  Zu  beweisen,  daB  die  partielle  Differ  entialgleicnnng  (57)  befriedigt 
wird  dtireh  die  Funktion 

(70) 


wenn  6r(s)  erne  beliebige  analytische  Funktion  von  s  =  £  -f-  <lrl 
19*      Die  Schraubenflache 


.O  (77) 

ist  eine  Minimalflache     Bei  fester  Begrenzung  die  zwevte  Variation  desjonigen 
Teiles  derselben  zu  untersuchen,  welcher  zwischen  den  beiden  Ebencn 

^=5=  —  an     nnd     2=^  -\-CCTC 

nnd  zugleicb.  innerkalb  der  Zjlinderflache  £C2  +  ^S==JR2  liegt  (§  81) 
Losung    Es  sei 

i» 

und  es  bezeichne 


J)  Tgl.  JSncyUopadie  V  9  (MINKOWSKI),  p  572  und  B.  SWIFT,  Uber  die  Form 
wid  Stabilitat  gewisser  FlussigJceitstro^fen^  Dissertation,  Gbttmgen  1907,  wo  eine 
Anzahl  bpezieller  Falle  im  einzelnen  durcngefuhrt  xverden. 
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Wenn   dann  «<£,   so  ist    Tj(g,~  \   positiv  fur  jedes   Q,   und  die  zweite 
Variation  ist  stets  positiv     Ist  dagegen  a>^,  so  besitzt  die  Gleichung 


stets  eine  positive  Wurzel  /J0-   die  zweite  Variation  ist  dann  stets  positiv,  wenn 
/?  <  ft>,  sie  kann  dagegen  negativ  gemacht  werden,  wenn  §  >  (30 
Andeutung:  Fur  die  Scnraubenflache  (77)  ist 


Macke  von  Nr   18  Gebrauch,  wahle 

(?(*)  «a(^  -«-*),          ^^J- 
und  setze  s  =  e9  +  *9)  * 

(SCHTVARZ) 

20      Das  dreifache  Integral 


durch.  passende  Wahl   der  Funktion  u  von  x,  y,  &  bei  unveranderlichem  Inte- 
grationsbereich  zu  einem  Extremum  zu  macnen 

L  6  sung:  Die  Lagrange'sche  Differentialgleichung  lautet 


wobei  die  angedeuteten  Differentiationen  sich  auch  auf  die  in  u^uxlup)uz  als 
Argumente  enthaltenen  Variabeln  OJ,  t/,  z  beziehen 

Andeutung-  Wende  den  allgemeinen  G-reen'schen  Satz  fur  dreifache  Inte- 
grale  auf  die  Trausformation  der  ersten  Variation  an 

Beiepiel:  f  =  w|  +  w|  +  wj  ,  (Diricnlet'sches  Prmzip  fur  den  Eaum). 
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Zu  p.  24,  Z  9  von  unten:  Lies  X  und  XI  statt  XI  und  XII. 
Zu  p.  30,  Z,  3  von  unten  •  Lies  §  35  statt  Kap  IX. 

Zu  p.  32,  Fufinote  2)  Vgl.  anch  GULDBERG,  Eendiconti  del  Oircolo  Mate- 
matico  di  Palermo,  Bd  XXI  (1906) 

Zu  p  39,  FuBnote  *).  Mit  derselben  Aufgabe  beschaftigt  sich  auch  BOHM,  Jour- 
nal fur  Mathematik,  Bd.  CXXI  (1900),  p  124. 

Zu  p.  50,  Z.  2  von  unten:  Lies  §  36, b)  statt  §  34, c) 

Zu  p.  57:  Einen  andern,  elementaren  Beweis  des  Fundamentalsatzes  II  gibt 
LINDEBERG,,  Ofversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Fdrhand- 
lingar,  Bd  XLVII  (1904—1905),  Nr  2  Vgl  auch  den  analogen  Beweis  von 
MASON  fur  Doppelintegrale,  §  81,  a) 

Zu  p.  63,  Z.  2  von  unten:  Lies  p  197,  FuBnote  2)  statt  §  44, a) 
Zu  p.  79,  letzte  Zeile-  Lies  §  29,  c)  statt  §  30,  c). 

Zu  p  83,  FuBnote  2):  Den  Fall  as,  —  ^'  benandelt  auch  KOBN,  Miinchener 
Berichte,  Bd.  XXXII  (1902)  p.  75,  und  zwar  durch  Betrachtung  der  dritten 
und  vierten  Variation. 

Zu  p  83,  letzte  Zeile:  Lies  §  47  statt  §  43. 

Zu  p  96  FuBnote  x)-  Einen  andein  direkten  Beweis  fur  die  Notwendigkeit  der 
WeierstraB'schen  Bedingung  gibt  LINDEBERQ,  Ofversigt  af  Finska  Ve~ 
tenskaps-Societetens  Forhandlingar,  Bd  XL VII  (1904— 1905),  ISTr  2 

Zu  p.  96,  Z  6  von  unten:  Lies  §  30  statt  §  31. 

Zu  p  106,  Fufinote  J)'  Vgl.  auch  ERMAKOFP,  Journal  de  Math^matiaues  (5) 
Bd.  X  (1905),  p  97  W 

Zu  p.  106,  Z.  2  von  unten:  Lies  §  32  statt  §  33. 

Zu  p.  110,  Z.  3  von  unten    Lies  §  32  statt  §  33. 

Zu  p  115,  Hiermit  verwandt  1st  die  geometrische  Deutung  der  S-Funktion  im 
Fall  der  Parameterdarstellung  mittels  der  Indikatrix  von  CABATHEODORY,  vgl, 
p.  247.  Andere  geometrische  Deutungen  der  g-Funktion  geben  KNESER,  ^Lehr- 
buck,  p.  78,  und  LOVE,  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  (2),  Bd.  VI  (1907)  p.  205. 

Zu  p    118,  FuBnote  2)     Herr  A,  ROSENBLATT    teilt   mir   folgendes   Beispiel   mit 
welches  zeigt,  dafi  auch  die  Bed^ngungen  (I),  (II}),  (IIP),  (IV>),  (V3)   nock 
nicht  hmreichend  sind  fur  ein  starves  M^n^mum: 

xr 

J^J  (ay^+Sby^yt 
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Hier  1st  die  Gerade  ^  =  0  eine  Extremale,  fur  welche  bei  Mnreichend  kleinem 
a?  ?  die  samtlichen  obigen  Bedingungen  erfullt  sind  Trotzdem  findet  kern  Mi- 
nimum statt  Denn  setzt  man  x&  *=<*£,  wo  0<a<l,  so  ist 


.  < 

-j  --  -_ 


woraus  folgt,  dafi  A  J"<0  gemacht  werden  kann 

Dasselbe  beweist  HAHN  (Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik 
Bd  XX  (1909),  p   279)  mittels  des  Beispiels- 

'*,  a>6>0, 


Zu  p.  131,  letzte  Zeile:  Lies  §  44  statt  §  40 

Zu  p   133,  Z.  6  von  oben:  Der  Satz  ist  nach  p.  453T  FuBnote  s)   zu  benchtigen. 

Zu  p.  140,  Fufinote  l):  CARATHEODORY  hat  inzwischen  seine  Methode  weiter  ent- 
wickelt,  nnd  zwar  fur  den  Fall  der  Parameterdarstellung  ,  in  den  Eendi- 
conti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  Bd.  XXV  (1908)  Der  Grund- 
gedanke  der  Methode  geht  anf  eine  Arbeit  von  JOHANN  BERNOULLI  uber  die 
Brachistochrone  zuriick,  Opera  otnma  (Lausanne  1742),  Bd  II,  p.  266. 

Zu  p.  146,  Z   9  von  oben.  Lies 


Zu  p  146,  Z    14-  Auch  der  Fall  n  =  —  1  ist  auszuschliefien 

Zu  p.  146.  ISTach  Aufgabe  17  einzuschalten: 

17  a*  (Zweites  inverses  Problem  der  Vanationsrechnung)-  Alle  Funktionen 
f(x,y,y')  z^  bestimmen,  fur  welche  die  Trans  versalitatsbedmgung  eine  vor- 
geschnebene  Form 


Zu  p   ifcl:  Aufgabe  Nr   40  ist  rait  emem  Stern  zu  versehen 
Zu  p   214:  Eine  andere  Definition  von  regularen  Vanationsproblemen  gibt  CAEA- 
THEOBORY,  Mathematis  che  Annalen,  Bd.  LXII  (1906),  p.  465 

Zu  p.  280:  Ygl.  auch  die  Arbeit  von  KNESER,  Die  StaMitat  des  Gleichgewidhts 
hangender  Faden,  Journal  fur  Mathematik,  Bd.  CXXV  (1903),  p  191,  wo 
ganz  ahnliche  Schlusse  zur  Anwendung  kommen. 

Fur  Doppelintegrale  gilt  der  Osgood'sche  Satz  irn  allgememen  meat, 
vgl.  CARATHEODORY,  Mathematische  Annalen,  Bd.  LXII  (1906),  p  452; 
HABAMARB,  Annales  de  T^lcole  Norniale  Supe*rieure  (3),  Bd  XXIY 
(1907),  p  223. 

Zu  p  297,  Aufgabe  12:  Die  entsprechenden  Satze  fur  den  Fall  der  Hyperbel  und 
der  Parabel  gibt  T  H.  HILDEBRANBT,  American  Mathematical  Monthly, 
Bd  XV  (1908),  p.  177. 
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Zu  p  392-  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  fur  Probleme  mit  G-e- 
bietseinschrankung  entwickelt  auch  LINDEBERO  m  der  Arbeit  ,,Uber  ein 
Problem  der  Vawationsrechnung",  Oveisigt  af  Fin ska  Yetenskaps-So- 
cieteteng  Forhandlingar,  Bd  LI  (1908— 1909),  Afd.  A.  Nr  21. 

Zu  p  421,  Fu^aote  *)•  HADAMARD  liat  den  erwahnten  Existenzbeweis  im  einzel- 
nen  durchgefuhrt  in  den  Memoires  presentes  par  divers  savants  a 
PAcad^mie  de  France,  Bd.  XXXIII  (1908),  p  75. 

An  neuer  en  Arbeit  en  liber  das  Dinchlet'sche  Prinzip  smdnochzu  nennen: 
FUBIOT,  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  Bd.  XXII 
(1906),  p  383,  HADAMAED,  Bulletin  de  la  Societe  Mathe'matique  de 
Fiance,  Bd  XXXIY  (1906),  p  135;  LEBESGUE,  Comptes  Rendus,  Bd  CXLIY 
(1907)  pp.  316,  6*22 

Zu  p    509,  Fufinote  a)'    Die  Arbeit  von   LINDEBERG   ist    inzwischen    erschienen, 

Mathematische  Annalen,  Bd  LXYII  (1909),  p.  340. 
Zu  p  536,  Z.  10  von  oben:   Zwisohen   ,,festgeklemmtenu  und  ,,Drahtes'*  ist   ein- 

zuschalten  ,,ebenenu. 

Zu  p.  619:  Hier  sind  noch  einige  Arbeiten  von  CULVEEWELL  zu  erwahnen,  Pro- 
ceedings of  the  London  Mathematical  Society,  Bd  XXHI  (i892) 
p  241;  Bd  5XY  (1895),  p  361;  Bd  XXYI  (1896),  p.  345. 
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Abbildung,  158,  9*,  10* 

Abel'scher  Sate  uber  lineare  DifFerential- 

gleichungen,  67. 
Abgeschlossene   "PunJctmengen,  2"". 
Abr linden  der  JEJcken,  86 
Absolutes  Ext} e mum-  emer  Funktion ,  10; 

ernes  Integrals,  15,  121,  419 — 443 
Abstandzw&ieT Punkte ; Bezeichnung,  207  , 

Differential  desselben,  447;  extremal er 

A,  309. 
Aktion.   Prinzip  der  kleinsten  A.,   nach 

Jacobi,  296 — 298,444,452 — 455,556; 

nach  Lagrange,  586 
Aksessoi  iscJies  System  linearer  Differential- 

gleiclrungen,  622 
Amplitude,  eines  Vektors,  99 
Anormales    Verhalten  einer  Extremalen, 

564 

Aqmdtstant,  geodatisch  a..  Kurven,  142. 
Aguivalente    Problem e,    344,    355,    475, 

491,  543. 

Arcus  tangens,  Definition,  191 
Ausartungen      der     Euler'schen     (La- 

gr  an  g  e'schen)     Differentialgleicliung, 

35,  659 
Ausgezeichnete    JSxtremalenbuschel,    496, 

522,  613 
Aufierordenttiches    Verschwinden    der  8- 

Funktion,  120,  245 

Eegren&ung  einer  Punktmenge,  14,  3"1 
JBclSp^ele•.  I,  1,  33,  41,  44,  59,  72,  79,  99, 
320,  398,  436,  451;  II,  3,  465,  483, 
494,  498,  502,  510;  III,  5,  553;  IV,  5, 
577;  V,  7,  657,  661,  667,  671,  682, 
687;  VI,  32,  71,  79,  98;  VII,  33,  99, 
124,  131;  VIII,  34,  99;  IX,  95,  113; 
X,  113,  122,  125,  449;  XI,  116,  119, 
122,  125;  XII,  119;  XIII,  124,  132,  268, 
370;  XIV,  206,  234,  240;  XV,  207,  234, 
268,  305;  XVI,  209,  228,  240,  248,  268, 
304,  353;  XVII,  246,  248;  XVIII,  324, 


XIX,  370,  389;  XX,  397,  407;  XXI, 
466,  484,  511,  XXII,  523,  XXni,  554, 
XXIV,  556;  XXV,  578;  XXVI,  584; 
XXVII,  58G;  XXVIII,  651;  XXIX,  656, 
661;  XXX,  658;  XXXI,  662. 
Beltrawn-Silbert'sGhQTc  Unabhangigkeits- 

satz,  siehe  Unabhangigkeitssatz. 
Beltrami'sehQ   Parti elle   Differentialglei- 

chung,  132 

Senachbarte  Kurven,  19 
Bereich,  14,  3f;  stetiger  B,  14,  3^ 
SescJiranJcte  PunJctmengen,  8,  2*. 
jBescfa  anlcte   Variation,   Fnnktionen  von 

b.  V  ,  427 

Uliss'sche  Bedmgung  beiProblemen  mit 

zwei  variablen  Endpunkten,  328,  447. 

Bhss'sche Modification  des  WeierstraB'- 

schen  Problems,  268 
JBogen  einer  Kurve,  191 
BrachistocJirone .  gewohnliche,  siehe  Bei- 
spiel  XV ;  Konstantenbestimmung,  208 ; 
Fall  eines  variabeln  Endpunktes,  305; 
auf  einer  gegebenen  Flache,  298,  299, 
690;  im  widerstehendenMittel,  5,  577; 
von  gegebener  Lange,  530. 
Brechung  des  Lichtes,  299,  390,  452 
IBrennflache  einer  Kongruenz,  494 
Brennpunht    einer  Knrve  auf  einer  von 
ihr    transversal   geschnittenen   Extre- 
malen,  Definition,  317;  Grleichung  zur 
Bestimmung  desselben  nach  BLISS,  318, 
445,  nach  KNESEJR,  323;  geometrische 
Bedeutung,  321;  Abhangigkeit  von  der 
Krumrmang,  318;  Fall  -wo  der  B    mit 
dem  zweiten  Endpunkt  zusammenfallt, 
363;  bei  isoperimetrischen  ProblemenT 
522;  B.  einer  Kongruenz,  493 

Carafheodory'sGhe  MetTiode  zur  Behand- 
lung  von  Variationsproblemen,  140, 
697. 

llebsch'sche  Bedingung,  608. 
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Darboux'scJie  MetJiode  fur  geodatische 
Linien,  334 

Darboutf seller  Satz  (iber  das  absolute  Ex- 
tremum,  438. 

Definite  Vanationsgrobleme,  277,  421. 

$-Mgonfhmus,  21,  45,  348, 

Derimerte,  vordere,  Mntere,  6* 

Dichti  in  sich  d   Punktmengen,  2* 

Dido.  Problem  der  D.,  528 

DzfferentidlgletcJiungen  Existenztheoreme 
liber  D.,  168—174;  Abk&ngigkeit  der 
Lasting  von  den  Anfangswerten,  175 — 
186;  von  Parametern,  186—188;  Satze 
nber  lineare  D.,  64—67. 

Diffeientiationsmethode  bei  Problemen 
mit  variabeln  Endpunkten,  313. 

Differentiurbar,  6^ 

Dinchlefsches  Prinwy,  419,  421,  657,  695, 
698. 

^nchlefsches  Problem,  6656. 

Diskontinmerliche  Losungen,  365—418; 
bei  isopenmetrischen  Problemen,  464, 
527;  beam  La,grange1schen  Problem, 
571;  bei  Doppelmtegralen,  694, 

D^skont^nwerl^che  Vanat^onsprobkme, 
389. 

Doppelabstandskurve,  442 

JDopyehntegrale:  Extrema  von  D ,  652 
bis  687 

Dntte  Variation ,  69,  696 

Du  -  Bois  -  Reywond'sches  Lemma,  2  7 ; 
Zermelo's  Yer  allgemeinerung  fur 
Probleme  mit  hoheren  Ableitungen, 
15S;  fur  das  Lag  range'  sche  Problem, 
568;  for  Doppelintegrale,  654. 

UeJce  Definition,  192;  Ekenbedmgung 
bei  diskontinuierlicken  Losungen,  367, 
449,  465,  571;  Eckenbedingnng  bei 
diskoxitinuierHchen  Yanationspioble- 
men,  301;  Eckenkurve,  374. 

&-FuMfaon.  DejGlnition,  110,  243,  474, 
606,  686;  geometusche  Interpretation 
115,  247,  696;  Yerschwmden  der  §-F., 
120,  245;  Bezlehtmgen  zu  fy,yf,  reap. 
JPn  115,  244;  Beziehungen  zur  Inva- 
riants &0,  386. 

tliches  JSxtremum-  einer  Fnnktion, 
10;  eines  Integrals,  18. 


fiir  Differentialgleichun- 
gen,  179,  185,  186,  217,  593. 

^nfach  zusammenhangend,  36 

Einseitige  Variation,  393,  sieheauchGe- 
bietsbeschrankungen 

Elastische  Kurve,  535,  536. 

Element  einer  Losung  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen,  169. 

Endgeschwzndigkeit;  JKurve  gro'Bter  E., 
578 

Endlich.  Funktion  e  in  einem  Intervall,  9. 

Enveloppe  etner  IH$tremalenschar,  358 

EnvelopvensaU:  fur  geodatische  Lmien, 
335;  allgemem,  342,  447;  fur  gebro- 
chene  Extremalen,  380;  bei  isoperi- 
metrischen  Problemen,  501,  522;  beim 
Lagrange'schen  Problem,  615. 

JSrdmann'sche  EcJcenbedmgung,  367,  449. 

Erganzungslemma  zum  Pundamentallem- 
ma  der  Yanationsrechnung,  460,  568 

jErste  Variation.  Definition,  21,  46 •  Yer- 
schwinden,  21;  Transformation  durcb 
partielle  Integration  nach  LAGRANG-E, 
23,  na-ch  Du-Bois-JK.EYMOND,  27;  bei  va- 
nabeln  Endpunktew,  41,  44;  fur  den 
Pall  der  Paiameterdarstellung,  202, 
204;  bei  isoperimetrisehen  Problemen, 
457 — 470,  beim  Lagi  ange'sclien  Pro- 
blem, 542—595;  bei  Doppelmtegralen, 
652—671, 

EscliencWsclie  Fwidamentalfoi  mel ,   628. 

Iftuler-Lagrange'scheMultiphkatorenregel: 
fur  den  Pall  endlicber  Bedingungs- 
gleicnungen,  548;  fur  den  Fall  von 
Differentialgleichungen  ala  Nebenbe- 
dingungen,  558;  ftir  den  JTall  gemiscli- 
ter  Bedingungen,  580. 

Euler'sche  Dtfferentialgleichung,  24 ;  We  i  - 
erstraB'sche  Ponn  derselben,  203; 
Bliss' scne  Form  derselben,  269;  Ee- 
duktion  auf  em  kanoniscbes  System, 
134,  593;  (siehe  aucli  unter:  Euler- 
sche  Kegel,  Euler-Lagrange'bcke 
Multiplikatorenregel,  Lagrange7 scb.e 
Differentialgleichnng,  Ausartungen  der 
E ul er' schen  Difterentialgieicliung). 

JiJuler'sche  Eegel  fur  isoperimetriscbe  Pro- 
bleme, 461,  535,  661 

Evolute  einer  ebenen  Kurve,  34*2;  Auf- 
gaben  die  E  betrefiend,  152,  536, 
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Existenz  eines  M miniums.  ,,im  Grofien", 
419—438,  698  ,,im Kleinen",  270—280. 

Existensfheoreme  furExtremaleny  184, 212; 
bei  isoperimetrischen  Problemen,  468; 
beim  Lagrange'schen  Problem,  588 

Extremale:  Definition,  32,  203,  463,  564; 
E  durch  einen  Punkt  in  gegebener 
Richtung,  184,  213,  468,  589;  E  (lurch 
zwei  gegebene  Punkte,  306,  597;  Ex- 
tremalflache,  656;  Extremalensehar 
durch  einen  Punkt,  76,  221,  490,  610; 
Extremalenschar,  die  von  einer  gege- 
benen  Kurve  transversal  geschmtten 
wild,  322,  521,  648;  ausgezeichnete 
Extremalenbuschel,  496,  522,  613. 

Extremalemntegral :  Definition  und  erste 
partielle  Ableitungen,  146,  147,  308, 
599,  zweite  partielle  Ableitungen,  310. 

Extremaler  Abstand  zweier  Punkte,  309 

Extremum:  Definition,  2  (vgl  an ch  Maxi- 
mum, Minimum) 

Feld:  Definition  und  Existenz,  96,  100, 
164,  249;  uneigentliches  F.,  98;  F.  um 
einen  Punkt,  270;  F.  von  gebrochenen 
Extremalen,  381;  F.  von  Extremalen, 
die  eine  gegebene  Kurve  beriihren, 
401 ;  bei  isoperimetrischen  Problemen, 
504,  523;  beim  Lagrange'schen  Pio- 
blem,  635 ;  bei  Doppelintegralen,  684. 

Feldintegral,  131,  252,  384,  405,  504,  636 

Fortsetzung  einer  Losung  eines  Systems 
von  Differ entialgleichungen,  173. 

Fundamentallemma  der  Variationsrech- 
nung,  25,  fur  isoperimetrische  Pro- 
bleme,  462;  fur  Doppelintegrale,  655 

Fundamentalsysteme,  66,  623. 

Funfte  notwendige  Bed^ngung,  117,  696. 

Function  S^,  265,  513. 

Funl^on  J^,  196. 

Function  J^a,  226 

Fiiriklionenprobleme,  199. 

G-ebietseinschrankungen :  Probleme  mit  Gr., 

392—407,  527,  697. 
GebrocJiene  Extremalen:  Definition,  368; 

Scharen  von,  372 ;  konjugierte  Punkte 

auf,  377. 
GefallbeschrdnJcung:    Probleme    mit   G,| 

34,  126,  407. 

Bolz  a,  Variationsrechnung 


G-efalle  einer  Eurve.,  15. 

GefaUfunUion(en}  des  Feldes,  97,  106, 
636,  684 

G-evmschte  Vanationen,  49. 

G-eodatische  Distanz,  309. 

Geodatische  Elhpsen  und  Hyperbeln, 
448. 

Geodatische  Kreise,  529. 

Geodatische  Krummung,  210 

Geodatische  Limen,  siehe  Beispiel  III 
und  XYI;  ferner  295,  448,  690; 
G  auB'sche  Satzeuber,  333 ;  Enveloppen- 
satz  fur,  335;  G.  L  des  Rotations- 
ellipsoids  im  w-dimensionalen  Raum, 
688;  G.  L  des  w-dimensionalenRaumes, 
688. 

Geodatisehe  Parallelhoo^naten,  333. 

GeivoJmtiche  Kurven,  192 

GleicJigewichtsfigur  einer  Flwssigleit,  693, 
694 

Gleicfigewiclitslage  eines  elastisclien  Drah- 
tes,  536,  541,  691. 

Gleicligewichtslage  eines  Jiangenden  Fa- 
dens,  siehe  Beispiel  XXI,  ferner  697; 
bei  variablem  Endpunkt,  539 ;  auf  einer 
Flache,  siehe  Beispiel  XXVI,  ferner 
529;  speziell  auf  der  Kugel,  532. 

Gleichmafiige  Konvergenz,  4*. 

Glezchmaftige  Stetig^t,  5*. 

Green' scher  Satz,  654. 

Grenze:  Definition  und  allgememe  Satze, 
3*,  4*;  obere  und  untere  G.  einer 
Imearen  Punktmenge ,  9,  2*;  emer 
Funktion,  3*. 

Grundmtegral,  109. 

Hamilton- JacoWsche  Theorie,  135,  595 
Hamilton' sclie  Formeln,  147,  256,   310, 

385,  405,  416,  505,  599,  636,  691. 
Hamilton' sclie      Partwlle      Differential- 

gleichung,  135,  138,  298,  600 
Hamilton1  sches  Pr-wmp,  554. 
Haufungspurikt,  2*. 
Hauptdetenmnante,  66 
Hauptfall  des  Lagrange'schen  Problems, 

603. 
Hilbert'sches  Existenztheorem ,  419—438, 

527,  698. 
Hilberfsches  Invariantes  Integral,  siehe 

unter  Unabhangigkeitssatz. 
45 
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UnabJiangigkettssatz , 
"anter  Unabhangigkeitssatz. 

Ilinreichende  Bedingungen  fur  ein  per- 
manentes  Zeichen  der  zweiten  Varia- 
tion, 71,  485,  634,  681. 

Hinreichende  Bedingungen  fiir  ein 
sclrwaches  Extremum,  92,  126;  beim 
Lagrange'scnen  Problem,  634;  bei 
Doppelintegralen,  682. 

Hinreichende  Bedingungen  fur  em  starkes 
Extremum:  beim  einfachsten  Funk- 
tionenproblem,  121,  123;  beim  em- 
facnsten  Kurvenproblem ,  267;  fiir 
Kurven  der  Klasse  K,  292;  bei  emena 
variabeln  Endpunkt,  327,  354;  bei 
zwei  variabeln  Endpunkten,  380;  bei 
diskontinuierlichen  Losungen,  385; 
bei  G-ebietseinschrankungen ,  407;  bei 
Grefallbeschrankungen,  126,  418;  bei 
isopenmetnschen  Problemen,  514,  518, 
523;  beim  Lagrange'schen  Problem, 
638;  bei  Doppelintegralen,  686. 

Hohere  A.Ueitungen .  Probleme  mit  h.  A. 
unter  dem  Integranden,  4,  153,  154, 
542,  691;  Keduktion  auf  das  La- 
grange'sche  Problem,  543 

]Iomogene^tats'bed^ngung ,  194,  575;  bei 
Doppelintegralen,  665. 

HypeibohscJie  Funktionen .  Bezeichmitog, 
33. 

Inyplissvte  Funl^onen-  Dim's  Satz  \ibei, 
166,  7*;  erweiterter,  167 

In  einer  Punktmenge ;  Definition,  9,  13, 
14 

Indikatrix,  247,  304,  a69. 

Inner er  Ptwkt  einer  Punktmenge,  2*.      i 

Integrabel  105. 

Integvafohtatsbedingung,  36,  153,  659. 

Integral  entlang  euier  Kurve.,  15;  in 
Parataeterdarstellung,  193;  Unabhan- 
gigkeit  von  derWahl  des  Parameters, 
195,  575;  Yerallgememertes  Kxucvea- 
integral,  284,  422. 

Interval!,  9. 

Invar lanten  der  Punktion  F(x,  y,  x\  y'), 
345, 

Invariante  Normal  form  der  zweiten  Varia- 
tion, 227. 

Inverse  FunUtonen,  5*,  7*. 


Inverse  JFunJction(en)  des  Feldes,  97,  251, 

504,  635,  684 
Inverses  Pi  ol)km  der  VariationsrechmiBg, 

37,  645. 
Inversion  eines  Furiktionensystems  ,  159, 

160. 

Isolierter  PunTct  emer  Punktmenge,  2*. 
Isoperimetnsche  Konstante,  464;  Fall  dis- 

kontinuierhcber  Losungen,  464 
Isopenmetnsche  Piobleme,  457  —  541,  543, 

661. 
Isoperimetnsches  PtoHlewi,  spezielles,  sielie 

Beispiel  II,  ferner  531;  bei  variablem 

Bndpnnkt,  siehe  Beispiel  XXJI,  ferner 

149,  151,  446,  538;  auf  einer  gegebenen 

Flaehe,  528,  529,  532,  690 


87,  103;  Weier- 

straB'sche  Form,  233,  Kneser'sche 
Form,  236,  Analogon  bei  isoperi- 
metnschen  Problemen,  483;  beim 
Lagrange'schen  Problem,  619,  6*25; 
bei  Doppelintegralen,  678 

Jacofo'scheDifferenUalgleiehung,  60,  233, 
236;  Analogon  beimLagrange'sclien 
Problem,  622;  bei  Doppelintegralen, 
676. 

Jacobs  'seller  Fundamentalsats  ,  72;  siehe 
auch  unter  Jacobi'sche  Differential- 
gleichung. 

JacoWsches  Kriterium^  71;  sielie  aueh 
unter  Jacob  i'sche  Bedingung  tind  kon- 
jugierter  Punkt. 

Jordan'sche  Kit)  ven,  9  l\ 

KanomscJie  Systcme  von  Differentialglei- 

chungen,,  134,  593. 
Kanomsches  Losttngssystem   des   akzes- 

soiisclaen  Systems  ImearerDiifeiential- 

gleichungen,  624. 
Kantenbechngung,  694 
Kapillanttti:  Aufgaben  iiber,   693,  G94, 
Katenoid,  sielie  Beispiel  I. 
iLmctiscJie  J3rennpun7cte,  296 
Ulasse.  Fimktionen  (Kurven)  der  Klasse 

0(n),  D(n\  13,  63,   101,  675;    Kurven 

der  Klasse  Z,  289;  Fiiichen  der  Klasse 

C(n\  Z>(n\  604. 


,  350. 
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Kneser'sclie  Theorie,  332 — 364;  msbeson- 
dere  der  konjugierten  Punkte,  235, 489, 
610. 

Elneser'scher  Trawsvei  salensatz,  siehe  unter 
Transversalensatz 

Knickpwrikt,  192,  365;  Kmckpunktskurve, 
374. 

KomplementarejExtremalenscliar,  373, 391. 

Kongruenz  von  raumlichen  Extremalen, 
491 

Konjugierte  Punlte,  71,  234;  geometri- 
sche  Deutung,  75,  237;  auf  gebroche- 
nen  Extremalen,  377;  bei  isoperime- 
tuschen  Problemen,  478,  489,  beim 
Lagrange'schen  Problem,  611;  im 
weiteren  Smne,  234;  Fall,  wo  der 
zweite  Endptmkt  niit  clem  konjugier- 
ten Punkt  zusammenfallt,  83,  363,  617, 
696 

Kowyugierte  Systeme,  626. 

Kontinuum,  3  *. 

Konvergenzprinzip :  allgemeines,  4"*. 

Komexer  Bereich,  422;  in  Beziehung  auf 
die  £-Ricntung,  659 

3£oord^natenac7l$en•  Verabredung  uber 
die  Orientieiung  der  K.,  192 

Rieis:  Bezeicknting,  273, 

Kritisclur  Punkt f  317 

Krummlimge  Koordinaten:  im  allgemei- 
nen,  343;  Kneser'sche,  350. 

Krummung:  einer  ebenen  Kurve,  192; 
geodaiiscne,  210;  extremale,  346;  kiir- 
zeste  Eaumkurve  von  gegebener  erster 
K,  690;  mittlere  K  einer  Flache,  657 

JKurven:  Allgemeine  Definitionen,  189; 
der  Klasse  C^n\  191,  575;gewohnliche, 
192;  regulare,  192;  der  JK]asse  JT,  289; 
Jordan'sche,  9*. 

Ku  r  venprob  lemey  199. 

Lagrange'scJie  Differentwlgleicliung ,  24, 
055 ;  sielie  aucli  unter Euler'sche Diffe- 
rentialgleicliung 

Lagrange*  sclie  MuUipliLatorenmethode^ 
644;  sielie  aticlitinterEuler-Lagran- 
ge'sche  Mnltiplikatorenregel. 

Lagrange'sclie  Partielle  Integration,  23. 

JJagrange'scJieS  Problem,  6,  542 — 651 

JJange  e^nerI£urve:  Definition  von  JOKPAW^ 
285;  von  PEU.NO,  289 


Laplace3 sche  Differentialgleicliung,  656. 

Legendre'sche  Bed^ngung'  57,  115,  696: 
WeierstraB'scne  Form,  227;  Analo- 
gon  bei  isopenmetrischen  Problemen 
473;  beim  Lagrange'schen  Problem, 
608;  bei  Doppelintegralen,  673 

Legendre'sche  Differ ent^algle^chung,  56. 

Limes,  obeier,  unterer,  4*. 

Lmdeberg' seller  Satis f  515;  seine  Anw en- 
dung  auf  isoperimetnsche  Probleme, 
517 

Lindelofsclie  Konstruktion,  80;  Verall- 
gemeinerung,  321. 

Lmeare  Differentialgleiclmngen:  Hilfs- 
satze  uber,  64 

L'ipscMtz'sclie  Bedingimg,  170. 

Maximum,  siebe  Minimum. 

Mayei'sche  Bedmgung,  617,  625. 

Mayer'sche  Determinante,  612,  624,  632. 

Mayer^sclie  Extremalenscharen,  643 

Mayer'sclies  Problem,  572. 

Mayer'sches  Reziprositatsgesetz,  488,  574. 

Mimnialflaclien,  sielie  Beispiel  V,  ferner 
G94. 

Minimum :  einer  linearenPfinktmenge,  8 ; 
M  einer  Funktion,  absolutes  10,  5% 
relatives,  10,  eigentliches  und  uneigent- 
liclaes,  10,  mit  Nebenbedingungen,  544; 
ernes  Integrals,  absolutes,  15,  relati- 
ves, 17, 197,  eigentlicnes  und  uneigent- 
licb.es,  18,  schwaches  und  starkes,  91; 
Existenz  ernes  M.  im  Kleinen,  270,  im 
GroBen,  419. 

Mittel wet  tsatz :  der  Differentialr e ebnung, 
6*;  der  Integralrecbnnng,  8\ 

MoiiQtoniepnnzip,  4*. 

MufaphJcatorenregel,  siehe  Euler-La- 
grange'sche  M 

Mufapldatoren  des  Feldes,  636. 

NacJibarschaft  einer  Kurve,  18 

Newton'sches  Problem,  407—418. 

Nodoid,  534 

Normale  einer  Flaclie,  664. 

Normalen-Kongruenz,  651. 

Normalform:  des  allgemeinen  Integrals 
der  Eul  er'  schen  Differentialgleichung, 
215,  594;  der  Extremalenschar  durch 
einen  Punkt,  221;  der  zweiten  Varia- 
tion, 228 

45* 
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NormalesVerhalten  einerExtremalen,  564. 
Normalvanation,  47. 

Obere  Grenze,  siehe  Grenze. 
Ordenthches  Verschwmden  der  8-Funk- 

tion,  120,  24=5.  • 

Osgood'scher  Sate,  280,  356,  527,  697 

Parallelflachen,  651 

Parallelkurven,  333;  geodatische  P  ,  4=48. 

Parameter:  Differentiation  eines  bestimm- 

ten  Integrals  Each  einero.  P.,  8*. 
Parameterdarstelhwg .  Kurven  in  P  7  189; 

ebene  Variationsprobleme  in  P,  11)3; 

das    Lagrange'sche  Problem   in  P., 

574;  Flachen  in  P,  663 
Parameterfoansfoi  niatwn,  190,  664;    In- 
variant gegenuber  P ,  192,  193,  346, 

575t  665. 
Pa)tielle  Ableitungen*  Bezeichnnng,  22; 

Satze  uber  P. A,  6%  7* 
Partielle   Integration,   8*;   Lagrange- 

scbe,  23;  Dn-Bois-Beymond'ache, 

27. 

Peano'sche  Uo^leicliung3  170. 
PerfeJcte  Punlctmengen,  2  l . 
Planet enbeivegung,  297,  697. 
Plateau' 'sches  Problem,  658 
Positiv-homogen,  194,  575,  665 
Potential:  Kurve  kleinsten  P ,  538;  Fla- 

clae  kleinsten  P.,  692. 
Principal  Function    Hamilton's,  309, 

599. 

Puriktmengen*  Satze  uber  P.,  8,  1*. 
Piinltitransformatwnen,  34=3;    erweiterte 

P,  345. 
PunTctweise  Variation,  392, 

Quadratwunsel:  Bezeichnung,  2 

Regular:  Pnnktionen,  11;  Kurven,  192; 

Variation sprobleme,  123,  214,  675,  697 
HegularitatsivitervaU:  einer  Ldsnng  eines 

Systems   von  Differentialgleichnngen, 

591 
JReine  Vanationen,  49 

Kurven,  286. 
Extremum,    siehe   Minimum; 

ferner  457. 
JReziprofte  Problems,  488 


,  siehe  Mayer'sches  R 

Rolle' sclier  Sate,  6* 

Itotationskorpe)  -  gioBter  Anziehnng,  151, 
537;  groBteu  Volnmens  bei  gegebener 
Obeiflache,  540;  groJBten  Yolumens  bei 
gegebener  Meridianlange,  535,  540; 
kleinster  Oberflache,  siehe  Beispiel  I, 
ferner  451;  kleinster  Oberflache  bei 
gegebenemlnhalt  des  Meridianschmtts, 
530;  kleinster  Oberflache  bei  gegebe- 
nem  Voluinen,  540;  kleinsten  Wider- 
standes,  407—418,  455,  456;  kleinsten 
Widerstandes  bei  gegebenein  Volumen, 
531 

Schran'ke,  393 

ScJiwaches  Extremum,  91 

Schwache  Variation,  94. 

ScJiwetpunJct-  Kurve   niedrigsten  S.  bei 

gegebener  Lange,  siehe  Beispiel  XXI; 

Flache  niedrigsten  S.  bei  gegebenein 

Flachenmhalt,  092 ;  JCorper  niedrigsten 

S    bei  gegebener  Oberflache   und  ge- 

gebenem  Volumen,  692 
Snellius'scJies  Biechungsgesetz,  452. 
SphanscJie  Itettenhme,  532 
Starkes  ~Extremum,  91. 
Starke  Variation,  94, 
Stetige  FunJctionen:  Satze  fiber,  10,  4*. 
Stetigkeitsbei  eich  eines  Systems  von  Dif- 

feientialgleichungen,  169 
SturmfscJier  Sate  iiber  lineare  Diiferential- 

gleichungen,  67. 
Substitutionssymbol,  23,  84 

Tait  und  Thomson:   Form  el  von,    091; 

Satz  von,  691. 
Tangentenwtnkel,  192. 
Taylor'scher  Sats,  6*,  7*. 
Totales  Differential,  6* 
Trdgtieitsmoment:  Kurve  kleinsten  T  29(J, 

450;  Botationskorper  kleinsten  T.  bei 

gegebener  Masse,  538. 
Transversal,  44,  303,  304,  369;   bei  iso- 

perimetrischen  Problemen,  520;  beim 

Lagrange'schen   Problem    648;    bei 

Doppelintegralen,  660,  670. 
Transversalen  einer  HJxtremalenschar,  130, 

256,  322,  522,  648,  650 
Transfer salensatz,  181,   258,   338;   beim 

Lagrange'schen  Problem,  646. 
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Transversalhyperflachen,  645. 
TransversaUtatsbedingung ,    siehe   trans- 
versal 

Uberalldicht,  2*. 

LbergangspunJcte:  Bedingung  in  den  U 
bei  Problemen  mit  Gebietseinschran- 
kung,  396. 

Umgebung:  ernes  Punktes,  1*;  einer 
Kurve,  42,  198;  engereU  einer  Kurve, 
91;  U.  einer  Punktmenge,  154. 

Undbhangiglieitssatz,  108,  130,  257,  326, 
355 ;  bei  isoperimetrischen  Problemen, 
508;  beim  Lagrange'schen  Problem, 
637,  639;  bei  Doppelintegralen,  685. 

Unbest'immtheitsgrenze,  4  *. 

Unduloid.,  534. 

Uneigenthches :  Extremum,  10, 18;  u  Feld, 
98. 

Unenetttch  Idetn,  Bezeichnung,  11 

Unfreie  Vanation,  393. 

Untere  G-renze,  siehe  Grenze. 

Variable Endpunkte-  Fall  eines  auf  einer 
Kurve  v.  E  ,  40,  42,  301—364;  bei 
isop  erimetris  chen  Problemen,  5 1 9—5  2  6 ; 
beim  Lagrange'schen  Problem,  569, 
647;  Fall  zweier  v.  E,  327—331 

Variable  Begrenzung,  bei  Doppelinte- 
gralen, 660,  668 

Variation:  vollstandige,  19,  20;  erste, 
zweite,  usw.,  Definition  fur  Variationen 
vom  Typus  sri,  21;  allgemeine  Defini- 
tion, 45—53;  reine,  gemischte,  49; 
der  unabhangigen  Variabeln,  49; 
schwache,  starke,  94;  freie,  unfreie, 
emseitige,  393;  siene  aiich  unter  erste, 
zweite,  dritte  V, 

Variieren,  19. 

Vergleiehskurven,  15 

Vertauschung  der  Differentiationsordnung 
in  ho'heren  Ableitungen,  7*. 

Vollstandige  Variation,  19,  20 

Vollstdndiges  Integral  einer  partiellen 
Differentialglaichung,  136. 

Vorzeicliensatz :  gewohnlicher,  5*;  er- 
•weiterter,  157. 

Weierstiafische  Eedingmg,  113, 115,  244, 
696;  bei  isoperimetriscnen  Problemen, 


475;  beim  Lagrange'scken  Problem, 
606. 

Weierstrafi'sche  Hckenbedingung  bei  dis- 
kontinuierlichen  Losungen,  367,  465. 

Weierstrafischer  Fundamentalsatz ,  110, 
262;  bei  einem  variablen  Endpunkt, 
326,  355;  bei  diskontinuierlichen  Lo- 
sungen, 384;  bei  Problemen  mitGebiets- 
emschrankungen,  405;  beim  Newton'- 
schen  Problem,  417;  bei  isoperimetri- 
schenProblemen,507;beimLagrange'- 
schen  Problem,  637;  bei  Doppelinte- 
gralen, 686. 

Weierstrafi'sche  Konstruhtion ,  259,  326 

406,  417,  507. 
Weierstrafi'sche     Randbedingungen     bei 

Problemen  mit  Gebietseinscnrankung: 

entlang    der   Schranke,    395;    in  den 

tJbergangspunkten,  396. 
Weierstrafi'sche   Theone  der  Variations- 

probleme      m     Parameter  darstellung 

189—294;  456—514. 
Widerstand,    Aufgaben   betreflfend    den 

W.,  407—418,  455,  456,  530,  531. 
Wwikel,   Bliss'scne   Verallgemeinerung 

desselben,  448 

Wronslti'sche  Determinant ~e,  66. 
Wurf,  als  Anwendung  des  Prinzips  der 

kleinsten  Aktion,  296. 

Zulassige  Kurven,  15,  198,  301,  457;  z. 
Flaehen,  653. 

Zusaminengesetzte  Furiktionen,  5%  7*. 

Zusammenhangend,  3*. 

Zweite  Ableitung :  Existenz  derselben  bei 
Extremalen,  30,  202,  569. 

Zweite  Variation-,  beim  einfachsten  Funk- 
tionenproblem,  54—87;  beim  einfach- 
sten  Kurvenproblem,  224—241;  bei 
variablen  Endpunkten,  303;  bei  iso- 
perimetriscben  Problemen,  470—^89; 
beim  Lagrange'schen  Problem,  618 — 
634;  bei  Doppelintegralen,  672—682; 
Legendre'sche  Transformation  der 
z.  V.,  55,  672;  erste  Jacobi'sche  Trans- 
formation, 61,  476,  621,  675;  zweite 
Jacobi'sche,  63,  632,  680;  Weier- 
straB'sche,  224;  invariante  Normal- 
form,  228. 


Druck  von  B  G-  Teubaer  m  Leipzig. 


Anliang. 

Im  folgenden  werden  die  wichtigsten  Definitionen  und  Satze  aus  der  Theorie 
der  reellen  Funktionen  reeller  Variabeln,  von  denen  im  Text  Gebrauch  gemacht 
iat,  mit  den  ndtigen  Literaturnachweisen  zusammengestellt  Es  wird  dabei  nicht 
beabsichtigt,  die  Satze  ID  moglichster  Allgemeinkeit  zu  formulieren,  sondern  in 
einer  fur  die  Anwendung  auf  die  Variationsrechntmg  bequemen  Form.  Bei  den 
Liter aturnachweis en  wird  von  den  folgenden  Abkurzungen  G-ebrauch  gemacht. 

D:  DINT,  Grundlagen  fur  cine  Theone  der  Funktionen  einer  veranderlichen 
reellen  Grope,  ubersetzt  von  LUROTH  und  SCHEPP  (1892) 

E:  Encyelopadie  der  matliematischen  Wissenschaften,  Bd  II  A,  die  Artikel 
von  PKINGSHEIM  tiber  Allgemeine  Funktionentneorie  und  von  Voss  uber  Differential- 
und  Integralrechnung  (1899) 

G:  GOUKSAT,  Cours  d' Analyse  Mathimatique,  Bd  I  (1902). 

J.   JORDAN,  Cours  d3 Analyse,  Bd   I  (1893) 

0:  OSGOOD,  Lehrbuch  der  Funldionentlieorie,  Bd  I  (1907) 

J?e-  PEANO,  Differ entialrechnung  und  Grundzuge  der  Integralrechnung,  tiber- 
setzt von  BOHLMANN  und  SCHEPP  (1899) 

Pi:  PIERPONT,  Lecfoires  on  the  Theory  of  Functions  of  ^edl  Variables,  Bd  I 
(1905) 

Sch:  SOHONFLIES,  Bericht  'fiber  d^e  Menycnlehre,  Jabresbericht  der  Deutschen 
Mathematikervereinigung,  Bd.  VIII  (1900). 

St:  STOLZ,  Grundzuge  der  Differential-  und  Integralrechnung,  Bd  I  (1893). 

St  G.  STOLE  und  GMEINER,  JSmleitung  ^n  die  Funktionentheoriej  I  Abt  (1904). 

T:  TANNEEV,  Introduction  d  la  Theorie  dcs  Fonctions  d'une  Variable,  Bd 
(1904). 

V:  VEBLEN  and  LKNNKS,  Introduction  to  Infinitesimal  Analysis  (1907) 

Im  folgenden  bedeuten  die  Zahlen  Seiten 

I.  Punktmengen. 

1.  Die  Umgebung  (Q)  eines  Punktes  A  (at ,  «2,  .,  aj  imOebiet  der  Variabeln 
x± ,  £ca ,  . . .,  xn  ist  die  Gesamtbeit  der  Wertsyateme  (Punkte)  a^ ,  x%  7  ,  scn,  fiir 
welcke 

l^i  —  %    <9i         |Sf— OaKe,--    >         l«n  —  »/4    <?• 

Wir  bezeichnen  dieselbe  in  0"bereinstimmung  mil  §  21  mit  (^. 
Vgl.  E.  44;  Pi   165 
Bolza,  Varfationsieolinuttg  1 


2*  Anbang. 

2.  line  Punktmenge  9H  im  Gebiet  der  Yanabeln  ^1?tf2,.  ,xn  heiBt  60- 
schrdriht  (borne,  bounded),  wenn  es  eine  feste  Zahl  Cr  gibt,,  so  dafi  fur  jeden 
Punkt  P(xt  ,  x%  ,  .  .,  #OT)  der  Menge 


Ygl   J.  22,  23;  Pi  156;  T.  66;  V   3, 

3.  Definition  und  Existenz  der  oberen  und  imteren  Grenze  emer  beschrankten 
Imearen.  Punktmenge 

Ygl.  §  2,  a)  und  D.  28,  G    159;  J   22;   0    33;  Pe.  18;  T    66 

4.  EIn  Punkt  jET  heifit  ein  Hcwfungspwrikt  (Grenzpunkt;  point  limite;  limit- 
point,  cluster-point)  emer  Punktmenge  3TI,  wenn  es  in  jeder  Umgebung  von  JET 
Punkte  von  9TI  gibt,  die  von  H  versehieden  sind.    (NB  •  R  braucht  nicht  zu  9TL 
zu  geh^ren) 

Folgerungen 

a)  In  jeder  Unigebung  von  H  gibt  es  unendlicb  viele  Punkte  von  9TC. 

b)  Man  kann  stets  eine  unendlicne  Folge  {  Pr  }  von  Punkten  von  9TC  heraus- 
ffreifen.  derart,  daB 

d.  h   wenn 


Em  Punkt  der  Menge  3TI,  der  nicbt  zugleich  Haufangspunkt  von  201-  ist, 
laeiBt  ein  isolierter  Punkt  von  3H 

Ygl    D.  22;  Pi    157,  E    I,   185;  T.  71;   V    39 

5.  Jede  Ibeschrankte  Punktmenge,  welcne  unendlicn  viele  verschiedene 
Punkte  enthalt,  hat  wenigstens  e^nen  HaufuMgspunfot.  (NB.  Deraelbe  braucnt 
nicht  selbst  zur  Kenge  zu  gelioren  ) 

Ygl.  J.  23;  D.  22;  PL  163;  T.  71  ;  Y    39 


6.  Eine  Punktmenge 

a)  abgeschlossen   (forme*1),     closed),    wenn    sie    alle    ihre    Haufungspunkte 
entHalt; 

b)  ^n  sich   dicht,   wenn   jeder   ihrer  Punkte   zugleicb  Haufungspunkt  1st; 

c)  perfekt,  wenn  sie  zugleick  abgeschlossen  und  in  sicb  dicht  ist. 

Eine  lineare  Punktmenge  heifit  in  einem  Intervall  uberall  dicht,  wenn  jeder 
Ptinkt  des  Intervalls  ein  Haufungspunkt  der  Menge  ist 

Ygl.  E    I,  195;  J    19;  0    32;  Pi.  167;  Sch    58;  T    113;  Y.  41. 

7.  Em    Ptinkt  A   emer    Punktmenge    911    im    Gebiet   der   Yariabeln    a^, 
#2,  .  .  .,  xn  heifit  em  mnerer  Pvwlct  der  Menge,  wenn  alle  Punkte  (xL1  fy,  .     ,  a?w) 


l]  JORDAN  gebraucht  dafur  ,,parfaitu,  abweichend  von  CANTOR. 


Anhang.  3* 

in  einer  gewissen  Uragebung  des  Punktes  A  ebenfalls  zu  £01  gehoren.  Die  Ge- 
samtheit  aller  innerer  Punkte  einer  Menge  heiJ&t  ,,das  Innere"  der  Menge. 

Em  Punkt  B  liegt  au$erhalb  der  Menge  9H,  wenn  kein  Punkt  einer  ge- 
wissen Umgebung  von  J3  zu  3Tt  gehort 

Ein  Punkt  C  gehSrt  der  Begtenzung  der  Menge  an,  wenn  jede  Umgebung 
von  C  mmdestens  emen  Punkt  enthalt,  weleher  2u  9TL  gehort,  und  mindestens 
einen,  weleher  nicbt  zu  3fIL  gehoit 

Ygl.  E.  45;  J.   20;  Pi.  154. 

8  Eine  Punktrnenge  heifit  susammenlicmgend  (d'un  seul  tenant,  connected), 
wenn  man  zwischen  irgend  zwei  Punkten  A  und  J3  yon  9TL,  nach  Annahme 
einer  behebig  kleinen  Grofie  s,  eine  endliche  Anzabl  yon  Punkten  von  3Tt-  Pj, 
P2,  .  .,  Pm  derart  einschalten  kann,  daB  der  Abstand  je  zweier  aufeinander 
folgender  Punkte  (A  und  S  inbegriffen)  kleiner  ist  als  s 

Dabei  1st  unter  dem  i;Abstandu  zweier  Punkte  (o?x,  #„,  .  . ,  a;)  und  (y^ 
li  *  -•>  y ^er  Ausdruck 


„      ,, 

verstanden. 

Vgl    E.  45;  J.  25;  Pi    149 

D  Unter  eineni  Beretch  veratehen  wir  eine  Punktmenge,  welcke  inn  ere 
Punkte  enthalt;  unter  einem  stettgen  Bereich  eine  Punktmenge,  welche  nur 
mnere  Punkte  enthalt. 

Ein  Kontinnum  ist  em  zusammenhangender  stetiger  Bereich. 

Vgl    E    46,  0.  124. 

II.  Grenzwerte. 

1.  Obere  und  untere  Grenze  einer  Funktion  Vgl,  §  2,  b^  und  D  28,  57; 
E.  12. 

2  Die  Funktion  f(x)  sei  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  a  eindeutig 
deiiniert  Wenn  dann  eine  feste  endliche  GroBe  &  existiert,  so  dafi  zu  jedem 
positiven  s  ein  positives  8  gehort,  derart  daB 

f(x)  —  &   <  £  ,    wenn     a  <  x  <  a  +  #  , 

so    sagt   man:    f(os)  nahert   sich  beim  Grenzubergang   x^a~}-()   der  Grenze  &; 
m  Zeichen: 


Analog  ist  /'(«  —  0)  definiert  Wenn  f(a  +  0)  und  f(a  —  0)  beide  existieren 
und  gleich  sind  (=»  ?>)  ,  so  sagt  man  /"(re)  n'ahert  sich  bei  dem  Grenzubergang 
x  "  a  der  Grenze  5 

Vgl    E    12,  13;  D    56;  T    222;  V.  61. 

3.  Wenn  f(x)  bestandig  wiichat  (oder  doch  wenigstens  nicht  abnimmt), 
w'ahrend  x  sich  abnehmend  dern  Wert  a  nahert,  und  wenn  /(#)  uberdies  dabei 

1* 


&*  Ankang. 

kleiner   bleibt  als   sine  fesie  GroBe  G,  so  nahert  sich  f(x)  fiir  #  =^=  a  +  0  einer 
bestimmten  endlichen  Grenze  (Monotonwprinwp) 

Analog  fur  x=^a  —  0,  +00,  —ex?  und  fur  abnehmende  Funktionen 

VgL  B    42;  E    13;  0    26;  Pe    8;  St.  G   15;  V.  61 

4.  DamiJ  die  Ftmktion  f(x)  fiiroj^=a-f  0  sich  einer  bestirnmten  ,  end- 
lichen  Grenze  nahert,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB  zu  jedem  poaitiven  s 
ein  positives  8  geho'rt  derart,  daB 


fur  jedes  Wertsystem  a;',  x",  fur  welches 


(Allgememes  Konvergenzpnimp)  .    Analoger  Satz  fiir  ^  =  a  —  0,  «,  +  cx>»  —  oo 
Ygl  D.  38,  E.  14;  0    27;  Pe.  9;  Pi.  179;  St    G    81;  V.  66. 


5.  Ist  F(A)  die  (endliche  oder  unendliche)  obere  Grenze  der  Funktion  f(x) 
im  Intervall  [a,  a  +  h],  wo  7i>0,  so  besitzt  die  Funktion  Y(K)  fiir  7i=^-f-0 
stets  eine  bestimmte  (endliclie  oder  unendliche)  Grenze,  welche  der  recMsseitige 
obere  Limes  (auch  Unbestimnitheitsgrenze)  von  f(x)  fiir  %  =  ^  genannt  wird, 
in  Zeichen: 


ar=sa-f  0 

Analog  f  (a  +  0),  /"(a  —  0)  ,  und  /(a  —  0).    Wenn  /(a  +  0)  =«  A^+_0),  so  existiert 
f  (a  +  0),  endlich  oder  nnendlich 

Vgl    E,  14;  Pi    205.   St.   G.  17;  T.  233;  V    84 

6  Gkiclmaftige  Konvergenz:  Die  Funktion  f(£C,  y)  sei  definiert  fiir  jedes 
x,  y,  fur  Welches  x  dem  Bereich:  a<a;<D  und  gleichzeitig  y  emer  gewissen 
Punktmenge  Y  angehort.  Alsdaan  sagt  man,  die  Funktion  /"(#,  ?/)  nahere  sich 
bei  dem  Grenztibergang  x  ==  a  +  0  einer  bestirmnten  endlichen  Grenze 
gleichmafiig  in  Beziehung  auf  die  Menge  Y,  wenn  zn  jedem  s  >  0  eine 
unabJiangige  positive  GrSBe  &  gehort  derart,  dafi 


fur  jedes  a  <  a;  <;  «  +  ^  und  fiir  jedes  y  der  Menge  Y 
Analoge  Deiinition  fur  x=^a  —  0,  ct,  +00,  —  oo 
Ygl  E  52,  Pi  200;  St  G.  78 

III.  Stetigkeit. 

1.  Die  Funktion  ffa,  x%,  .  .  ,  #w)  sei  definiert  in  einer  Menge  9H,  und  es 
sei  A(a    «,  .  .  ,  #     ein  Punkt  von  9TI     Alsdaim  heiBt  f(x    x,  .  .  ., 


*)  Nach  dieser  von  C.  JORDAN  gegebenen  Definition  iet  die  Funktion  f  in 
jedem  isolierten  Punkt  von  9TC  stetig.  Gewohnlich  beschrankt  man  den  Stetig- 
keitsbegriff  auf  Haufungspuriki/e 


Anhang.  £* 

an  A  (in  bezug  auf  3TI),  wenn  zu  jedem  positiven  e  ein  positives  §  gehcJrt,  der- 
ait  dafi 

i  f(x^  a:,  ,  .  .  .,  ag  —  ffo,  «2  ,    .   ,  aj   <  s 

fur  jeden  Punkt  ^,  #2  ,    .  ,  #w)  von  9TI  in  (d)A 
Ygl    J.  46;  Pi.  208;  Sch.  116;  T.  223. 


2  Vorzeiehensatz.  1st  die  Funktion  /(#t,  xt  ,  .  .  .  ,  x^  stetig  im  Punkt 
A(al9  az,  .  .,  aw),  und  ist  /'(a1,  as,  .  .  ,  a;i)>0,  so  laBt  sich  eine  positive  Gx&Be 
9  angeben,  so  dafi  /"(«,,  a?a,  .,  ^)>0  in  alien  Punkten  von  (0)J?  welche  zu 
9TL  gehoren 

Ygl    Pe.  11,  121;  Pi    214;  Y.  88 

3.  Die  Funktion  f(xl,  #2,  .  .,  J5j  heiBt  ^e%  en  der  PunLtmenge  SRI,  wenn 
sie  in  jedem  Pnnkt  von  511  stetig  ist 

Ist  die  Funktion  f(x^  x»  ,  ,  x^  stetig  in  einer  besehrankten,  abgeschlossenen 
Punktmenge  3H,  so  gelten  die  folgenden  Satze: 

a)  Die  Funktion  /*  besitzt  in  STL  eine   endliche  obere  Grenze  G-  und  eine 
endliche  untere  Grenze  K 

b)  Die  Funktion  f  nimmt  die  Werte  Gr  und  K  in  SHI  wirklich  an  (Maximum 
mid  Minimum} 

c)  Zu  jedem  positiven  e  geliort  ein  positives  ^,  derart  dafi 


fur  je  Kwei  Pnnkte  (#/,  £G2',  ,    .,  a;^)  und  i^",  as/',  .  .  .,  aj^')  von  9Tt,  fur  welche 

.  ,         ja?    —  a? 


C  Ghicli  mafiige  SteUgkevt  ) 

Vgl.  D  63,  68;  E.  18,  19,  49;  G  162,  163;  J,  48,  53;  0  13,  15,  34; 
Pe  15,  122,  123;  Pi  214,  215,  216;  Sch  119;  St  G.  17,  53,  97,  98;  T  237,  238; 
V  89,  90,  91 

4  Zusunmenyesetiste  Fwikfaonen:  Ygl   unten  IY  9,  Zusatz. 

5  Die   inverse   Function      Wenn    die    Funktion    y  =  f(x)    im    Intervall: 
«  <;  x  <i  b  stetig  ist  und  nut  wacbsendem  x  bestandig  zunimmt,  und  zwar  von 
y*s=g  bis  y  =  7i,  so  hat  die  Gleichung-  y=*f(x)  fur  jeden  Wert  von  y  im  Inter- 
vail  [gh]   eine   und  nur  eine  Wurzel  x=*cp(y}   im  Intervall  [#&],  und  die  Her- 
durch  fur  das  Intervall  [gh\  eindeutig  defmierte  inverse  Funktion  <p(y)  ist  stetig 
in  fp7«J 

Ygl   Pe    21,  Pi    133,  134;  St.  G  48;  T.  246;  Y.  45,  93 

IV,  Die  Ableitimg. 

1.  Wenn  der  Quotient 

/c«a  ,  resp  fcdSjprta), 


G*~  Anbang 

fur  h  =5s  0  sieb  emer  bestimmten,  endlicben  Grenze  n&liert,  so  heiBt  dieselbe  die 
vordere,  resp.  hmt&re,  Denmerte  von  '/fas)  im  Punkt  #0  Sie  werde  niit  f(xQ\ 
resp.  /'(^o)  bezeiclinet 

Sind  lieide  elnander  gleicb,  so  beiBt  der  gemeinsame  Wert,  /"(#0),  die  J.&- 
leitung  von  f(#)  im  Punkt  a?0,  und  die  Funktion  /(#)  beifit  dtff'erentvierbar  im 
Punkt  4v 

Wegen  der  Definition  von  Funktionen  der  Klasse  (P\  D^  vgl.  pp.  13,  63. 

Ygl.  D.  87;  E.  61;  Pi.  223,  St.  81;  T.  341;  Y    118 

2  Ler  Satz  ion  JRofte.  Es  sei  f(x)  stetig  in  [a&]  und  /x(a?)  existiere  fur 
jedes  £c  zwischen  a  und  1.  Wenn  alsdann  /(a)  =  f(b],  so  gibt  es  emen  Wert  | 
zwiscben  a  und  &,  fax  welcben  /"(|)  ==  0 

Ygl.  G-.   9;  Pe    43;  Pi    246;  St    51;  T    359;  Y    132 

3.  Der  M^ttelwertsat0    Wenn  /(#)   stetig  1st  in  [a  5]  und  /'(as)  fur  jedes  # 
zwiseben    a  tmd  &    esistiert,    so    gibt   es   emen   Wert   |   zwiscben   a-  und  &T 
far  -welelien 

«&)-Aa)«(6-«)r(e. 

Ygl.  D.  92,  E.  65;  G    9;  Pe.  44;  Pi.  248;  St,  52;  T.  370;  Y.  133 

4.  Es  sei  /'(#)  stetig  in  [a  &]  und  von  der  Klasse  C'  far  a  <  a?  <  &     Ferner 
nahere  sicb  /l/(^)  fur  ic=^=a  +  0   einer  bestimmten,  endlicben  Gfrenze  /'(a  +  0)» 
Alsdann  existiert  /^(a)  und  es  ist  /v(a)  =  f(a  ~j~  0). 

YgL  D.  109 

5.  Der  Taylor'sche  Satz:  Ist  /(a?)  von.  der  Klasse  On)  in  [a,  a  +  A],  so  ist 


wo 


Ygl.  E.  75;  G.  102,  J,  245;  Pe.  68;  St.  95;  Y    135. 

6    Ist  die  Funktion  f(sc^  x^  ,    ..,  #n)  von   der  Klasse   C1  in  der  Unagebung- 
von  «1T  os  ,  .  .  .  ,  an,  so  ist  fur  binreicbend  kleine  Werte  von  |  ^  |  ,  |  \  \  ,    .  .,    hn\  : 


wo  c^,  cc2T      .,  an   unendlicn  klein   weiden,   wenn  \,  7*2,    --,\  simultan  und 
vonemander  unabbangig  gegen  Null  konvergieren      (Totales  Differential.) 
Ygl   E    70;  J.  75;  Pe.  130;  Pi.  271;  St.  134. 

7   Wenn  die  Junktion  /(#,  y)  und  die  partiellen  Ableitungen  fx,f,fx    m 
der  Umgebung   der   Stelle  ^0,  y0    existieren   und   stetig  sind,   alsdann  existiert 


Anhang.  ^  •* 

aueh  fvx(x0,  y0)  und  1st  gleich  /     fo,  y0)      (Vertaitschung  der  Differentiations- 
ordnimg) 

E    73:  Pi    265,  St    150;  T.  366. 

8.  Der  Taylor'sche   Satz   fur   Funltwnen    mehrerer  Vanabeln:  1st  /(#,  y) 
von    der   Klasse    CP>  jon   Bereich.    a^x^a  +  h,   b^y^b  +  k  (resp.  aj^x 
,  oder  &>y  >&  +  &),  so  ist  in  bekannter  Abkiirzung; 


wo 


^lia+^Tlf(a^ 


Analog  fur  Funktionen  niehrerer  Variabeln. 
Vgl    E.   77;  G-    120;  J.  249;  Pe.  137;  St    161. 

9    Es  seien  die  Funktionen. 

yt  =  f,  (BI,  aa  ,  •     ,  ^  ,         i  =  1,  2,  .     ,  m  ,  (1) 

von  der  Klasse  0®  in  einem  Bereich  (St,  ferner  sei  die  Funktion  -F(2/n  y,  ,  .  ,  y  ) 
von  der  Klasse  C(^  in  einem  Bereich  6,  welcher  das  Bild  ^  von  <3L  mittels  der 
Transformation  (1)  enthalt  Alsdann  ist  die  zusammengesttzte  Funktion 


von  der  Klasse  0^  in  <9L 

Der  Satz  gilt  auch  fur  stetige  Funktionen  (p  =  0) 

Vgl.  E,  19,  71;    J    77;    Pe.   131;    Pi.  209,  274;    St    137;    St   G-.  94;  T.  369. 

10    Inverse  uud    impUztte  Funktionen:    Vgl.   §  22    und  E.  72;   G   40—57; 
J.  80—85;  0,  48—57,  Pe    21,  138—151;  Pi.  282  —  297;  St   G    48;  T.  371 

V.  Bestimmte  Integral©. 

1.  Definition  von  integrabel.    Vgl    E,  95;   GK  166,   J    37;  Pe    271;  Pi   336; 
St.  346,  V.  153. 

2.  Jede  im  Intervall  [a  6]  endhche  und  mit  Ausnahme  emer  endlichen  An- 
zahl  von  Punkten  stetige  Funktion  f(x)  ist  integrabel  in  [ab] 

Vgl    D    332;  Pe.  272;  Pi    344;  St.  358. 

3.  Wenn  die  Funktion   f(x)   im  Intervall  [a  b]  endhch  und  integiabel  ist, 
und  man  andert  ihren  Wert  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  beliebig  abT 


•8  *  Anhang. 

(aber  so,  dafi  /'(&)  endlich  bleibt),  so  ist  die  neue  Funktion  in  [ab]  wieder  inte- 
grabel  und  der  Wert  des  Integrals 

b 

Jf(x)  dx 

a 

anderfc  sich.  nicht 

Vgl.  D.  353;  Pi    365, 

4.  Ist  f(x)  endiicb  nnd  integrabcl  m  [a  6],  so  ist  die  Funktion 


stetig  in  [a  6], 

In  den  Punkten,  wo   f(x)    etetig   ist,   ist  J^(^c)   differ  entiierbar  und   es  ist 


In  den  Punkten,   wo  f(x-}-Q),  resp.  /(i»  —  0),   existiert,   existieit  auch  die 
vordere,  resp.  hintere,  Derivierte  von  F(x)  und  es  ist 


f($  +  0)  ,     resp.     F'(sc)  ***  f(sc  —  0}      * 
D    365—369;  E    99,  Pi.  368,  369.   V.  171. 
5.  PartleUe  Integration*  Sind  u(x)  und  «?(&)  von  der  Klasse  Cr  in  [aZ>J,  so  ist 


/<to  ,     r   i*    C  d™  7 
!*-?--»#«=   w     —  Iv  -5-  ax. 
dx  L     Ja     J     dx 


Vgl.  E    101;  Pi    384;  V    175 

6   Erster  Mittelwertsatz:  Es  aeien   P(#),  ^(^j;   endlich   und  integrabel  in 
[aft],  und  es  sei  P(#);>0  in  [a  &].    Alsdann  ist 

b  b 


wo  ft  ein  Mittehuert  zwischen  der  unteren  und  der  oberen  Grenxe  von  ij)(&)  in 
[a  6]  ist 

D    363;  E.  97;  Pi    366;  V    1(58 

T   D^fferentmt^on  nacJi  einem  Parameter:  Wenn  die  Funktion  f(x,  d)  stetig 
ist  im  Bereich, 


(2) 
und  a  und  6  von  a  unabb&ngig  smd   so  ist  das  bestimmte  Integral 


€ine  stetige  Funktion  von  a  in 


Anhang  9* 

Wenn   uberdies    die   partielle  Ableitung  fa($i  a)  im  Bereich  (2)  stetig  ist, 
so  ist  die  Funktion  jP(a)  differentiierbar  in  [c^aj,  und  es  ist 


Dagegen  isfc 

*"(«) 


wenn  a  und  &  Funktionen  von  a  sind,  welche  in  [c^c^]  von  der  Klasse  Cf  bind. 
Vgl    E    102;  Gr    216;  J    72;  0.  84—89,  Pi.  388,  392 


VI.  Kurven. 

1.  Definitionen  fiber  Kurven.  Vgl    §  25,  a) 

2  Sate  von  Jordan:  Jede  stetige  geschlossene  Kurve  £  ohne  mehxfache 
Punkte  (^Jordan'sche  Kurve'1)  zerlegt  die  Ebene  in  zwei  Kontinua,  von  denen 
das  eine  (das  Innere  von  £  genannt),  im  Endlichen  liegt,  wahrend  das  andere 
(das  Auftere  von  S  genannt),  sieh  ins  Unendliche  erstreekt  Die  Kurve  selbst 
bildet  die  vollstandige  Begrenzung  beider  Bereiche. 

Je  zwei  Punkte  des  Inneren  (Aufieren)  konnen  stets  darch  erne  stetige 
Kurve  veibunden  werden,  welche  keinen  Punkt  mit  der  Kurve  2  gemein  hat 
Dagegen  hat  jede  stetige  Kurve,  welche  einen  Punkt  des  Innern  mit  einem 
Punkt  des  Aufieren  verbindet,  notwendig  mindestens  einen  Punkt  mit  der 
Kurve  £  gemein 

Vgl   J    91—99;  0    140. 

VII.  Abbildung, 
1.  Die  Funktionen 


seien  stetig  in  der  Menge  2fTC  und  es  sei  91  die  der  Menge  911  mittels  der 
Transformation  (3)  im  Kaurn  der  Vanabeln  y^  yai  .  -,  yn  entsprechende  Menge 
fdas  Bild  von  911). 

Wenn  alsdann  9Tt  beschrankt  und  abgeschlossen  ist,  so  iat  auch  91  be- 
schr'ankt  und  abgeschlossen 

"Wenn  insbesondere  m  ==  n  und  die  durch  (3)  vermittelte  Beziehung  zwischen 
£ITl  und  9L  eine  ein-eindeutige  ist  (d  h.  wenn  zwei  verschiedenen  Punkten  von 
9H  allemal  zwei  verschiedene  Punkte  von  91  entsprechen)  ,  so  defimercn  die 
Oleichungen  (S)  a;l7  ic2  ,  .  .  .  ,  oon  in  91  als  eindeutige  Funktionen  Ton  j/l7  y%  ,  .  .  .,  yn  , 
(inverse  Funktionen) 


10  *  Annang. 

Wenn    alsdann    die  Funktionen  ft   stetig  sind  in  SHI,   und  Wi  beschrankt 

und  abgeschlossen  1st,  so  sind  auch  die  inversen  Funktionen  stetio-  in  91 
J.  51,  53;  Seh    117  & 


2.  5ate  von  Schonflies.    Bind  die  Funktionen 
l=-qp(rc,  y),         72  —  ^(«, 
emdentig  defimert  und  stetig  m  dein  Bereich 


O  em-eindeutige  Beziehung  zw18chen  dem 

Quadrat  (5)    und    desaen   Bild  cf  in  der  £,  ,.Ebene,  so  1st  das  Bild  des  Randes 
des  Quadrates  (5)    eme   stetige   gescllloBsene  Kwe  £  ohne   mehrfache   j^ 

und  das  Bild  of  des    Quadrates  (5)   ist   idenfosch  mit  dem  Inneren  der  Kurve  5^ 
zusammen  mit  der  Kurve  Q  selbat 


(SoHowuEB,  GOttmger  Hachr  ,  1899,    p.  282;    OSGOOD,    Ibid,    1900     p    94. 
BERNSTEIN,  Ibid,  1900,  p    98.  '  7 
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